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Extended Abstract

Introduction

Ordered algebraic structures have been investigated by many mathematicians. In the last decades, many
researchers introduced and investigated lattice topologies on the ordered algebraic structures [12], [19],
[14], [23], [27] and [29]. In 1998, Gusic introduced the concept of an admissible subset of a 2-divisible
lattice-ordered group H , which induces a topology on it. This topology is a group topology and also is
locally solid. The Gusic topology investigated by Ranjbar and Pourgholamhossein in [23] and [27] and
Yang in [29]. In [23], the authors introduced the concept of links as a generalization of admissible subsets
of a lattice-ordered group. The topology induced by a link is Hausdorff. If the lattice-ordered group H
is Archimedean with order unit, then the set of all order units is a link and called the strong link. It is a
case that the lattice-ordered group is also an Archimedean Riesz space. However the link topology in an
Archimedean Riesz space is not necessarily a vector topology. The authors in [24] showed that the link
topology in an Archimedean Riesz space is a vector topology if and only if the link is the strong link.
Although the link topology in a Riesz space is not a vector topology in general, it makes the Riesz space
into a locally convex topological vector group [17]. The notion of topological vector group was defined
and studied by Raikov in [25] and [26].

Positive filter topology on a lattice-ordered group is another lattice group topology which was intro-
duced and investigated in [19] and [14]. A positive filter is a subset of the positive cone of an ℓ- group
which induces the positive filter topology. Every link in an ℓ-group is a positive filter. In some cases, the
positive filter topology and link topology on an ℓ-group are the same, which have been investigated by
authors in [24].

In this work, we review the last researches about the introduction of lattice topologies on a Riesz
space and we investigate some properties of these topologies on Lp(G) (0 < p < ∞) spaces, where G
is a locally compact abelian group with the Haar measure. In fact, we consider Lp(G) (0 < p < ∞)
as Riesz spaces with pointwise ordering in the sense of almost everywhere. The Riesz spaces Lp(G) or
Lp(X,Σ, µ) are very important in functional analysis. It is well known that for 1 ≤ p, Lp(G) spaces are
Banach lattices with respect to the integral norm. A famous theorem about the spaces Lp(G) or more
generally Lp(X,Σ, µ) is that every abstract Lp-space has a representation of the form Lp(X,Σ, µ) (see
[1] for more details). Furthermore, as we shall see later, Lp(G) is a locally convex topological vector
group with respect to every link topology on it. We also see that some of the link topologies are finer
than the integral norm topology on Lp(G).

We show that if G is not discrete, then for every 0 < p < ∞ and every neighborhood U of zero in
G, there is an unbounded f ∈ Lp(G) such that supp(f) is contained in U . We also show that an Lp(G)

(0 < p < ∞) does not contain an order unit unless G is finite. We introduce the notion of completely
positive functions in an Lp(G) and we show that the set of all completely positive functions is a link
in Lp(G) if G is σ-compact. A completely positive function is a real-valued measurable function on G
which is far from zero almost everywhere.

It is well known that in Lp(G) the pointwise multiplication is not closed in general. We introduce the
concept of p-ideal subspace of an Lp(G) which is closed under pointwise multiplication. More precisely,
for 0 < p < ∞, a function f ∈ Lp(G) is p-ideal, if for every g ∈ Lp(G), we have f.g ∈ Lp(G). For
instance, every characteristic function on a compact subset ofG is a p-ideal of Lp(G) for all 0 < p <∞.
The set of all p-ideal functions is a linear subspace ofLp(G) and we call it the p-ideal subspace ofLp(G).
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We show that this is an order-ideal of Lp(G). We also show that the p-ideal subspace of an Lp(G) with
pointwise multiplication is a Riesz algebra. In addition, we give a link topology on the p-ideal subspace
of Lp(G) which makes it a topological lattice-ordered ring.

Conclusion

In this paper, the following concepts are presented:
1- A completely positive measurable function.
2- A p-ideal function in an Lp(G).
3- A p-ideal subspace of an Lp(G) and we denote it by ILp(G).
4- The link IP in ILp(G).

Also, the next theorems, propositions and corollaries are presented:
1- The Riesz space of Lp(G) contains a strong link, if G is a finite group.
2- If G is a σ-compact locally compact abelian group, then the set of all completely positive functions in
Lp(G) is a link in Lp(G) (0 < p <∞) .
3- ILp(G) is a Riesz subspace and an order-ideal of Lp(G). Furthermore, ILp(G) is closed under point-
wise multiplication and is a Riesz algebra.
4- If G is σ-compact, then ILp(G) is a topological lattice-ordered ring with respect to some of the link
topologies.
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۵ توپولوژیکی مشبکه برداري گروه هاي به عنوان Lp(G) فضاهاي بررسی

پیش نیاز ها و مقدمه ١

نیز -جبرها MV و آن ها بین رابطۀ همچنین است. بوده جهان بزرگ ریاضی دانان توجه مورد بیستم قرن اوایل از مرتب جبري ساختارهاي
مشبکۀ گروه هاي رستۀ که داد نشان موندیچی که جایی تا است، گرفته قرار بررسی مورد موندیچی ازجمله ریاضی دانان از بسیاري به وسیلۀ
توسط میلادي ١٩۵٨ سال در -جبر، MV مفهوم که می شویم یادآور .[٢٠] است رسته اي یکریخت -جبرها، MV همۀ رستۀ با یکانی
اعمال با همراه خودتوان، عناصر همۀ مجموعۀ MV-جبر، یک در که می دانیم .[۴] شد معرفی بولی جبر مفهوم از تعمیمی به عنوان و چانگ
مورد ریس فضاهاي و مشبکه گروه هاي روي بر توپولوژي ها بررسی و ساخت اخیر، دهه هاي در .[۵] می دهد بولی جبر یک تشکیل مشبکه،
با باید توپولوژي ها این .[٢٩] و [٢٨] ،[٢٧] ،[٢٣] ،[١۴] ،[١٩] ،[١٢] است گرفته قرار جهان و ایران در پژوهشگران از بسیاري توجه
توپولوژي ها این تحت اینفیمم و سوپریمم دوتایی عمل هاي و جمع دوتایی عمل  که معنا بدین باشند. سازگار مشبکه اي اعمال و جبري اعمال
نوین پژوهش هاي از مختصري ،Lp فضاهاي و ریس فضاهاي مشبکه، گروه هاي مقدماتی خواص بیان از پس مقاله، این در باشند. پیوسته
توپولوژي ها این بررسی و تطبیق به همچنین می کنیم. بیان را ریس فضاهاي و مشبکه گروه هاي در مشبکه اي توپولوژي هاي ساخت پیرامون
این در را بی پاسخ سؤال یک نیز انتها در است. هار اندازة با آبلی موضعی فشردة گروه یک G آن در که می پردازیم Lp(G) فضاي یک در
که آن روي بر ≤ ترتیب رابطۀ یک به همراه گروه (یک مرتب جزئاً گروه یک از است عبارت مشبکه گروه یک کرد. خواهیم مطرح خصوص
آن، از متناهی زیرمجموعۀ هر که ( x+ z ≤ y + z گروه، در z عنصر هر براي آنگاه ، x ≤ y اگر که معنا بدین است؛ پایا انتقال تحت
از اطلاع براي می دهیم). نمایش x ∧ y با را آن اینفیمم و x ∨ y با را x, y عضوي دو مجموعۀ (سوپریمم باشد. اینفیمم و سوپریمم داراي
نظر در آبلی همواره را (L,+,≤) مشبکۀ گروه ما اینجا در نمایید. مراجعه [١١] و [١٠] به مشبکه گروه هاي و مرتب جزئاً گروه هاي خواص
x ∈ L عناصر همۀ مجموعۀ همچنین می شود. داده نمایش ٠ با همواره نیز خنثی عضو و می دهیم نمایش L با به اختصار را آن و می گیریم

می شود. نامیده مثبت عناصر مجموعۀ که می دهیم نمایش L+ با را کنند، صدق ٠ ≤ x رابطۀ در که

به طوري که شود یافت n طبیعی عدد ،x ∈ L هر براي هرگاه نامند، ترتیبی یکّۀ را L مشبکۀ گروه در u مثبت عنصر .١. ١ تعریف
باشد. ترتیبی یکّۀ داراي که مشبکه گروه یک از است عبارت یکانی، -گروه ℓ یا یکانی مشبکۀ گروه یک همچنین .x ≤ nu

اگر گوییم مثبت همریختی یک را f : L→ H گروهی همریختی آنگاه باشند، مشبکه گروه هاي L,H اگر .١. ٢ تعریف
باشیم: داشته بالا، خواص علاوه بر اگر نامیم، مشبکه گروه هاي همریختی را f همچنین .f (L+) ⊆ H+

f (x ∧ y) = f (x) ∧ f (y)

و
f (x ∨ y) = f (x) ∨ f (y) .

داریم: n طبیعی عدد هر و x, y ∈ L هر براي ،L آبلی مشبکۀ گروه هر در [۶] .١. ٣ گزاره

n(x ∨ y) = nx ∨ ny , n(x ∧ y) = nx ∧ ny.

کاملاً گروه هاي از حاصل ضربی -زیرگروه ℓ یعنی (۶ .۴٧ گزاره ،[۶] (ر.ك است نمایش پذیر آبلی، مشبکۀ گروه هر که است توضیح به لازم
اگر نامیم، ١ ارشمیدسی را L مشبکۀ گروه می شود. نتیجه مرجع) همین (در ١٠ .۴٧ گزاره از مستقیم به طور بالا گزارة حال، است. مرتب
جامد را G مشبکۀ  گروه از A زیرمجموعۀ  .x ≤ ٠ آنگاه باشد، برقرار n طبیعی عدد هر براي nx ≤ y نامساوي هرگاه ،x, y ∈ G براي
فضاي دارد. نام x قدرمطلق |x| = x ∨ (−x) آن در که x ∈ A آنگاه ،|x| ≤ |a| اگر ،x ∈ G هر و a ∈ A هر براي هرگاه نامیم ٢

ثانیاً و باشد مشبکه گروه یک جمع، عمل با (E,≤) اولاً هرگاه دارد، نام ریس فضاي یک ≤ جزئی ترتیب رابطۀ به همراه E حقیقی برداري
مقدماتی خواص از اطلاع براي باشد. برقرار r مثبت حقیقی عدد هر براي rx ≤ ry نامساوي آنگاه ،x ≤ y به طوري که x, y ∈ E اگر
ترتیب رابطۀ یک با همراه A مانند حقیقی جبر یک از است عبارت ریس جبر یک نمایید. مراجعه [۵] و [١] به ریس فضاهاي و مشبکه ها
آنگاه ،x, y ∈ A+ اگر آن علاوه بر و باشد ریس فضاي یک ترتیب، رابطۀ این با همراه حقیقی، برداري فضاي یک به عنوان A که ≤ جزئی
و باشد توپولوژیک گروه یک (L, τ) هرگاه نامیم، توپولوژیک مشبکۀ گروه یک را τ توپولوژي به همراه L مشبکۀ گروه .[٢٢] ٠ ≤ x.y

توپولوژي را τ توپولوژي حالت این در باشند. پیوسته L به L× L از (x, y) → x ∧ y و (x, y) → x ∨ y نگاشت هاي آن علاوه بر
همین به باشد. جامد عناصر با موضعی پایۀ داراي مبدأ اگر نامیم موضعی جامد مشبکۀ گروه را (L, τ) همچنین نامند. مشبکه اي گروهی

1Archimedean
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۶ ١۴٠٣ ،١ شماره ،٢ دوره کاربردها، و اندازه جبرهاي

اگر ،y ∈ L هر و x ∈ S هر براي اگر نامند، جامد را S ⊆ L که است توضیح به لازم می شود. تعریف موضعی جامد ریس فضاي ترتیب
.y ∈ S آنگاه ،|y| ≤ |x|

را Lp(G) ،٠ < p < ∞ هر براي صورت این در باشد. آن روي هار اندازة µ و باشد آبلی موضعی فشردة گروه یک G کنیم فرض
فضاي یک Lp(G) می دانیم که همان گونه .

∫
G |f |

p dµ <∞ که می گیریم نظر در G روي مقدار حقیقی اندازه پذیر توابع همۀ مجموعۀ
رابطۀ یک با Lp(G) در تساوي مفهوم می شویم یادآور است. برداري فضاي یک اسکالر، ضرب و نقطه اي جمع اعمال با و است حقیقی برداري

یعنی باشند. مساوي تقریباًهمه جا اگر گوییم مساوي را f, g ∈ Lp(G) تابع دو مثلاً می شود. تعریف هم ارزي

µ {x ∈ G : f(x) ̸= g(x)} = ٠.

،٠ < p < ∞ هر براي حال نمایید. مراجعه [٩] و [٨] به انتگرال پذیر توابع و موضعی فشردة گروه هاي مقدماتی خواص از اطلاع براي
f(x) ≤ g(x) نامساوي اگر تنها و اگر f ≤ g یعنی می گیریم. نظر در Lp(G) روي بر تقریباًهمه جا مفهوم به را نقطه اي ترتیب رابطۀ

ثانیاً و است اندازه پذیر f ∧ g که می دانیم f, g ∈ Lp(G) هر براي باشد. برقرار ∫تقریباًهمه جا
G
|f ∧ g|p dµ ≤

∫
G
(|f |+ |g|)p dµ <∞.

ریس فضاي یک Lp(G) که می دهد نشان ساده بررسی یک همچنین است. ریس فضاي یک ترتیب، رابطۀ این با Lp(G) بنابراین
می شود ثابت ترتیب همین به و می گیرند نظر در را (X,Σ, µ) اندازه فضاي ،G موضعی فشردة گروه به جاي معمولاً البته است. ارشمیدسی

.[١] است ارشمیدسی ریس فضاي یک Lp(X,Σ, µ) که
،|x| ≤ |y| نامساوي ،x, y ∈ E هر براي به طوري که باشد نرم Nیک (یعنی Nباشد ریس نرم به مجهز و ریس فضاي Eیک کنیم فرض
همچنین باشد. باناخ فضاي Nیک ریس نرم Eبه همراه اگر نامند، باناخ مشبکۀ یک Eرا فضاي دهد). نتیجه N(x)را ≤ N(y) نامساوي

تساوي اگر نامند جمع پذیر -p را N نرم ،١ ≤ p حقیقی عدد به ازاي

(N(x) +N(y))p = (N(x))p + (N(y))p

جمع پذیر -p ،N ریس نرم اگر نامند، مجرد Lp فضاي یک را (E,N) باناخ مشبکۀ باشد. برقرار x ∧ y = ٠ که x, y ∈ E+ هر براي
انتگرالی نرم با Lp(X,Σ, µ) ریس فضاي ،١ ≤ p هر و (X,Σ, µ) اندازة فضاي هر براي که است شده ثابت باشد.

∥ f ∥p=
(∫

X
|f |p dµ

) ١
p

نرم که باناخ مشبکۀ یک از است عبارت مجرد فضاي -Lp یک که می شویم یادآور است. مجرد فضاي -Lp یک همچنین و باناخ مشبکۀ یک
است، [٢١] ٣ ناکانو و [٣] ٢ باننبلاست ،[١۶] ١ کاکوتانی قضایاي از تلفیقی که زیر قضیۀ باشد. جمع پذیر -p ثانیاً و ریس نرم یک اولاً آن

است. بالا شکل به فضا یک با مشبکه اي یکریخت مجرد، فضاي -Lp هر حتی که می دهد نشان

مشبکۀ یک با مشبکه اي یکریخت مجرد، فضاي -Lp هر ،١ ≤ p هر براي ناکانو) باننبلاست- کاکوتانی- .٣. ٣٣ قضیه ،[١] ) .۴ .١ قضیه
است. Lp(X,Σ, µ) باناخ

p < ١ اگر می دانیم، که همان گونه و ١ ≤ p که است حالت هایی براي فقط بالا در ذکرشده مطالب می بینیم که همان گونه .۵ .١ ملاحظه
نباشد. برقرار است ممکن مثلثی نامساوي واقع در و نباشد نرم یک ∥ . ∥p است ممکن حتی

باشند. برقرار زیر شرایط اگر نامیم E در زنجیره یک را C .C ⊆ E+ و باشد ریس فضاي یک E کنیم فرض .۶ .١ تعریف
.x ∧ y ∈ C آنگاه ،x, y ∈ C اگر (١

.y ∈ C آنگاه ،x ∈ C و x ≤ y اگر (٢
.٠ /∈ C (٣

.inf(C) = ٠ (۴
.٠ < r ≤ ١ هر براي rx ∈ C آنگاه x ∈ C اگر (۵

باشد. داشته را فوق ۵ ١و٢و خواص اگر نامند مثبت فیلتر یک را F ⊆ E همچنین
1Kakutani
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٧ توپولوژیکی مشبکه برداري گروه هاي به عنوان Lp(G) فضاهاي بررسی

می گیریم. نظر در را زیر مجموعۀ r ∈ Ω و g ∈ E هر براي باشد. E در زنجیره یک Ω کنیم فرض .١. ٧ تعریف

Ug,r = {x ∈ G, r − |x− g| ∈ Ω}

با القاشده زنجیره اي توپولوژي را آن که می دهد E روي توپولوژي یک تشکیل (r ∈ Ω, g ∈ E) Ug,r شکل به مجموعه  هاي همۀ گردایۀ
گوییم. -توپولوژي Ω یا Ω

داده تعمیم مشبکه گروه هاي در شد، ذکر بالا در که ۵ خاصیت و می شوند تعریف مشبکه گروه هاي روي اصل در زنجیره ها .١. ٨ ملاحظه
نمایید. مراجعه [٢٧] و [٢۴] ،[٢٣] به زنجیره اي توپولوژي هاي خواص از اطلاع براي است. مقاله این اهداف از خارج آن بیان و می شود

در رایکوف بار اولین براي که می شویم یادآور را زیر تعریف ابتدا می شود. نتیجه [١٧] در ٢. ١٠ نتیجه و [٢٣] در ۴ قضیه از زیر قضیۀ
کرد. معرفی را آن [٢۵]

جمع عمل به همراه (X, τ) اولاً اگر نامند توپولوژیک برداري گروه یک را آن روي τ توپولوژي به همراه X برداري فضاي یک .١. ٩ تعریف
باشد. صفر در ١ متعادل موضعی پایۀ یک داراي τ ثانیاً و باشد هاسدورف توپولوژیک گروه یک

اینکه از است عبارت که داده اند ارائه را کلی تري شرط بودن، موضعی متعادل به جاي توپولوژیک، برداري گروه تعریف در منابع برخی در
.[١٨] و [٧] باشد پیوسته X به X از x 7→ αx نگاشت ،α مختلط) یا (حقیقی اسکالر هر براي

محدب و موضعی جامد هاسدورف، توپولوژیک برداري گروه یک توپولوژي، -Ω Eبه همراه آنگاه Eباشد، در زنجیره یک Ω اگر .١. ١٠ قضیه
است. موضعی

زیر مجموعۀ ،n طبیعی عدد هر و r ∈ F هر براي و a ∈ F هر براي آنگاه باشد، E ریس فضاي در مثبت فیلتر یک F کنیم فرض
می گیریم نظر در را

N r
n
(a) = {x ∈ E : n |x− a| ≤ r} .

مثبت فیلتري توپولوژي را مجموعه ها این توسط تولیدشده توپولوژي است. E روي توپولوژي یک براي پایه یک مجموعه هایی، چنین گردایۀ
یک در مشمول و باز همسایگی یک حاوي آن ها از هرکدام بلکه نیستند، باز توپولوژي این در N r

n
(a) شکل به مجموعه هاي البته نامند.

است زیر فرم به مجموعه هایی از متشکل مثبت، فیلتري توپولوژي در توپولوژي پایۀ واقع در بازند. همسایگی

T r
n
(a) =

{
x ∈ E : ∃k ∈ N, N r

k
(x) ⊆ N r

n
(a)
}

که نیست معنا بدین گفته این البته کرد. تصور ١
nr شعاع و a مرکز به باز گوي یک را آن می توان و n ∈ N و r ∈ F, a ∈ E آن در که

براي می دهیم. نمایش τF با را توپولوژي این نباشد. مترپذیر توپولوژي، این که است ممکن و است متري توپولوژي مثبت، فیلتري توپولوژي
با آن رابطۀ و توپولوژي این اساسی ویژگی هاي از برخی زیر در نمایید. مراجعه [١٩] و [١۴] به مثبت فیلتري توپولوژي ویژگی هاي از اطلاع

شد. خواهند بیان زنجیره اي توپولوژي

توپولوژیک مشبکۀ گروه یک (G, τF ) آنگاه Gباشد، مشبکۀ گروه در مثبت فیلتري توپولوژي یک F اگر ( ۵ .٢ قضیه ،[١٩] ) .١. ١١ قضیه
است.

τF توپولوژي و F با القاشده زنجیره اي توپولوژي آنگاه باشد، L مشبکۀ گروه در زنجیره یک F اگر .(۵ .٢ قضیه ،[٢۴]) .١. ١٢ قضیه
یکسان اند.

چنین روي بر را بالا قضایاي و است Lp(G) ریس فضاي به معطوف ما نظر تحقیق، این در شد، بیان نیز پیش ازاین که همان گونه البته
می کنیم. اعمال فضایی

1balanced



٨ ١۴٠٣ ،١ شماره ،٢ دوره کاربردها، و اندازه جبرهاي

توپولوژیک مشبکه برداري گروه هاي ٢

G روي هار اندازة µ آن در که µ(K) > ٠ به طوري که باشد فشرده K ⊆ G و موضعی فشردة گروه یک G کنیم فرض .٢. ١ مثال
می دهیم قرار ٠ < p ≤ ∞ هر براي است.

L+
p (G) = {f ∈ Lp(G) : ٠ ≤ f}

و
PK :=

{
f ∈ L+

p (G) : f(x) > ٠, ∀x ∈ K
}
.

f ∧ g ∈ PK ثالثاً .g ∈ PK آنگاه ،f ∈ PK و f ≤ g اگر که است روشن ثانیاً .PK ̸= ∅ لذا ،χK ∈ PK اینکه به توجه با اولاً
که می گیریم نتیجه ازاینجا . ١

nf ∈ PK که است روشن n طبیعی عدد هر براي و f ∈ PK هر براي همچنین .f, g ∈ PK هر براي
عدد هر براي که می بینیم .µ(K) = ١ و ١ ≤ p کنیم فرض است. Lp(G) در زنجیره یک PK بنابراین .inf {f : f ∈ PK} = ٠

درنتیجه و n |f | ≤ χK داریم f ∈ NχK
n
(٠) هر و n طبیعی عدد هر براي همچنین . ١

nχK ∈ PK ،n طبیعی

n ∥ f ∥p≤∥ χK ∥p= ١.

روي مثبت فیلتري توپولوژي بنابراین TχK
n
(٠) ⊆ NχK

n
(٠) اینکه به توجه با .NχK

n
(٠) ⊆

{
f ∈ Lp :∥ f ∥p≤ ١

n

}
بنابراین

است. ∥ . ∥p نرم از حاصل توپولوژي از ظریف تر است، شده القاء PK با که Lp(G)

Lp(G) روي هاسدورف گروهی توپولوژي یک ،G در صفر از بزرگ تر اندازة با فشرده زیرمجموعۀ هر براي که می بینیم بالا مثال از
باشد؟ برداري توپولوژي یک ،Lp(G) فضاي روي زنجیره اي توپولوژي است ممکن آیا (١ می شود. مطرح سؤال دو این حال می شود. ساخته

است؟ G در ناصفر اندازة با زیرمجموعۀ یک K آن در که است PK به صورت ،Lp(G) در زنجیره هر آیا (٢
می شویم. یادآور را زیر گزارة ابتدا اول سؤال به پاسخ براي

Lp(G) آنگاه باشد، گسسته توپولوژي با نامتناهی گروه یک یا ناگسسته موضعی فشردة گروه یک G اگر ( ٧ .۴ گزاره [٢۴]) .٢. ٢ گزاره
ندارد. ترتیبی یکّۀ نقطه اي، ترتیب رابطۀ با (١ ≤ p <∞)

اولاً که دارد وجود f ∈ Lp(G) تابع ، G در U مانند صفر همسایگی هر براي آنگاه نباشد، گسسته G موضعی فشردة گروه اگر .٢. ٣ لم
.supp(f) ⊆ U ثانیاً و است بی کران

از تودرتو دنبالۀ یک است، رفته به کار ٢. ٢ گزاره برهان در که روشی از استفاده با باشد. صفر همسایگی یک U ⊆ G کنیم فرض اثبات.
فرض نکته، این دادن نشان براي .U١ ⊆ U و ٢µ(Un+١) ≤ µ(Un) که دارد وجود (Un)n مانند صفر متقارن و باز همسایگی هاي
٠ ̸= a ∈ U١ عنصر نیست، Gگسسته چون باشد. U زیرمجموعۀ نیز آن بستار که باشد صفر متقارن و باز همسایگی یک U١ ⊆ U کنیم
طوري را U٢ می توان .U٢ ∩ a+ U٢ = ∅ که دارد وجود صفر از U٢ متقارن و باز همسایگی لذا است، هاسدورف G چون و دارد وجود

بنابراین .U٢ , a+ U٢ ⊆ U١ که گرفت نظر در

٢µ(U٢) = µ(U٢) + µ(a+ U٢) ≤ µ(U١).

تابع حال .µ(U١) < ∞ که گرفت نظر در طوري را U١ می توان می شوند. ساخته ..., U۴, U٣ باز همسایگی هاي ترتیب همین به
هر و n طبیعی عدد هر براي .f(x) = ٠ می دهیم قرار x ∈ G \ U١ هر براي می سازیم. زیر به صورت G روي را f مقدار حقیقی

داریم همچنین است. بی کران f تابع می بینیم .f(x) = n می دهیم قرار ،x ∈ Un \ Un+١

٠ <
∫
G
fpdµ ≤ (١ +

٢p

٢
+

٣p

۴
+ ...+

np

٢n−١ + ...)µ(U١).

است. متناهی بالا انتگرال لذا همگراست، p > ٠ هر براي Σ∞
n=١

np

٢n−١ سري اینکه به توجه با

باشد. متناهی گروه یک G اگر تنها و اگر است قوي زنجیرة یک حاوي Lp(G) ریس فضاي .۴ .٢ نتیجه



٩ توپولوژیکی مشبکه برداري گروه هاي به عنوان Lp(G) فضاهاي بررسی

فضاي چون است. ترتیبی یکّۀ ١ ثابت تابع درنتیجه و است کران دار Lp(G) در تابع هر لذا باشد. متناهی گروه یک G کنیم فرض اثبات.
قوي زنجیرة یک P کنیم فرض برعکس، است. قوي زنجیرة یک آن، در ترتیبی یکّه هاي همۀ مجموعۀ لذا است، ارشمیدسی Lp(G) ریس

است. متناهی و گسسته G ٢. ٢ گزاره طبق و بود خواهد ترتیبی یکّۀ حاوي Lp(G) لذا باشد. Lp(G) در

نیستند. شد بیان ٢. ١ مثال در که PK فرم به لزوماً Lp(G) در زنجیره ها که می دهد نشان زیر مثال

به توجه با (بنابراین باشد G در صفر فشردة همسایگی هاي همۀ مجموعۀ K و ناگسسته موضعی فشردة گروه یک G کنیم فرض .۵ .٢ مثال
می دهیم قرار .( K ∈ K هر براي ٠ < µ(K) <∞ مفروضات،

C =
{
f ∈ L+

p (G) : ∃K ∈ K,K ⊆ pos(f)
}

آنگاه ،f, g ∈ Lp(G) اگر است. Lp(G) در زنجیره یک C می دهیم نشان .pos(f) = {x ∈ G : f(x) > ٠} آن در که
نتیجه که K١ ∩ K٢ ⊆ pos(f ∧ g) بنابراین می کنند. صدق بالا شرایط در که دارند وجود مبدأ از K١,K٢ فشردة همسایگی هاي

برقرارند. به وضوح نیز زنجیره ها ۵ ۴و ٣و ٢و خواص .f ∧ g ∈ C می د هد

از K فشرده زیرمجموعۀ هر براي اگر نامیم مثبت کاملاً را f : G → R اندازه پذیر تابع ،G موضعی فشرده گروه هر براي .۶ .٢ تعریف
که باشد داشته وجود ϵ > ٠ عدد ،G

µ
(
f−١(−ϵ, ϵ) ∩K

)
= ٠.

باشند. صفر از دور تقریباًهمه جا ،G از فشرده زیرمجموعۀ هر بر تابع این مقادیر اگر است مثبت کاملاً f تابع به عبارت دیگر،

Lp(G) در زنجیره یک Lp(G) در مثبت کاملاً توابع مجموعۀ آنگاه باشد، سیگما-فشرده و موضعی فشردة گروه یک G اگر .٢. ٧ قضیه
. (٠ < p <∞) است

آنگاه µ(G) <∞ اگر نیست. تهی P می دهیم نشان ابتدا می دهیم. نمایش P با را Lp(G) در مثبت کاملاً توابع همۀ مجموعۀ اثبات.
Gسیگما-فشرده چون می            گیریم. نظر در را ١

٢ < p <∞ حالت ابتدا µ(G) =∞ کنیم فرض است. P در ١ ثابت تابع که است روشن
شمول تحت که است) فشرده هرکدام بستار (یعنی دارد وجود (Un)n مانند ناتهی و پیش فشرده باز زیرمجموعه هاي از دنباله یک لذا است،
n > ١ هر براي کلیت از کاستن بدون .Kn = Un می دهیم قرار n هر براي .( ٣٩ .۴ گزاره ،[٩] ) ∪∞n=١Un = G و است صعودي

می دهیم قرار n > ١ طبیعی عدد هر براي و f١ =
χK١

µ(K١)
می دهیم قرار حال .µ(Kn \Kn−١) > ٠ کرد فرض می توان

fn =
(
χKn\Kn−١

) (
n٢µ(Kn)

)−١
.

∫داریم:
G
f١(x)dµ(x) =

∫
K١

f١(x)dµ(x) = ١

داشت: خواهیم n > ١ هر براي همچنین ∫و
G
fn(x)dµ(x) =

∫
Kn\Kn−١

fn(x)dµ(x) =
µ(Kn \Kn−١)

n٢µ(Kn)
≤ ١
n٢ .

می کنیم تعریف چنین را G روي f مقدار حقیقی تابع حال

f(x) = ∨∞n=١fn(x).

یک f تابع بنابراین، است. موجود x ∈ G هر براي بالا سوپریمم لذا است، کران دار (fn(x))n دنبالۀ ،x ∈ G هر براي اینکه به توجه با
در و هستند مثبت و ثابت K١, K٢ \K١, K٣ \K٢, K۴ \K٣, ... مجموعه هاي از هرکدام روي آن مقادیر و بود خواهد پله اي تابع

داشت: خواهیم K٠ = ∅ دهیم قرار اگر لذا نیستند. صفر نقطه اي ∫هیچ
G
|f(x)|p dµ(x) =

∞∑
n=١

∫
Kn\Kn−١

fpn(x)dµ(x) ≤
∞∑
n=١

١
n٢p <∞
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به صورت را fn توابع آنگاه ،٠ < p ≤ ١
٢ اگر .p > ١

٢ کردیم فرض ابتدا از که است دلیل این به آخر نامساوي که

fn =
(
χKn\Kn−١

) (
nkµ(Kn)

)−١

بالا انتگرال در دادن قرار با و می کنیم تعریف قبل مانند را f تابع همچنین .kp > ١ که است طبیعی عددي k آن در که می کنیم تعریف
داشت ∫خواهیم

G
|f(x)|p dµ(x) ≤

∞∑
n=١

١
nkp

<∞.

عدد لذا ،K ⊆ ∪∞n=١Un چون باشد. دلخواه و فشرده K ⊆ G کنیم فرض است. مثبت کاملاً f که می کنیم ادعا .f ∈ P ازاین رو
روي f تابع مقادیر که می بینیم ،fm تابع ساخت نحوة به توجه با .K ⊆ ∪mn=١Kn لذا و K ⊆ ∪mn=١Un که دارد وجود m طبیعی
.ϵ <

(
m٢µ(Km)

)−١ که کنیم انتخاب طوري را ϵ مثبت عدد است کافی حال بود. خواهند
(
m٢µ(Km)

)−١ مساوي یا بزرگ تر K
بنابراین

µ
(
f−١(−ϵ, ϵ) ∩K

)
= ٠.

.g ∈ P آنگاه ،f ≤ g و f ∈ P اگر و f ∧ g ∈ P آنگاه ،f, g ∈ P اگر که است روشن است. زنجیره یک P که می دهیم نشان حال

است. P براي دیگري پایین کران v+ = ٠ ∨ v لذا باشد. P براي پایین کران یک v کنیم فرض ،inf(P ) = ٠ اینکه دادن نشان براي
نامساوي لذا ، ١

nf ∈ P ،n طبیعی عدد هر و f ∈ P هر براي اینکه به توجه با .v+ ≤ f داشت خواهیم f ∈ P تابع هر براي بنابراین
نیز زنجیره ها ویژگی هاي سایر .v ≤ ٠ درنتیجه .v+ = ٠ که معناست بدین این و است برقرار n طبیعی عدد هر براي v+ ≤ ١

nf

برقرارند. به وضوح

می شوند گرفته نظر در Lp(G) فضاي روي دیگري ضرب هاي معمولاً لذا نیست، بسته Lp(G) در نقطه اي ضرب عمل اینکه به توجه با
می کند، مبدل باناخ جبر یک به انتگرالی، نرم به همراه را آن که L١(G) روي پیچشی ضرب مثال به عنوان کنند. جبر یک به تبدیل را آن که
نقطه اي ضرب به داریم سعی اینجا در می شود. تعریف Lp(G) روي p = ١ ازاي به فقط ضرب این اما دارد. اندازه ها جبر در زیادي کاربرد

می دهیم. ارائه را زیر تعریف خصوص این در و نمی کنیم اعمال فضا تمام روي را ضرب این ولی بازگردیم، Lp(G) در

.f.g ∈ Lp(G) ،g ∈ Lp(G) هر براي اگر نامیم، ایده آل -p تابع یک را (٠ < p <∞) f ∈ Lp(G) تابع .٢. ٨ تعریف
می دهیم. نمایش ILp(G) با و نامیم Lp(G) ایده آل -p زیرفضاي را Lp(G) در ایده آل   -p توابع همۀ مجموعۀ همچنین

انتخاب دلیل زیر در .χK ∈ ILp(G) داریم ،K مانند G فشردة زیرمجموعۀ هر براي و ٠ < p < ∞ هر براي که است روشن
می شود. روشن قضیه یک با توابع، این براي نام این

است. Lp(G) در ترتیبی ایده آل یک همچنین و ریس زیرفضاي یک ILp(G) الف) .٢. ٩ قضیه
است. ریس جبر یک نقطه اي، ضرب و نقطه اي ترتیب رابطۀ با ILp(G) ب)

درنتیجه و h.f, h.g ∈ Lp(G) داریم h ∈ Lp(G) هر براي آنگاه ،f, g ∈ ILp(G) اگر الف) اثبات.

h.(f + g) = h.f + h.g ∈ Lp(G).

داشت خواهیم آنگاه باشد، دلخواه h ∈ Lp(G) اگر .f, g ∈ ILp(G) کنیم فرض حال برقرارند. به وضوح برداري فضاي ویژگی هاي سایر
فضاي یک نقطه اي ترتیب رابطۀ با ILp(G) بنابراین .f ∧ g ∈ Lp(G) می دهد نتیجه این که |h.(f ∧ g)| ≤ |h.f | ∈ Lp(G)

در ترتیبی ایده آل یک ILp(G) بنابراین .g ∈ ILp(G) آنگاه ،|g| ≤ |f | و f ∈ ILp(G) اگر که است روشن همچنین است. ریس
است. Lp(G)

نامساوي آنگاه f ≤ g و f, g ∈ ILp(G) اگر که کنیم ملاحظه است کافی است، ریس جبر یک ILp(G) اینکه دیدن براي ب)
است. برقرار h ∈ (ILp(G))

+ هر براي f.h ≤ g.h

به است، Lp(G) در زنجیره یک P که دیدیم ٢. ٧ قضیه در می دهیم. نمایش IP با را ILp(G) در مثبت کاملاً توابع مجموعۀ
اینکه برهان برقرارند. نیز IP براي به وضوح زنجیره ها از ۵ ١و٢و٣و خواص باشد، سیگما-فشرده G اگر باشد. سیگما-فشرده G اینکه شرط

است. ILp(G) در زنجیره یک IP درنتیجه و است ٢. ٧ قضیه در inf(P ) = ٠ برهان همانند ،inf(IP ) = ٠
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است. بسته ضرب عمل به نسبت ILp(G) در IP زنجیرة آنگاه باشد، سیگما-فشرده G اگر .٢. ١٠ نتیجه
علاوه بر که معنا بدین است. توپولوژیک حلقۀ یک ،IP زنجیره اي توپولوژي با ILp(G) آنگاه باشد، سیگما-فشرده G اگر .٢. ١١ گزاره
پیوسته توپولوژي این به نسبت نیز توابع نقطه اي ضرب عمل است، ILp(G) روي گروهی توپولوژي یک IP زنجیره اي توپولوژي اینکه

است.

شده القا IP به وسیلۀ که مثبت فیلتري توپولوژي اینکه به توجه با است. پیوسته صفر در برداري ضرب عمل که می دهیم نشان اثبات.
کنیم فرض شود. ثابت مثبت فیلتري توپولوژي در پیوستگی این که است کافی است، یکی IP به وسیلۀ القاشده زنجیره اي توپولوژي با است،
ابتدا ادعا، این برهان از قبل .Nv(٠).Nw(٠) ⊆ Nu(٠) که دارند وجود v, w ∈ IP عناصر می دهیم نشان باشد. دلخواه u ∈ IP
در صفر همسایگی هاي تمام می توانیم لذا ، ١

nu ∈ IP داریم ،n ∈ N هر و ،u ∈ IP هر براي چون که می کنیم اشاره نکته این به
می کنیم تعریف زیر به صورت x ∈ G هر براي را v تابع حال بگیریم. نظر در Nu(٠) به صورت مثبت فیلتري توپولوژي در را ILp(G)

v(x) = min {u(x), ١} .

.v٢ ≤ v بنابراین ،v(x) ≤ ١ ،x ∈ G هر براي چون .v ∈ P درنتیجه و است ILp(G) در و مثبت کاملاً اندازه پذیر، نیز v تابع بنابراین
داشت خواهیم و ،|f | ≤ v, |g| ≤ v آنگاه f, g ∈ Nv(٠) اگر حال

|fg| = |f | |g| ≤ v٢ ≤ v ≤ u

.Nv(٠).Nv(٠) ⊆ Nu(٠) می دهد نتیجه نیز این که

یک G آنکه مگر نیست، پیوسته IP زنجیره اي توپولوژي به نسبت ILp(G) در اسکالر ضرب عمل که است ذکر به لازم .٢. ١٢ ملاحظه
جبر یک به را ILp(G) فضاي زنجیره اي، توپولوژي هاي از هیچ کدام باشد)، فشرده اگر (حتی نباشد متناهی G اگر لذا باشد. متناهی گروه

نمی کنند. مبدل توپولوژیک
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Extended Abstract

One of the useful operators in graphs is labeling. A labeling for a graph is a mapping in which elements
of the graph are mapped to numbers. These numbers are usually positive or non-negative integers. If
the domain of the map is the set of vertices, edges, or both, then the labeling is called vertices labeling,
edge labeling, or complete labeling, respectively. In 1963, the concept of a magic graph was defined by
Sedlacek. A graph is called magic if there exists a mapping from the graph to the set of positive integer
numbers, so that firstly, for each different two edges, the values of the mapping are also different, and
secondly for any arbitrary vertex of the graph, the sum of the mapping values of the edges that coincide
with vertex should be equal to a specific number. Magic labelings are one-to-one mappings and cover
with a constant sum property. A labeling is called edge-magic if the sum of the labels of the elements
connected to an edge is a fixed number. This constant value is independent of edge selection. If the
same property holds for an arbitrary vertex in the graph, then the labeling is called vertex-magic. In
this paper, first, we defined the concept of complete magic labeling of vertices and unbalanced complete
bipartite graphs. Then, we showed that complete graphs can have complete magic labeling of vertices.
For those complete graphs that did not have the necessary conditions, we described how to construct the
complete magic labeling of the vertices using the magic square. Also, we have described and explained
the complete magic labeling techniques of vertices in the case of complete bipartite graphs. Now, we
state the purpose of this paper with more details.

Consider the graph G = (V, E ) a simple, finite and undirected graph. A labeling or valuation for a
graph is a mapping in which elements (nodes and or edges ) are mapped to numbers. These numbers are
usually positive or non-negative integers. If the mapping domain is the set of vertices, the set of edges,
or the set of their union, then labeling is called vertex labeling, edge labeling, or complete labeling,
respectively. The concept of magic graph was first introduced in 1963 by Sedlacek. A graph G is called
magic if there exists a mapping f from E(G) to the set of positive integers such that:

1. For both arbitrary edges ei and ej if ei ̸= ej, then ̸= f (ei) ̸= f (ej) .

2. For a predetermined fixed number λ and for any arbitrary vertex v ∈ V(G), we have:

∑
e ∈ E(G)

ρ (v, e) f(e) = λ.

So that

ρ (v, e)=

{
1 , If e is adjacent to node v

0 , otherwise

Magic labels are one-to-one mappings and overlay with a constant sum property. A labeling is called
edge-magic if the sum of the labels of the elements connected to an edge is a fixed number. This constant
value is independent of edge selection. If the same property is true for an arbitrary vertex, then such a
labeling is called a magic-vertex.

Vertices complete magic labeling of a complete bipartite graph

We show the set of vertices and edges of the graph Km,n as follows:
V={x1 , x2 , . . . , xm , y1 , y2 , . . . , yn} , E=

{
xi yj : 1 ≤ i ≤m , 1 ≤ j ≤ n

}
.There-

١۵



fore, we can show the complete vertices labeling of the graph Km,n with a matrix as follows:
a00 · · · a0n

... . . . ...
am0 · · · amn



ai,j =


f (xi) j = 0

f (yj) i = 0

f (xiyj) otherwise

Definition 0.1. GraphKm,n is said to be unbalanced if |m− n| > 1.

In the following theorem, we show that a complete bipartite unbalanced graph cannot have complete
magic labeling of vertices.

Theorem 0.2. IfKm,n is unbalanced, then it cannot have complete magic labeling of vertices.

Constructing complete magic vertex labeling for graphKm,n

In this section, we want to present how to make a complete vertices magic labeling of graphKm,n. Since
this magic labeling is done by using the magic square, we first define the magic square.

Definition 0.3. Amagic square with order n is a table n×nwhose houses are filled with positive numbers
1, 2, . . . , n2, so that the sum of the numbers of each row, each column or its diagonal is a fixed number.

Theorem 0.4. For everym > 1,Km,n has complete vertices magic labeling with magic constant

1

2

[
(m+ 1)3 − (m+ 1)

]
.

According to what was stated, it is possible to create a complete magic vertex labeling for complete
bipartite graphs. This is an important achievement in the field of graph labeling.
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١٨ ١۴٠٣ ،١ شماره ،٢ دوره کاربردها، و اندازه جبرهاي

معرفی ١

باشند یال ها E(G)مجموعۀ و رأس ها مجموعۀ V (G) کنید فرض .[١١] بگیرید نظر در جهت بدون و متناهی ساده، گراف یک Gرا گراف
عناصري آن در که است نگاشتی گراف، یک براي ٢ ارزش گذاري یا ١ برچسب گذاري یک .|E(G)| = m و |V (G)| = n به طوري که
نگاشت دامنۀ یک اگر هستند. نامنفی یا مثبت صحیح اعداد معمولاً اعداد این می شوند. نگاشته اعدادي به آن ها) اجتماع یا و یال ها (رأس ها،
رأسی برچسب گذاري ترتیب به را برچسب گذاري آنگاه باشد، گراف V (G)∪E(G) مجموعۀ  یا و یال ها مجموعۀ  رئوس، مجموعۀ ترتیب به
معرفی سِدلیِسِک۶ توسط ١٩۶٣ سال در بار اولین براي جادویی گراف مفهوم گویند. ۵ کامل برچسب گذاري یا و ۴ یالی برچسب گذاري ، ٣

[٩] به طوري که باشد داشته وجود مثبت صحیح اعداد مجموعۀ به E(G) از f نگاشت اگر می نامند جادویی را G گراف شد.

.f(ei) ̸= f(ej) باشیم داشته ei ̸= ej که ei, ej دلخواه یال دو هر براي .١

.∑e∈E(G) ρ(v, e)f(e) = λ باشیم داشته v ∈ V (G) دلخواه رأس هر براي .٢

یک به یک نگاشت هاي جادویی، برچسب گذاري هاي است. صفر برابر صورت این غیر در و ρ(v, e) = ١ آنگاه باشد، v رأس با مجاور e یال اگر
یال یک به متصل عناصر برچسب هاي مجموع اگر می نامند ٩ یال-جادویی را برچسب گذاري یک هستند. ٨ ثابت مجموع ویژگی با ٧ پوشایی و
برچسب  گذاري چنین باشد برقرار گراف در دلخواه رأس یک براي ویژگی همین اگر است. یال انتخاب از مستقل ثابت مقدار این باشد، ثابتی عدد
گراف هاي باشد منحصربه فرد اول عدد یک f(e) ،e ∈ E(G) یال هر براي آن در که جادویی گراف هاي می نامند. ١٠ رأس-جادویی را
f : E(G)→ Prime positive integers به صورت گراف هایی چنین براي f تابع برد و دامنه واقع در می شوند، نامیده ١١ جادویی-اول
گراف است. k = ١٣٩ جادویی ثابت با اول جادویی- گراف یک k٣,٣ دوبخشی گراف کرد، ثابت [١٠] در ١٢ اسِتِوارت می شود. تعریف
صحیح اعداد شامل {f(e) : e} مجموعۀ به طوري که باشد داشته وجود f جادویی برچسب گذاري اگر گویند ١٣ جادویی فوق را G جادویی
که است شده داده نشان [١٠] در می شود. تعریف f : E(G)→ Consecutive integers به صورت f تابع به عبارت دیگر باشد متوالی
kn,n گراف که است شده اثبات [١٠] مرجع در همچنین است جادویی فوق گراف یک ،n ̸≡ ٠ (mod 4) و n > ۵ که زمانی kn گراف
کامل جادویی برچسب گذاري را f : V ∪ E → {١, ٢, · · · ,m + n} پوشاي و یک به یک نگاشت است. جادویی فوق n ≥ ٣ براي
باشد برقرار (١. ١) رابطه u ∈ V (G) دلخواه رأس هر براي به طوري که باشد داشته وجود k ثابت عدد اگر گوییم G گراف براي ١۴ رأسی

f(u) +
∑

v∈N(u)

f(uv) = k. (١. ١)

برچسب گذاري نوع این باشد. داشته Gوجود گراف در یالی u رأس و آن ها بین که است رئوسی همۀ N(u)شامل مجموعۀ (١. ١) رابطه در
می کند تعیین را برچسب یال ها که f تابع اگر (١. ١) رابطه در .[۴] شد معرفی همکاران و ١۵ دوگِل مَک توسط ٢٠٠٢ سال در جادویی
سال در کیو-یالی برچسب گذاري می نامند. کیو-یالی را برچسب گذاري چنین شود تعریف f : E(G) → {١, ٢, · · · , q} به صورت

شد[۵]. معرفی ١۶ ماریموثو توسط بار اولین براي ٢٠١٢

1Labeling
2Valuation
3Vertex-labeling
4Edge-labeling
5Total-labeling
6J.Sedlacek
7Bijection mapping
8Constant sum
9Edge magic

10Vertex magic
11Prime-magic
12B. M. Stewart
13Super magic
14Vertex magic total labeling
15J. A. MacDougall
16G. Marimuthu



١٩ دوبخشی کامل گراف رأسی کامل جادویی برچسب گذاري

دوبخشی کامل گراف رأسی کامل جادویی برچسب گذاري ٢

می دهیم: نشان (٢. ١) رابطه  به صورت را km,n دوبخشی گراف یال هاي و رئوس مجموعۀ

V = {x١, x٢, · · · , xm, y١, y٢, · · · , yn},

E = {xiyj : ١ ≤ i ≤ m, ١ ≤ j ≤ n} (٢. ١)

دهیم: نشان (m+ ١)× (n+ ١) آرایۀ یک با می توانیم را km,n گراف رأسی کامل برچسب گذاري بنابراین
a٠٠ a٠١ a٠٢ · · · a٠n

a١٠ a١١ a١٢ · · · a١n
... ... ... ... ...

am٠ am١ am٢ · · · amn


ایجاب بودن جادویی ویژگی گوییم. f ماتریسی نمایش را A آرایۀ . aij = f(xiyj) و a٠j = f(yj) ،ai٠ = f(xi) ،a٠٠ = ٠ که
ماتریس عناصر در موجود مقادیر و باشد k جادویی مقدار با برابر باید صفرم ستون و سطر به جز دلخواه ستون هر و سطر هر مجموع که می کند

هستند. {٠, ١, · · · ,mn+m+ n} متفاوت جایگشت هاي A

باشد. | m− n |> ١ اگر گوییم ١ نامتعادل را km,n گراف .٢. ١ تعریف

باشد. رأسی کامل جادویی برچسب گذاري داراي نمی تواند km,n کامل دوبخشی نامتعادل گراف یک که می دهیم نشان ٢. ٢ قضیه در

باشد. رأسی کامل جادویی برچسب گذاري داراي نمی تواند باشد، نامتعادل km,n اگر .([۴] ) ٢. ٢ قضیه

باشد. k جادویی ثابت با کامل جادویی برچسب گذاري داراي km,n کنید فرض .m ≤ n می کنیم فرض کلیت دادن دست از بدون اثبات.
مجموع است. {١, ٢, · · · ,mn + m + n} ،km,n برچسب هاي مجموعۀ بنابراین E = mn. و V = m + n گراف این براي

است: زیر به صورت حداقل {x١, x٢, · · · , xm}رئوس وزن هاي

mk ≥ ١ + ٢ + · · ·+ (mn+m) =
(mn+m)(mn+m+ ١)

٢
k ≥ (n+ ١)

(mn+m+ ١)
(٢. ٢)

است: زیر به صورت حداکثر {y١, · · · , yn} وزن هاي مجموع دیگر، بیان به

nk ≤ (m+ ١) + (m+ ٢) + · · ·+ (mn+m+ n)

=
(mn+m+ n)(mn+m+ n+ ١)−m(m+ ١)

٢

=
(mn٢ + ٢mn+ n٢ + n)

٢

k ≤ (m+ ١)
(mn+ ٢m+ n+ ١)

(٢. ٣)

داشت: خواهیم (٢. ٣) و (٢. ٢) گرفتن نظر در با

(n+ ١)(mn+m+ ١) ≤ (mn+ ٢m+ n+ ١)(m+ ١)

m ≥ n− ٢ +
٢

n+ ٢
→ m ≥ n− ١

است. مشابه کاملاً n ≤ m حالت براي اثبات روند m = n− ١. یا و m = n یا پس بود m ≤ n مسئله فرض ازآنجاکه
1Unbalanced



٢٠ ١۴٠٣ ،١ شماره ،٢ دوره کاربردها، و اندازه جبرهاي

km,nگراف براي رأسی کامل جادویی برچسب گذاري ساخت ٢. ١
رد ٢. ٢ قضیه توسط آن وجود که حالاتی براي را km,n گراف رأسی کامل جادویی برچسب گذاري ساخت نحوة می خواهیم قسمت این در
جادویی مربع مفهوم ،(٢. ٣) تعریف در می شود؛ انجام جادویی برچسب گذاري این ١ جادویی مربع از استفاده با ازآنجاکه دهیم. ارائه است؛ نشده

داده ایم. توضیح را

شده اند، پر ترتیبی به ١, ٢, · · · , n٢ مثبت اعداد با آن خانه هاي که است n× n جدولی ،n مرتبۀ از وفقی یا جادویی مربع .٢. ٣ تعریف
است ثابت عددي آن قطر هر یا و عمودي ستون هر افقی، ردیف هر اعداد مجموع  که

١
٢
[(m+١)٣−(m+١)جادویی ثابت با رأسی کامل جادویی برچسب گذاري داراي km,m ،m > ١ هر براي .(km,m (گراف ۴ .٢ قضیه

است.

سطرها کنید فرض بگیرید. نظر در ١, · · · , (m+ ٢(١ اعداد مجموعۀ روي m + ١ مرتبۀ از جادویی مربع یک را S = (sij) اثبات.
جمع است. شده شماره گذاري ٠, ١, · · · ,m اعداد با S ستون و سطر هر شده اند. شماره گذاري ٠, ١, · · · ,m اعداد با S ستون هاي و
aij = sij−١ درایه هاي با Aرا = (aij) ماتریس است. ١

٢
(m+١)(m٢+٢m+٢) برابر جادویی مربع این ستون یا سطر هر عناصر

مقدار برابر A ستون هاي یا سطرها عناصر مجموع است جادویی S مربع ازآنجاکه می دهیم تشکیل

k =
١
٢
(m+ ١)(m٢ + ٢m+ ٢)− (m+ ١) (۴ .٢)

مربع هاي استاندارد ساخت نحوة مطالعۀ (براي می شوند انتخاب {٠, · · · , (m + ٢(١ − ١} مجموعۀ از A ماتریس درایه هاي و است
درایۀ تا دهیم جایگشت را A ستون هاي و سطرها می توانیم کلیت دادن دست از بدون کنید). مراجعه پیوست به دلخواه مرتبۀ یک از جادویی
نداریم). نیاز ساخت در ویژگی این به اما نباشد جادویی ثابت با برابر قطرها عناصر مجموع شود باعث است ممکن کار (این شود a٠٠ = ٠
شده داده نشان (۴ .٢) معادله در که k ثابت با f رأسی کامل جادویی برچسب گذاري ماتریسی نمایش به تبدیل A ماتریس کار این انجام با

می شود. است،

k١,٢ گراف براي برچسب گذاري این می سازیم. فرد) m) km,m+١ گراف براي را رأسی کامل جادویی برچسب گذاري ادامه در
ماتریس دو تعریف با داده شده n براي برچسب گذاري ساخت n > ١. که m = ٢n − ١ می کنیم فرض حالا می شود. ساخته به سادگی
(٢n×٢n+١)ماتریسB ماتریس هايAو از استفاده با ادامه در می شود. Bانجام = (bij) Aو = (aij)نام هاي به (٢n−٢×١n)
نمایش تعریف با سازگاري براي است. گراف رأسی کامل جادویی برچسب گذاري ماتریسی نمایش C می دهیم نشان و می سازیم را C نام به
ماتریس درایه هاي شده اند. پر صفر عدد با C ماتریس اول ستون و اول سطر می کنیم فرض رأسی کامل جادویی برچسب گذاري ماتریسی

می شوند: تعریف زیر به صورت A = (aij)

aij =


m+ ١− j, if i+ j is odd, j + i ≤ m+ ١

or i+ j is even, j + i > m+ ١
j − ١, otherwise

به صورت i سطر درایه هاي مجموع و i = ٢t می دهیم قرار باشد زوج i اگر کنیم. محاسبه می خواهیم ماتریسAرا ستونی و سطري مجموع
است: زیر

٢n∑
j=١

aij =

n∑
k=١

ai,٢k−١ + ai,٢k

=

n−t∑
k=١

(ai,٢k−١ + ai,٢k) +

n∑
k=n−t+١

(ai,٢k−١ + ai,٢k)

=

n−t∑
k=١

((٢n− ٢k + ١) + (٢k − ١)) +
n∑

k=n−t+١

((٢k − ٢) + (٢n− ٢k))

1Magic square
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=
n−t∑
k=١

(٢n) +
n∑

k=n−t+١

(٢n− ٢)

= ٢n٢ − i

: i = ٢t+ ١ می دهیم قرار باشد فرد i اگر

٢n∑
j=١

aij =

n∑
k=١

ai,٢k−١ + ai,٢k

=

n−t∑
k=١

ai,٢k−١ +

n−t−١∑
k=١

ai,٢k +

n∑
k=n−t+١

ai,٢k−١ +

n∑
k=n−t

ai,٢k

=

n−t∑
k=١

(٢k − ٢) +
n−t−١∑
k=١

(٢n− ٢k) +
n∑

k=n−t+١

(٢n− ٢k + ١) +
n∑

k=n−t

(٢k − ١)

= ٢n٢ − i.

می شود: محاسبه ساده تر ستونی مجموع است. ٢n٢ − i مجموع داراي ام i سطر حالت، هر در
،j هر براي بنابراین است. ٢n− j برابر درایه n− ١ و j − ١ با برابر درایه n شامل ام j ستون

٢n−١∑
i=١

aij = n(j − ١) + (n− ٢)(١n− j)

= ٢n٢ − ٣n+ j.

پس هستند ٠, ١, . . . , ٢n− ٣, ٢n− ٢ مقادیر داراي B ماتریس آخر و اول ستون هاي

b١j = bmj = m− i− ١.

٢n−٣ به و می یابد ادامه ٢n−٢, ٢n−۴, . . . , ٠ زوج مقادیر با و می شود شروع ٢n−۵, ٢n−٧, . . . , ١ فرد مقادیر با دوم ستون
بنابراین دارند معکوس به صورت را اعداد از ترکیب همین دیگر ستون هاي می شود. ختم

bi,j = bi+١,j−١

٢n − ١ تا ٢ ستون هاي از یک هر در ،B سطر هر در می شوند). محاسبه mod (2n,2+1) در اندیس ها که است الزامی نکته این (ذکر
به جز دارند حضور ٠, ١, . . . ,m− ٢ مجموعۀ اعداد همۀ

xi = ٢n− ١− ٢i is missing from row i, i = ١, ٢, . . . , n− ١,

xi = ۴n− ٢− ٢i is missing from row i, i = n, n+ ١, . . . , ٢n− ١.

است: زیر به صورت سطري مجموع بنابراین
m∑
j=١

bij = ٢)٢n− i− ١) +
٢n−٢∑
k=٠

k − xi

= ٢n٢ + n− ١− ٢i− xi

بنابراین
m∑
j=١

bij = ٢n٢ − n
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زمانی که
i ≤ n− ١,

و
m∑
j=١

bij = ٢n٢ − ٣n+ ١

زمانی که
i ≥ n.

است: زیر به صورت ستون هر جمع است. ٠, ١, . . . , ٢n− ٢ اعداد از جایگشتی ستون هر بنابراین
٢n−١∑
i=١

bij = ٢n٢ − ٣n+ ١.

می سازیم: زیر به صورت را C٢n×(٢n−١) ماتریس حال
c٠٠ = ٠

c٠j = ۴n٢ + ٢n− j,

١ ≤ j ≤ ٢n,

ci٠ =


i, ١ ≤ i ≤ n− ١

۴n٢ − ٢n+ i, n ≤ i ≤ ٢n− ١,

aij + ٢nbij + n, otherwise.

است. ۴n٣ + ٢n٢ جادویی ثابت با k٢n−١,٢n گراف رأسی کامل جادویی برچسب گذاري ماتریسی نمایش C ماتریس .۵ .٢ قضیه

و است ۴n٣ + ٢n٢ برابر صفر) ستون و سطر احتمالاً (به جز C ماتریس ستون و سطر هر درایه هاي مجموع دهیم نشان است لازم اثبات.
ظاهر (٠, ٠) درایۀ در صفر عدد (می دانیم می شود تکرار C در یک بار دقیقاً v + e = ۴n٢ + ٢n− ١ تا صفر بازة در صحیح عدد هر

است: زیر به صورت C ماتریس سطري مجموع شد). خواهد
٢n∑
j=٠

cij = ci٠ +

٢n∑
j=١

aij + ٢n
٢n∑
j=١

bij + ٢n٢

= ci٠ + ٢n٢ − i+ ٢n
٢n∑
j=١

bij + ٢n٢

= ۴n٣ + ٢n٢

است: زیر به صورت C ماتریس ستونی مجموع و
٢n−١∑
i=٠

cij = c٠j +
٢n−١∑
i=١

aij + ٢n
٢n−١∑
i=١

bij + n(٢n− ١)

= ۴n٢ + ٢n− j + ٢n٢ − ٣n+ j + ٢n

(٢n−١∑
i=١

bij

)
+ n(٢n− ١)

= ۴n٢ + ٢n− j + ٢n٢ − ٣n+ j + ٢n(٢n٢ − ٣n+ ١) + n(٢n− ١)

= ۴n٣ + ٢n٢
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است. ۴n٣ + ٢n٢ برابر اولی) (به جز ستون ها و سطرها همۀ مجموع بنابراین
در بار یک دقیقاً عضو هر که هستند ٠, ١, ٢, . . . , ۴n٢ − ٢n− ١ مجموعۀ اعضاي C ماتریس درایه هاي می دهیم نشان نهایت، در
سطر اولین در ترتیب به ۴n٢ − n, ۴n٢ − n+ ١, . . . , ۴n٢ + ٢n− ١ و ٠, ١, ٢, . . . , n− ١ مجموعه ها ي می شود. ظاهر C
دارند. قرار [٠, ٢n − ٢] بازة در B ماتریس درایه هاي و [٠, ٢n − ١] بستۀ بازة در A ماتریس درایه هاي می شوند. ظاهر C ستون و
دارند. قرار [n, ٣n − ١ + ٢n(٢n − ٢)] = [n, ۴n٢ − n − ١] بازة در اول) ستون و سطر (به جز C ماتریس درایه هاي بنابراین
نشان باید موضوع این اثبات براي هستند. منحصربه فرد درایه ها دهیم نشان است کافی فقط و دارد وجود عدد ۴n٢ − ٢n بازه این در
ستون آخرین و اولین و هستند ٢n − ١ و ٠ اعداد شامل فقط A ماتریس ستون آخرین و اولین هستند. یکتا (aij , bij) زوج هاي دهیم
قسمت براي است. ساده ندارد، وجود تکراري زوج هیچ قسمت این در اینکه اثبات و هستند ٠, ١, . . . , ٢n − ٢ اعداد شامل B ماتریس
مقادیر ماتریسAهمۀ درایه هاي و است ثابت مقدار j و i انتخاب از مستقل ها bij مقدار که کنید Bتوجه ماتریس ماتریسAو باقی ماندة
در [١, ۴n٢ − ٢n− ١] بازة در صحیح عدد هر درنتیجه هستند. متمایز زوج ها همۀ بنابراین می کنند. اتخاذ را {١, ٢, . . . , ٢n− ٢}

می شود. ظاهر بار یک دقیقاً C ماتریس

می کنیم فرض حالت این در کنیم. بررسی mزوج ازاي به km,m+١ گراف براي را رأسی کامل جادویی برچسب گذاري می خواهیم حال
دارد. نیاز برچسب ۴n٢ + ۶n+ ١ به کامل برچسب گذاري یک و E = ۴n٢ + ٢n و V = ۴n+ ١ بنابراین .m = ٢n

دارد. وجود (n+ ٢)(١n+ ٢(١ جادویی ثابت با k٢n,٢n+١ گراف براي رأسی کامل جادویی برچسب گذاري یک .۶ .٢ قضیه

می سازیم: زیر به صورت است k٢n,٢n+١ گراف رأسی کامل جادویی برچسب گذاري ماتریسی نمایش که را C = (cij) ماتریس اثبات.

C٠٠ = ٠ به عبارت دیگر است {٠, (٢n+١)٢, (٢n+١)٢ +١, . . . , (٢n+١)٢ +٢n} Cبه صورت ماتریس صفرم سطر .١
.C٠j = (٢n+ ٢(١ + j − ١ و

.ci٠ = (٢n+ ٢)i داریم ،١ ≤ i ≤ ٢n به ازاي .٢

آنگاه: ،n+ ٢ ≤ j ≤ ٢n+ ١ و n+ ٢ ≤ i ≤ ٢n یا ١ ≤ j ≤ n+ ١ و ١ ≤ i < n اگر .٣

cij = ٢n(٢n+ ٢)− [j + (i− ٢)(١n+ ٢)].

آنگاه: ،١ ≤ j ≤ n+ ١ و n+ ١ < i ≤ ٢n اگر یا n+ ٢ ≤ j ≤ ٢n+ ١ و ١ ≤ i < n اگر .۴

cij = j + (i− ٢)(١n+ ٢).

آنگاه: ،١ ≤ j ≤ n+ ١ اگر .۵
cn, j = n(٢n+ ٢) + ٢n− ٢j + ٣,

cn+١,j = (n− ٢)(١n− ٢) + n+ j

آنگاه: ،n+ ٢ ≤ j ≤ ٢n+ ١ اگر و

cn,j = (n− ٢)(١n+ ٢) + ۴n− ٢j + ۴,

cn+١,j = n(٢n+ ٢) + j − n− ١.

شود: بیان زیر به صورت می تواند پنجم قسمت واقع در
است زیر شکل به که X ماتریس سطرهاي روي از C ماتریس n+ ١ و n، ٠ سطرهاي درایه هاي باقی (٠, ٠) درایۀ به جز ١ ٢ ٣ · · · n+ ١ n+ ٢ n+ ٣ · · · ٢n+ ١

٢n+ ١ ٢n− ١ ٢n− ٣ · · · ١ ٢n ٢n− ٢ · · · ٢
n+ ١ n+ ٢ n+ ٣ · · · ٢n+ ١ ١ ٢ · · · n


کردن اضافه با
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 (٢n+ ٢(١ − ١
n(٢n+ ٢)

(n− ٢)(١n+ ٢)


کردن اضافه و X ماتریس اول ستون n+ ١ از هرکدام به (٢n+ ٢(١ − ١

(n− ٢)(١n+ ٢)
n(٢n+ ٢)


می آید. دست به ستون ها بقیۀ به

شامل بار یک دقیقاً n + ١ و n سطرهاي بنابراین است. ١, ٢, . . . , ٢n+ ١ از جایگشتی X سطر هر که است مشخص به وضوح
،١ ≤ i < n که زمانی است. (n− ٢)(١n+ ٢) + ١, (n− ٢)(١n+ ٢) + ٢, . . . , (n+ ٢)(١n+ ٢) مجموعۀ عناصر

هستند: زیر اعداد همۀ شامل ٢n+ ١− i و i سطرهاي

t+ (i− ٢)(١n+ ٢) : ١ ≤ t ≤ ٢n+ ٢

t+ (٢n− i)(٢n+ ٢) : ١ ≤ t ≤ ٢n+ ٢

داشت: خواهیم راستا این در

ci٠ = ٢n+ ٢ + (i− ٢)(١n+ ٢) = i(٢n+ ٢) (۵ .٢)

c٢n+١−i,٠ = ٢n+ ٢ + (٢n− i)(٢n+ ٢) (۶ .٢)

به صورت بالا تعریف طبق C ماتریس صفرم سطر می آیند. دست به (۴) و (٣) قسمت هاي از درایه ها بقیۀ و
مجموعۀ اعضاي از یک هر شامل دقیقاً بنابراین است. [٠ (٢n + ٢(١ (٢n + ٢(١ + ١ . . . (٢n + ٢(١ + ٢n]

است. {٠, ١, . . . , ۴n٢ + ۶n+ ١}
داریم: (۴) و (٣) از

cij + c٢n+١−i,j = j + (i− ٢)(١n+ ٢) + ٢n(٢n+ ٢)− (j + (i− ٢)(١n+ ٢))
= ٢n(٢n+ ٢) ١ ≤ i < n.

پس است، ٣n+ ٣ برابر X ماتریس ستون هر جمع

cn,j + cn+١,j + c٠j = (n+ ٨)(١n+ ١), ١ ≤ j ≤ ٢n+ ١.

است: زیر به صورت C ماتریس ام j ستون مجموع ∑بنابراین
cij

٢n
i=٠ = (n− ٢(١n(٢n+ ٢) + cnj + cn+١,j + c٠,j

= (n− ٢(١n(٢n+ ٢) + (n+ ٨)(١n+ ١)
= (n+ ٢)(١n+ ٢(١.

می شود محاسبه زیر به صورت ،i ≤ n اگر ،C ماتریس ام i سطر ١+٢n∑مجموع
j=٠ cij =

∑٢n+١
j=١ j + ci٠ + n(i− ٢)(١n+ ٢) + (n+ ٢)(١n− i)(٢n+ ٢)

=

(
٢n+ ٢

٢

)
+ (٢n+ ٢)i+ (٢n+ ٢) + n(i− ١) + (n+ ٢)(١n− i)

(n+ ٢)(١n+ ١) + ٢(n+ ١)n(٢n+ ١)
= (n+ ٢)(١n+ ٢(١.

می آید. دست به i ≥ n+ ١ براي مشابه طریق به حکم
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km,n گراف رأسی کامل جادویی برچسب گذاري طیف ٢. ٢
دارد وجود رأسی کامل جادویی برچسب گذاري آن ها براي می دانیم ٢. ٢ قضیه  طبق که اي km,n گراف هاي براي می خواهیم قسمت این در
نگاشت یک داراي G گراف کنید فرض می گویند. برچسب گذاري مسئلۀ ١ طیف را مجموعه این کنیم[۵]. حساب را k مقادیر مجموعۀ

داریم: تعریف طبق و می دهیم نشان SE با را یال ها برچسب هاي مجموع است. f رأسی کامل جادویی برچسب گذاري

SE =
∑

x∈E(G)

f(x)

داشت: خواهیم رئوس همۀ در برچسب ها مجموع شمارش با

SE +

(
v + e+ ١

٢

)
= vk (٢. ٧)

به وضوح

e∑
i=١

i ≤ SE ≤
v+e∑

i=v+١
i (٢. ٨)

)یا
e+ ١

٢

)
≤ SE ≤

(
e+ ١

٢

)
+ ve. (٢. ٩)

فرمول  هاي از استفاده با km,m گراف براي کند. ایجاد رأسی کامل برچسب گذاري طیف روي کران هایی می تواند (٢. ٩) و (٢. ٨) فرمول هاي
داشت: خواهیم (٢. ٩) و (٢. ٨)

١
٢
[(m+ ٣(١ −m٢] ≤ k ≤ ١

٢
[(m+ ٣(١ +m٢] (٢. ١٠)

جادویی برچسب گذاري یک بگیریم نتیجه می توانیم بنابراین برد. کار به می توان را ([۴] ) دوگان قضیۀ است منظم گراف یک km,m ازآنجاکه
.k =

١
٢
[(m+ ٣(١ − x] اگر تنها و اگر دارد وجود km,m براي ١

٢
[(m+ ٣(١ + x] جادویی ثابت با رأسی کامل

بازة در صحیح عدد هر براي می دهد نشان کامل جستجوي یک و ١٢ ≤ k ≤ ١۵ می گیریم نتیجه (٢. ١٠) فرمول از k٢,٢ گراف براي
k٢,٢ گراف در کامل جادویی برچسب گذاري پنج دقیقاً حقیقت، در دارد. وجود رأسی کامل جادویی برچسب گذاري یک حداقل [١٢, ١۵]

است: زیر قرار به آن ها ماتریسی نمایش هاي دارد. وجود ٣ ٧ ٠
۴ ١ ٨
۶ ۵ ٢

 : k = ١٣

 ٧ ۵ ٠
٣ ١ ٨
٢ ۶ ۴

 : k = ١٢ (٢. ١١)

 ٢ ۴ ٠
٧ ٣ ۵
۶ ٨ ١

 : k = ١۵

 ٣ ۵ ٠
٧ ١ ۶
۴ ٨ ٢

 : k = ١۴

 ۶ ۴ ٠
۵ ١ ٧
٢ ٨ ٣

 : k = ١٣ (٢. ١٢)

برچسب گذاري ٣۵ کند. اتخاذ را بازه این مقادیر تمامی می تواند k و ٢٨ ≤ k ≤ ٣۶ داشت خواهیم (٢. ١٠) فرمول از k٣,٣ گراف براي
کامل جادویی برچسب گذاري چهارصدوهفتادوهفت k = ٣۵ به ازاي و هفتاد k = ٣۶ به ازاي دارد. وجود k = ٢٨ با رأسی کامل جادویی
خواهد وجود رأسی کامل جادویی برچسب گذاري یک حداقل (٢. ١٠) فرمول در k مجاز مقدار هر براي آیا این که داشت. خواهند وجود رأسی

است. باز مسئلۀ یک داشت
1Spectrum



٢۶ ١۴٠٣ ،١ شماره ،٢ دوره کاربردها، و اندازه جبرهاي

جمع S١ کار این براي بخشیم، بهبود ٢. ٢ قضیه  اثبات مشابه رویه اي از استفاده با را (٢. ٩) فرمول کران می توانیم km,m+١ حالت در
مجموع به عنوان را SE مجدداً می دهیم. قرار تایی m + مجموعۀ١ رئوس برچسب هاي جمع را S٢ و تایی mمجموعۀ رئوس برچسب هاي

داشت: خواهیم اساس این بر است، مجموعه دو هر رئوس از یکی دقیقاً با مجاور یال هر می دهیم. نمایش یال ها برچسب

km = S١ + SE ≥ ١ + ٢ + . . .+ (m+m(m+ ١)) (٢. ١٣)

بنابراین

k ≥ ١
٢
(m+ ٢(١(m+ ٢). (١۴ .٢)

داشت: خواهیم طرفی از

k(m+ ١) = S٢ + SE

≤ (m+ ١) + (m+ ٢) + . . .+ ((٢m+ ١) +m(m+ ١)),

k ≤ ١
٢
(m+ ١)(m٢ + ۴m+ ٢) (١۵ .٢)

به عبارت دیگر دارد. وجود رأسی کامل جادویی برچسب گذاري مقدار، دو هر براي و ۶ ≤ k ≤ ٧ داشت خواهیم ،k١,٢ گراف ]براي
٣ ۵ ٠
۴ ٢ ١

]
: k = ٧

[
۵ ۴ ٠
١ ٢ ٣

]
: k = ۶ (١۶ .٢)

رأسی کامل جادویی برچسب گذاري می توان k = ١٨, ١٩, ٢٠ براي فقط اما است [١٨, ٢١] بازة k مجاز مقادیر k٢,٣ گراف براي اگرچه
است: زیر قرار به برچسب گذاري ها این ماتریسی نمایش کرد. پیدا ٨ ٩ ١١ ٠

١ ۶ ۵ ٧
١٠ ۴ ٣ ٢

 : k = ١٩

 ٩ ١٠ ١١ ٠
١ ۶ ۴ ٧
٨ ٢ ٣ ۵

 : k = ١٨ (٢. ١٧)

 ۶ ٩ ١١ ٠
۴ ٨ ٧ ١

١٠ ٣ ٢ ۵

 : k = ٢٠

 ٨ ٩ ١١ ٠
١ ٧ ۶ ۵

١٠ ٣ ٢ ۴

 : k = ١٩ (٢. ١٨)

زیر قرار به باز مسئلۀ یک رابطه این در دارد. وجود کامل جادویی برچسب گذاري ۴٠ ≤ k ≤ ۴۶ که k مقادیر همۀ براي k٢,٣ گراف براي
است:

دارد؟ وجود رأسی کامل جادویی برچسب گذاري می کنند صدق (١۵ .٢) و (١۴ .٢) روابط در که k مقادیر کدام براي

kn,n گراف جادویی-اول برچسب گذاري ٣

می شوند نامیده ١ جادویی-اول گراف هاي باشد منحصربه فرد اول عدد یک f(e) ،e ∈ E(G) یال هر براي آن در که جادویی گراف هاي
در اسِتِوارت می شود. تعریف f : E(G) → Prime positive integers به صورت گراف هایی چنین براي f تابع برد و دامنه واقع در
جادویی- گراف براي k جادویی ثابت مقدار کوچک ترین است. k = ١٣٩ جادویی ثابت با اول جادویی- گراف یک k٣,٣ کرد ثابت [١٠]
بخش این در .[٩] است ۵٣ برابر k٣,٣ اول جادویی- گراف براي k مقدار کوچک ترین داد نشان سِدلیِسِک است؟ چقدر n ≥ ٣ ،kn,n اول
ارائۀ است؛ نامنظم توزیعی اول، اعداد توزیع ازآنجاکه .[١] کنیم توصیف را k۴,۴ دوبخشی کامل گراف جادویی-اول برچسب گذاري می خواهیم
یک واقع در و است نشده حل تاکنون (n ≥ ۵) ،kn,n جادویی-اول گراف هاي براي k مقدار کوچک ترین کردن پیدا براي کلی قضیۀ یک

است. باز مسئلۀ
1Prime-magic



٢٧ دوبخشی کامل گراف رأسی کامل جادویی برچسب گذاري

است. ١١۴ برابر k۴,۴ جادویی-اول گراف براي k مقدار کوچک ترین .٣. ١ قضیه

برچسب گذاري f و تشکیل شده اند اول اعداد از A درایه هاي است، k۴,۴ گراف برچسب گذاري ماتریسی نمایش A = (f(eij)) اثبات.
به وضوح است. k۴,۴ گراف در j رأس و i رأس متصل کنندة یال eij که S =

∑۴
i=١ f(eij) دهید قرار است. k۴,۴ گراف جادویی

بنابراین است. S = ۴۴٠ می کند صدق بالا شرط در که اي S مقدار اولین .S = ۴k و (mod 2) k ≡ ٠ زیرا ،S ≥ ۴٣٨
باشد ٣ پیمانۀ در −١ با همنهشت مقدار دو داراي باید (f(eij) ̸= ٢ (که اول اعداد از چهارتایی هر لذا ،(mod 3) k = ١١٠ ≡ −١
پیمانۀ در آن ها مقادیر همۀ یا ،f(eij) ̸= ٢, ٣ که اول اعداد از چهارتایی هر طرفی از است. همنهشت ٣ پیمانۀ در −١ با دیگر عدد و
١ با همنهشت ٣ پیمانۀ در دیگر مقدار سه و بوده −١ با همنهشت ٣ پیمانۀ در مقادیر این از یکی اینکه یا و باشد −١ با همنهشت ٣
−١ با همنهشت ٣ پیمانۀ در ماتریس ستون هر و سطر هر مجموع که داشت خواهد وجود ٠, ١−,١ درایه هاي با ماتریسی بنابراین باشند.
٣ پیمانۀ در اول عدد ۵ مجموع و است +١ با همنهشت ٣ پیمانۀ در اول عدد ١٠ مجموع همچنین و اول عدد ٣ مجموع بااین وجود، است.

است. تناقض یک این که شد خواهد S > ۴۴ و می شوند زیر ماتریس آمدن وجود به باعث که است −١ با همنهشت
٠ ١ −١ −١
١ −١ ١ ١
−١ ١ ١ ١
−١ ١ ١ ١


شامل باید f(e١١) = ٣ و f(eij) ̸= ٢ اعداد از چهارتایی هر حالت این در می کنیم، بحث را (mod 3) k = ١١٢ ≡ ١ حالت اکنون
با همنهشت ٣ پیمانۀ در همگی یا f(eij) ̸= ٢, ٣ اعداد از چهارتایی هر و باشند ٣ پیمانۀ در −١ با همنهشت مقدار یک و +١ مقدار دو

هستند. ٣ پیمانۀ در ١ با همنهشت دیگري و −١ با همنهشت آن ها از عدد سه یا و هستند ١
٠ −١ ١ ١
−١ ١ −١ −١

١ −١ −١ −١
١ −١ −١ −١


بزرگ تر ٣ پیمانۀ ١−در با معادل اول عدد ١٠ هر جمع و است ٣ پیمانۀ در ١ با همنهشت اول عدد پنج هر مجموع و اول عدد سه هر جمع

ندارد. وجود k۴,۴ اول جادویی گراف هیچ k = ١١٢ براي که است معنی بدان این است. ۴۴٨ از
دارند. وجود ١−,١+,٠ درایه هاي با ماتریس دو دقیقاً که داد نشان k = ١١۴ براي می توان بالا مشابه

٠ −١ −١ −١
−١ ١ −١ ١
−١ ١ ١ −١
−١ −١ ١ ١

 ب)


٠ ١ ١ ١
١ −١ ١ −١
١ ١ −١ −١
١ −١ −١ ١

 الف)

نشان این و رسید خواهیم متمایز اول اعداد از متشکل ماتریس یک به (ب) ماتریس براي ولی رسید خواهیم تناقض به (الف) ماتریس براي
است k براي ممکن مقدار کمترین ١١۴ عدد می دهد

٣ ١١ ۴٧ ۵٣
٢٣ ٣٧ ۴١ ١٣
٢٩ ۶١ ٧ ١٧
۵٩ ۵ ١٩ ٣١

 .

پیشنهاد ها و نتیجه گیري ۴

کامل گراف یک که دادیم نشان سپس کردیم. تعریف دلخواه گراف یک براي را رأسی کامل جادویی برچسب گذاري مفهوم ابتدا مقاله، این در
قضیه شرط در که دوبخشی کامل گراف هاي از دسته آن براي و باشد رأسی کامل جادویی برچسب گذاري داراي نمی تواند نامتعادل دوبخشی
مقادیر (مجموعۀ طیف مجموعۀ و دادیم نشان را رأسی کامل جادویی برچسب گذاري ساخت نحوة جادویی، مربع از استفاده با ندارند قرار ٢. ٢
n = ۴ ازاي به که دادیم نشان و داده قرار بررسی مورد را kn,n گراف جادویی-اول برچسب گذاري نهایت، در کردیم. محاسبه را آن ها (k



٢٨ ١۴٠٣ ،١ شماره ،٢ دوره کاربردها، و اندازه جبرهاي

یک kn,n گراف کامل جادویی برچسب گذاري وجود مسئلۀ n ≥ ۵ براي دارد. وجود kn,n گراف براي جادویی-اول برچسب گذاري یک
می شود. توصیه مسئله این بررسی و مطالعه و است باز مسئلۀ

جادویی) مربع ساخت (نحوة ضمیمه
مقداري آن قطرهاي و ستون ها سطرها، اعداد مجموع به طوري که است nستون و nسطر با مربعی ،n مرتبۀ از جادویی مربع یک
از A جادویی مربع یک ساخت براي می شود. داده نشان µ با مختصر به طور یا µ(A) با که است جادویی ثابت نام به ثابت

نمود حل زیر به صورت معادلات دستگاه یک باید n مرتبه

A =


a١١ · · · a١n

... . . . ...
an١ · · · ann


n∑

i=١
aij = µ j = ١, ٢, ٣, . . . , n

n∑
j=١

aij = µ i = ١, ٢, ٣, . . . , n

∑
i=j

aij = µ

i=n, j=١∑
i=١, j=n

aij= µ

(a١,n+a٢,n−١+a٣,n−٢+ . . .+ an−١,٢+an,١ = µ)

: مثال

A =

a١١ a١٢ a١٣

a٢١ a٢٢ a٢٣

a٣١ a٣٢ a٣٣


a١١+a١٢+a١٣= ١۵

a٢١+a٢٢+a٢٣= ١۵

a٣١+a٣٢+a٣٣= ١۵

a١١+a٢١+a٣١= ١۵

a١٢+a٢٢+a٣٢= ١۵

a١٣+a٢٣+a٣٣= ١۵

a١١+a٢٢+a٣٣= ١۵

a١٣+a٢٢+a٣١= ١۵

از است عبارت معادلات دستگاه این جواب یک



٢٩ دوبخشی کامل گراف رأسی کامل جادویی برچسب گذاري

A =

٨ ١ ۶
٣ ۵ ٧
۴ ٩ ٢

 .
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Extended Abstract

Introduction

The concept of sequence entropy was introduced by Kushnirenko [6]. This invariant could distinguish
between automorphisms with zero entropy. Let (X,B, µ) be a probability space and T : X → X be a
measurable map preserving µ. Let also, Γ = {ti}i≥1 be a sequence of increasing positive integers (if T is
invertible, then the sequence may consist of arbitrary integers). The sequence entropy of T with respect
to ξ is defined by

hµ,Γ(T, ξ) = lim sup
n→∞

1

n
Hµ(

n−1∨
i=0

T−tiξ),

whereHµ(η) = −
∑

A∈η µ(A) log µ(A) is the usual Shannon entropy of a partition η. Finally, the metric
sequence entropy of T (with respect to Γ) is defined by

hµ,Γ(T ) = sup
ξ
hµ,Γ(T, ξ),

where the supremum is taken over all finite partitions of X . Clearly if we set Γ = {i}∞i=1, then we
will have the usual metric entropy. In [8], Newton proved that the sequence entropy of an ergodic auto-
morphism with finite positive entropy is a multiple of the metric entropy of the system. The relationship
between sequence entropy and generators was also studied by Rokhlin [16]. The special case of aperiodic
automorphisms has also been studied in [8]. One may find a comparison between some results in classical
Kolmogorov entropy and sequence entropy in [1]. Comprehensive discussions and results on sequence
entropy of dynamical systems may be found in [4, 5]. There are also other concepts of entropy based on
sequences of integers that generalize Kolmogorov entropy [21, 22]. There are several local approaches
to the concept of entropy in dynamical systems [3, 6, 9, 9–12, 16]. This motivates us to extend the local
theory of entropy of dynamical systems to the sequence entropy case. In the present paper, for finitely
ergodic dynamical systems, we follow the definition of sequence entropy in a local manner. Given any
sequence Γ, we define a local entropy JΓ which all sequence entropies hµ,Γ(T ) with µ, as an invariant
measure, are extracted from JΓ. In the rest of the paper, if T : X → X is a continuous map on a compact
metric space, then we denote by M(X,T ) and E(X,T ) the set of all T -invariant and T -ergodic prob-
ability measures on X respectively. In 1970, Newton presented the relationship between the sequence
entropy and Kolmogorov entropy. We first recall the following definition.

Definition 0.1. ([8]) Given an increasing sequence of integers Γ = {ti}ni=1 let

SΓ(n, k) = card
n∪

i=1

{ti, ti + 1, ..., ti + k},

and define

K(Γ) = lim
k→∞

(
lim sup
n→∞

SΓ(n, k)

n

)
.

The following theorem states the relationship between sequence entropy and Kolmogorov entropy
for invertible ergodic systems.

Theorem 0.2. ([8]) Let T : X → X be an invertible map preserving an ergodic measure µ. Then

(i) hµ,Γ(T ) = 0 ifK(Γ) = 0.
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(ii) hµ,Γ(T ) = K(Γ)hµ(T ) if 0 < hµ(T ) <∞.

(iii) hµ,Γ(T ) = 0 if 0 < K(Γ) <∞ and hµ(T ) = 0.

(iv) hµ,Γ(T ) =∞ if 0 < K(Γ) ≤ ∞ and hµ(T ) =∞.

In Section 2, we present some results on sequence entropy. In Section 3, we present a local approach
to the sequence entropy of compact dynamical systems. We assign a map to any compact dynamical
system which can be used to extract the sequence entropy by integrating it with respect to any invariant
measure. In Section 4, we give some concluding remarks.

Conclusion

In this paper, the following definitions and results are given:

Definition 0.3. For x ∈ X and A ⊆ X , the average visit time of x in A is defined as follows:

ω(x,A) := lim sup
n→∞

1

n
|{0 ≤ j ≤ n− 1, T j(x) ∈ A}|,

where | · | stands for the cardinality of a set.

Definition 0.4. Let ξ be a partition and x ∈ X . We define Ω(x, ξ) as follows:

Ω(x, ξ) :=
∑
A∈ξ

ϕ(ω(x,A)),

where ϕ(t) = −t log t for t > 0 and ϕ(0) = 0. If η is another partition ofX , then the conditional version
of the previous quantity is defined as follows:

Ω(x, ξ|η) :=
∑

A∈ξ,B∈η
ω(x,B)ϕ

(
ω(x,A ∩B)

ω(x,B)

)
.

Definition 0.5. Let Γ = {ti}i≥1 be an increasing sequence of positive integers, and ξ be a finite partition
of X . The Γ-local entropy map of T with respect to ξ is defined as follows:

JΓ(x, ξ) := lim sup
n→∞

1

n
Ω(x,

n∨
i=1

T−tiξ).

For Γ = {i}∞i=1, we simply write JΓ = J .

Lemma 0.6. For any x ∈ X and partitions ξ and η, we have

Ω(x, ξ ∨ η) ≥ Ω(x, ξ) + Ω(x, η|ξ).

Lemma 0.7. For any x ∈ X and Borel partitions ξ, η, if ξ < η, then Ω(x, ξ) ≤ Ω(x, η).

The following theorem is our main result.
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Theorem 0.8. Let T : X → X be a continuous finitely ergodic map on a compact metric space and
Γ = {ti}i≥1 be an increasing sequence of positive integers. Then, for every T -invariant Borel probability
measure µ we have

sup
ξ

∫
X
JΓ(x, ξ)dµ(x) = hµ,Γ(T ),

where the supremum is taken over all finite Borel partitions ofX .

The following properties are proved in [1].

Proposition 0.9. (i) Let Γ = {ti}i≥1 be a sequence of integers and k ∈ N. If T : X → X is a map
preserving the measure µ and ξ is a finite partition ofX , then

hµ,Γ(T, ξ) = hµ,σk(Γ)(T, ξ),

where σ : NN → NN is the shift map. In particular,

hµ,Γ(T ) = hµ,σk(Γ)(T ).

(ii) Let Γ = {kn}n≥1 and ξ be a partition of X . If T is a map preserving the measure µ, then

hµ,Γ(T, ξ) = hµ,Γ(T
km , ξ)

for anym ∈ N. In particular,
hµ,Γ(T ) = hµ,Γ(T

km).

The following proposition is the local version of Proposition 0.9.

Proposition 0.10. Let T : X → X be a compact dynamical system, preserving a Borel probability
measure µ and ξ be a Borel partition of X .

(i) Given any sequence of positive integersΓ = {ti}i≥1, we have JΓ(x, ξ) = Jσk(Γ)(x, ξ) forµ-almost
every x ∈ X .

(ii) If Γ = {kn}n≥1, then, for anym ∈ N we have JT
Γ (x, ξ) = JTkm

Γ (x, ξ) for µ-almost every x ∈ X ,
where JT

Γ and JTkm

Γ are the Γ-local entropy maps corresponding to T and T km , respectively.
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٣۵ دینامیکی دستگاه هاي موضعی دنباله اي آنتروپی

مقدمه ١

با اتومورفیسم هایی بین می توان پایا کمیت این کمک به شد. معرفی [۶] کوشنیرنکو توسط دینامیکی دستگاه هاي دنباله اي آنتروپی مفهوم
همچنین، باشد. µ اندازة حافظ تابع یک T : X → X و بوده احتمال فضاي یک (X,B, µ) کنید فرض شد. قائل تمایز صفر آنتروپی
صحیح اعداد بر مشتمل می تواند دنباله این آنگاه باشد، وارون پذیر T (اگر باشد مثبت اعداد از صعودي دنباله اي Γ = {ti}i≥١ کنید فرض

می شود: تعریف زیر به صورت ξ اندازه پذیر افراز به نسبت T دنباله اي آنتروپی باشد). نیز

hµ,Γ(T, ξ) = lim sup
n→∞

١
n
Hµ(

n−١∨
i=٠

T−tiξ),

(نسبت T دنباله اي آنتروپی نهایت، در است. η افراز به نسبت معمول شانون Hµ(η)آنتروپی = −
∑

A∈η µ(A) log µ(A) آن در که
به صورت (Γ به

hµ,Γ(T ) = sup
ξ
hµ,Γ(T, ξ),

Γ = {i}∞i=١ دهیم قرار اگر که است بدیهی می شود. Xگرفته متناهی و اندازه پذیر افرازهاي کلیۀ روي بر سوپریمم آن در که می شود تعریف
مثبت آنتروپی با ارگودیک اتومورفیسم یک دنباله اي آنتروپی که کرد ثابت نیوتن ،[٨] در رسید. خواهیم T کولموگوروف آنتروپی به آنگاه
مورد گرفت. قرار بررسی مورد [١۶] روخلین توسط نیز مولدها و دنباله اي آنتروپی بین رابطۀ است. دستگاه متریک آنتروپی مضرب متناهی
آنتروپی و کلاسیک کلموگروف آنتروپی خواص از برخی بین مقایسه اي می توان است. شده بررسی [٨] در نیز متناوب اتومورفیسم هاي خاص
مفاهیم همچنین یافت. [۵ ،۴] در می توان را دینامیکی دستگاه هاي دنباله اي آنتروپی مورد در جامع نتایج و مباحث یافت. [١] در دنباله اي
موضعی رویکرد چندین می دهند. تعمیم را [٢٢ ،٢١] کلموگروف آنتروپی که دارند وجود صحیح اعداد دنباله هاي اساس بر آنتروپی از دیگري
آنتروپی موضعی نظریۀ تا می دهد انگیزه ما به این .[١۶ ،٩–١٢ ،٩ ،۶ ،٣] دارند وجود دینامیکی دستگاه هاي در آنتروپی مفهوم براي
دنبال موضعی به صورت را دنباله اي آنتروپی تعریف حاضر، مقالۀ در دهیم. گسترش دنباله اي آنتروپی حالت به را دینامیکی دستگاه هاي
اندازة یک به عنوان ،µ با hµ,Γ(T ) دنبالۀ آنتروپی هاي تمام که می کنیم تعریف JΓ موضعی آنتروپی یک ،Γ دنبالۀ هر با متناظر می کنیم.
مجموعۀ آنگاه باشد، فشرده متریک فضاي یک بر پیوسته تابع یک T : X → X اگر مقاله، ادامۀ در می شوند. استخراج JΓ از ثابت،
مورد در مهم نتایج از برخی ،٢ بخش در می دهیم. نشان E(X,T ) و M(X,T ) با به ترتیب را T-ارگودیک و T-پایا احتمال اندازه هاي
یک می کنیم. ارائه فشرده دینامیکی دستگاه هاي دنباله اي آنتروپی به موضعی رویکرد یک ،٣ بخش در می کنیم. ارائه را دنباله اي آنتروپی
پایاي اندازة هر با متناظر دنباله اي آنتروپی هاي کلیۀ استخراج براي آن از می توان که می کنیم متناظر فشرده دینامیکی دستگاه هر به را تابع

می کنیم. بیان را پایانی نکتۀ چند ،۴ بخش در نمود. استفاده احتمال

دنباله اي آنتروپی باب در نتایجی ٢

یک X مقاله، این سرتاسر در می گذرانیم. نظر از را مقاله این بعدي بخش در استفاده مورد پیش نیازهاي و مقدماتی مفاهیم بخش، این در
می نامیم. فشرده دینامیکی دستگاه یک را (X,T ) زوج شرایط، این تحت است. پیوسته تابع یک T : X → X و فشرده متریک فضاي
بررسی را دنباله اي آنتروپی خصوصیات از برخی ابتدا بخش این در است. مجهز BX بورل -جبر σ به طبیعی به طور X که است روشن
یک X مثال، به عنوان باشد، فشرده دینامیکی دستگاه یک T : X → X کنید فرض می دهیم. تعمیم را نتایج از برخی سپس و می کنیم
اصلاح با زیر گزارة باشد. مثبت صحیح اعداد از صعودي دنبالۀ یک نیز Γ = {ti}i≥١ کنید فرض باشد. پیوسته T و فشرده متریک فضاي

می کنیم. خودداري استدلال جزئیات ارائۀ از بنابراین می آید. دست به [٢٢] ٨. ٣ قضیه اثبات از ساده اي

افرازهاي از دنباله اي {ξn}n≥١ کنید فرض باشد. X فشردة متریک فضاي بر پیوسته تابعی T : X → X کنید فرض .٢. ١ گزاره
داریم ،µ ∈M(X,T ) هر براي این صورت در .diam(ξn)→ ٠ که به گونه اي باشد اندازه پذیر متناهی

hµ,Γ(T ) = lim
n→∞

hµ,Γ(T, ξn).

است. برقرار نیز زیر گزارة

است. آفین µ 7−→ hµ,Γ(T, ξ) نگاشت ξ اندازه پذیر متناهی افراز هر براي .٢. ٢ گزاره

می کنیم. یادآوري را زیر تعریف ابتدا کرد. ارائه را کولموگروف آنتروپی و دنباله اي آنتروپی بین رابطۀ نیوتن ،١٩٧٠ سال در
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دهید قرار Γ = {ti}ni=١ مانند صحیح اعداد از صعودي دنبالۀ هر با متناظر ([٨]) .٢. ٣ تعریف

SΓ(n, k) = card

n∪
i=١
{ti, ti + ١, ..., ti + k},

همچنین و
K(Γ) = lim

k→∞

(
lim sup
n→∞

SΓ(n, k)

n

)
.

می کند. بیان وارون پذیر توابع براي را کولموگوروف آنتروپی و دنباله اي آنتروپی بین رابطۀ زیر قضیۀ

صورت: این  در باشد. µ احتمال اندازة حافظ و وارون پذیر تابعی T : X → X کنید فرض ([٨]) .۴ .٢ قضیه

.K(Γ) = ٠ هرگاه hµ,Γ(T ) = ٠ .١

.٠ < hµ(T ) <∞ هرگاه hµ,Γ(T ) = K(Γ)hµ(T ) .٢

.hµ(T ) = ٠ و ٠ < K(Γ) <∞ هرگاه hµ,Γ(T ) = ٠ .٣

.hµ(T ) =∞ و ٠ < K(Γ) ≤ ∞ هرگاه hµ,Γ(T ) =∞ .۴

موضعی دنباله اي آنتروپی ٣

ایده [١٧ ،١۶] مراجع از راستا، این در می دهیم. ارائه فشرده دینامیکی دستگاه هاي دنباله اي آنتروپی به موضعی رویکردي بخش، این در
گرفته ایم.

می شود: تعریف زیر به صورت A در x ملاقات زمان متوسط ،A ⊆ X و x ∈ X براي .٣. ١ تعریف

ω(x,A) := lim sup
n→∞

١
n
|{٠ ≤ j ≤ n− ١, T j(x) ∈ A}|,

است. مجموعه یک اعضاي تعداد نشان دهندة | · | آن در که

دهید: قرار .x ∈ X و بوده X از اندازه پذیر افرازي ξ کنید فرض .٣. ٢ تعریف

Ω(x, ξ) :=
∑
A∈ξ

ϕ(ω(x,A)),

را اخیر کمیت شرطی نسخۀ آنگاه باشد، X از دیگر افرازي η اگر .ϕ(٠) = ٠ همچنین و t > ٠ براي ϕ(t) = −t log t آن در که
می کنیم: تعریف زیر به صورت

Ω(x, ξ|η) :=
∑

A∈ξ,B∈η
ω(x,B)ϕ

(
ω(x,A ∩B)

ω(x,B)

)
.

موضعی آنتروپی -Γ باشد. X از اندازه پذیر افرازي ξ و بوده طبیعی اعداد از صعودي دنباله اي Γ = {ti}i≥١ کنید فرض .٣. ٣ تعریف
می کنیم: تعریف زیر به صورت را ξ به نسبت T تابع

JΓ(x, ξ) := lim sup
n→∞

١
n
Ω(x,

n∨
i=١

T−tiξ).

.JΓ = J می نویسیم به سادگی Γ = {i}∞i=١ براي

داریم: η و ξ اندازه پذیر افرازهاي و x ∈ X هر براي .۴ .٣ لم

Ω(x, ξ ∨ η) ≥ Ω(x, ξ) + Ω(x, η|ξ).
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A براي که کرد فرض می توان کلیت، از کاسته شدن بدون .ξ < η که به گونه اي باشند X اندازه پذیر افراز دو η و ξ کنید فرض اثبات:
این صورت در .ω(x,A) ̸= ٠ داریم η و ξ در

Ω(x, ξ ∨ η) = −
∑

A∈ξ,B∈η
ω(x,A ∩B) logω(x,A ∩B)

= −
∑

A∈ξ,B∈η
ω(x,A ∩B) log

(
ω(x,A ∩B)

ω(x,A)
.ω(x,A)

)

= −
∑

A∈ξ,B∈η
ω(x,A ∩B) log

(
ω(x,A ∩B)

ω(x,A)

)
(٣. ١)

−
∑

A∈ξ,B∈η
ω(x,A ∩B). logω(x,A)

= Ω(x, η|ξ)−
∑

A∈ξ,B∈η
ω(x,A ∩B). logω(x,A). (٣. ٢)

،A ∈ ξ هر براي که دید می توان ∑به سادگی
B∈η

ω(x,A ∩B) ≥ ω(x,A). (٣. ٣)

داشت خواهیم A ∈ ξ اعضاي بر جمع بندي سپس و − logω(x,A) در (٣. ٣) رابطه طرفین ضرب از

−
∑

A∈ξ,B∈η
ω(x,A ∩B) logω(x,A) ≥ −

∑
A∈ξ

ω(x,A) logω(x,A)

= Ω(x, ξ).

□ می شود. اثبات حکم (٣. ٣) رابطه با اخیر رابطۀ ترکیب از

.Ω(x, ξ) ≤ Ω(x, η) آنگاه ،ξ < η اگر ،η و ξ اندازه پذیر افرازهاي و x ∈ X هر براي .۵ .٣ لم

داریم ۴ .٣ لم به کارگیري با اثبات.

Ω(x, η) = Ω(x, ξ ∨ η) ≥ Ω(x, ξ ∨ η) ≥ Ω(x, ξ) + Ω(x, η|ξ) ≥ Ω(x, ξ). □

است. موضعی دنباله اي آنتروپی نگاشت یک واقع در JΓ که می دهیم نشان بعد قضیۀ در اکنون،

و |E(X,T )| < +∞ که به گونه اي بوده X فشردة متریک فضاي بر پیوسته تابعی T : X → X کنید فرض .۶ .٣ قضیه
داریم µ T-پایاي بورل اندازة هر براي این صورت، در باشد. طبیعی اعداد از صعودي دنباله اي Γ = {ti}i≥١

sup
ξ

∫
X
JΓ(x, ξ)dµ(x) = hµ,Γ(T ),

می شود. گرفته X اندازه پذیر افرازهاي کلیۀ بر سوپریمم آن در که

اندازه پذیر مجموعۀ هر براي این صورت، در .µ ∈ E(X,T ) کنید فرض ابتدا باشد. X از اندازه پذیر افرازي ξ کنید فرض اثبات.
براي بنابراین، .ω(x,A) = µ(A) داریم x ∈ X هر تقریباً براي که می گیریم نتیجه بیرخوف، ارگودیک قضیۀ به کارگیري با و ،A ⊆ X
که به گونه اي است موجود Dn ⊆ X مجموعۀ ،n ∈ N هر براي مشابه، به طور .Ω(x, ξ) = Hµ(ξ) داشت خواهیم x ∈ X هر تقریباً

،x ∈ Dn هر براي و µ(Dn) = ١

Ω(x,
n∨

i=١
T−tiξ) = Hµ(

n∨
i=١

T−tiξ).

انتگرال گیري .JΓ(x, ξ) = hµ,Γ(T, ξ) داریم x ∈ D هر براي و µ(D) = ١ این صورت در ،D =
∩∞

n=١ Dn دهید قرار
مجموعۀ چون .µ ∈ M(X,T ) کنید فرض اکنون می شود. ارگودیک اندازه هاي براي نظر مورد نتیجۀ به منجر اخیر رابطۀ طرفین از
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موجودند (١ ≤ i ≤ k) ٠ ≤ λi ≤ ١ اعداد و µ١, µ٢, · · · , µk ∈ E(X,T ) اندازه هاي پس است، متناهی ارگودیک اندازه هاي
داریم ارگودیک، اندازه هاي براي حکم برقراري و ٢. ٢ گزاره  کمک به اکنون .µ =

∑k
i=١ λiµi k∑و

i=١ λi = ١ به گونه اي
∫
X
JΓ(x, ξ)dµ(x) =

k∑
i=١

λi

∫
X
JΓ(x, ξ)dµi(x) =

k∑
i=١

λihµi(T, ξ) = hµ(T, ξ). (۴ .٣)

□ می آید. دست به اندازه پذیر افرازهاي کلیۀ بر اخیر رابطۀ از سوپریمم گیري با حکم نهایت، در
شده اند. ثابت [١] مرجع در زیر ویژگی هاي

اندازة حافظ تابعی T : X → X اگر .k ∈ N و بوده صحیح اعداد از صعودي دنباله اي Γ = {ti}i≥١ کنید فرض .١ .٣. ٧ گزاره
آنگاه باشد، X از اندازه پذیر افرازي ξ و بوده µ

hµ,Γ(T, ξ) = hµ,σk(Γ)(T, ξ),

خاص، به طور است. انتقال نگاشت σ : NN → NN آن در که

hµ,Γ(T ) = hµ,σk(Γ)(T ).

،m ∈ N هر براي آنگاه باشد، µ اندازة حافظ تابعی T اگر باشد. X از اندازه پذیر افرازي ξ و Γ = {kn}n≥١ کنید فرض .٢

hµ,Γ(T, ξ) = hµ,Γ(T
km , ξ),

خاص به طور و
hµ,Γ(T ) = hµ,Γ(T

km).

است. ٣. ٧ گزاره  از موضعی نسخۀ بعدي گزارة

X از اندازه پذیر افرازي ξ به علاوه، و است µ اندازة حافظ که باشد فشرده دینامیکی دستگاه یک T : X → X کنید فرض .٣. ٨ گزاره
باشد.

.JΓ(x, ξ) = Jσk(Γ)(x, ξ) داریم x ∈ X هر تقریباً براي آنگاه باشد، طبیعی اعداد از دنباله اي Γ = {ti}i≥١ اگر .١

در که است، برقرار x ∈ X هر تقریباً براي JT
Γ (x, ξ) = JTkm

Γ (x, ξ) رابطۀ m ∈ N هر براي آنگاه Γ = {kn}n≥١ اگر .٢
هستند. T km و T با متناظر موضعی آنتروپی -Γ نگاشت هاي به ترتیب JTkm

Γ و JT
Γ آن

داریم ۵ .٣ لم طبق بنابراین، .∨n
i=k+١ T

−tiξ <
∨n

i=١ T
−tiξ داریم n ∈ N براي که کنید توجه .١ اثبات.

Ω(x,
n∨

i=k+١

T−tiξ) ≤ Ω(x,
n∨

i=١
T−tiξ).

داشت خواهیم بی نهایت، به n دادن میل و n بر اخیر رابطۀ تقسیم با

Jσk(Γ)(x, ξ) ≤ JΓ(x, ξ),

معادل به طور یا و

JΓ(x, ξ)− Jσk(Γ)(x, ξ) ≥ ٠. (۵ .٣)

داشت خواهیم ٣. ٧ گزاره و (۴ .٣) رابطه به کارگیري با دیگر، طرف ∫از
X
(JΓ(x, ξ)− Jσk(Γ)(x, ξ))dµ(x) = hµ,Γ(T, ξ)− hµ,σk(Γ)(T, ξ) = ٠. (۶ .٣)
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می شود. حاصل (۶ .٢) و (۵ .٢) روابط از نتیجه
آنگاه باشد، X از افرازي ξ اگر که می شود مشاهده به سادگی همچنین، .kmΓ = {kn+m}n≥١ = σm(Γ) که کنید توجه ابتدا .٢

JT
σm(Γ)(x, ξ) = JT

kmΓ(x, ξ) = JTkm

Γ (x, ξ).

معادل به طور یا و JTkm

Γ (x, ξ) ≤ JT
Γ (x, ξ) داریم ،١ قسمت به توجه با بنابراین،

JT
Γ (x, ξ)− JTkm

Γ (x, ξ) ≥ ٠. (٣. ٧)

داشت خواهیم ٣. ٧ گزاره از ٢ قسمت و (۴ .٣) به کارگیري با دیگر، طرف ∫از
X
(JT

Γ (x, ξ)− JTkm

Γ (x, ξ))dµ(x) = hµ,Γ(T, ξ)− hµ,Γ(T km , ξ) = ٠. (٣. ٨)

□ می آید. دست به (٣. ٨) و (٣. ٧) روابط از حکم نهایت، در

نتیجه گیري ۴

است. شده ارائه ارگودیک اندازة متناهی تعداد با فشرده دینامیکی دستگاه هاي دنباله اي آنتروپی مفهوم به موضعی رویکردي مقاله، این در
موضعی دنبالۀ آنتروپی تابع یک واقع در که کردیم تعریف JΓ تابع یک مثبت، صحیح اعداد از Γ = {ti}i≥١ صعودي دنبالۀ هر با متناظر
آنتروپی موضعی مطالعۀ که باشید داشته توجه می شود. منجر hµ,Γ(T ) به µ پایاي اندازة هر به نسبت JΓ انتگرال که معنا این به است،
شود. اعمال فضا کل به جاي فضا از خاصی ناحیۀ در دستگاه یک توسط تولیدشده اطلاعات اندازه گیري در است ممکن دینامیکی دستگاه هاي

می شود. گرفته کار به موضعی آنتروپی از استفاده با مولکولی، ساختار یک اطلاعاتی محتواي تعریف براي رویکرد این مثال، براي
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Extended Abstract

Introduction

NTRU lattices have emerged as a specialized subset of general lattices, offering distinct advantages that
have garnered significant attention in the realm of cryptography. Their efficient implementation of com-
mon lattice algorithms has positioned them as a favorable choice for employment in asymmetric cryp-
tographic schemes, particularly those involving public key encryption and digital signatures. Within
NTRU-based schemes, fundamental components such as keys and ciphertexts are represented as polyno-
mials, reflecting the inherent algebraic structure of NTRU lattices.

Notably, the private key utilized in certain NTRU-based schemes is characterized by a polynomial of
low degree with exceedingly small coefficients, while the public key is represented by a polynomial with
large coefficients. This distinction effectively establishes short and long bases within the lattice structure,
contributing to the security and efficiency of NTRU-based cryptographic systems. The unique properties
of NTRU lattices have not only facilitated the development of robust cryptographic solutions but have
also sparked further exploration and research in the field, holding promise for continued advancements
in secure communication and data protection. Several lattice-based encryption schemes usually require
solving the NTRU equation to generate keys:

fG−gF=q mod xn+1

where f and g are constants, and the objective is to calculate F andG for the equation. It should be noted
that the polynomials are in

Z[x]/ (xn+1) .

Conceptually, a signature scheme consists of three stages: key generation, signing, and verification. In
the context of NTRU-based signature schemes, the process of private key generation typically consumes a
significant amount of time, especially when executed on standard computing hardware such as a regular
laptop (Intel Core i7-6567U 3.30 GHz), where the generation process may exceed one second. Con-
versely, the signing and verification stages exhibit notably lower time requirements, often on the order
of milliseconds.

The current paper delves into the challenge of mitigating the time-intensive nature of private key
generation in NTRU-based signature schemes. It thoroughly examines existing methods and their asso-
ciated limitations, paving the way for the introduction of a novel approach rooted in the realm of number
fields. This innovative method showcases a remarkable reduction in the execution time required for pri-
vate key generation, presenting a compelling avenue for enhancing the overall efficiency and practicality
of NTRU-based signature schemes.

The introduction of asymmetric encryption systems by Diffie and Hellman in 1976 marked a signif-
icant milestone in the evolution of cryptography. At the core of asymmetric systems lies the concept of
employing a set of information along with a one-way function for encryption, which in isolation does
not provide sufficient data for decryption. For the decryption process, an additional finite set of informa-
tion, known as the “private key,” is indispensable, while the set of information required for encryption is
termed the “public key.”

The prevalent one-way function in asymmetric encryption, rooted in discrete logarithm and expo-
nentiation, serves as the cornerstone for well-known asymmetric encryption systems such as ElGamal,
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ECC, and RSA. These systems hinge on number theory problems that, with the emergence of quantum
computing, are susceptible to resolution. In response to this vulnerability, extensive research has been
directed toward exploring the complexity of lattice problems, aiming to identify alternative approaches
for asymmetric encryption that do not rely on lattice-based foundations. Notably, the NTRU encryption
system, a highly efficient lattice-based system, derives its resilience from the formidable challenge of
solving the Shortest Vector Problem (SVP) within lattices, presenting a compelling avenue for robust en-
cryption in the face of advancing cryptographic landscapes. This paper also delves into the mathematical
prerequisites needed for the study. Specifically, it includes a review of lattice concepts, gathering es-
sential concepts from NTRU lattices, studying number fields and related concepts, reviewing Karatsuba
multiplication (used in the paper), and finally examining ring structures.

A real-valued V module over R, which functions as a module over a set closed under addition and
scalar multiplication, transforms into a lattice when it is bounded by a finite set of real numbers. The
defining characteristic of a lattice lies in the presence of a bounded set of real numbers that can be added
to the set, establishing its fundamental structure.

In our pursuit of optimizing computations on polynomial rings, particularly in the context of solving
the NTRU equation, we have strategically employed number fields to enhance efficiency and perfor-
mance. This strategic utilization of number fields carries significant practical implications, particularly
for the post-quantum Falcon signature algorithm. Notably, our optimizations enable the complete utiliza-
tion of the Falcon signature algorithm on small microcontrollers or even smart cards, with the algorithm
requiring a mere 32 kilobytes of RAM to operate effectively. This level of resource efficiency extends
to the implementation of long-term secure NTRU lattices (degree n = 1024), showcasing that all signa-
ture operations, including signature generation, verification, and key pair generation, can be seamlessly
executed on such resource-constrained hardware environments. This breakthrough paves the way for
the widespread deployment of robust cryptographic solutions in diverse computing environments, from
embedded systems to IoT devices, without compromising on security or performance.
We also list several open questions below:

Non-cyclotomic polynomials: In our description, we covered cyclotomic polynomials as a covering
module. This approach can be extended to other modules. In fact, for any module

φ = φ′(xd)

for some d > 1, the use of a “number field” can divide the degree by d for the purposes of calculating
residuals and solving the NTRU equation.

Even if φ is not irreducible inQ[x], i.e., ifQ[x]/(φ) is not actually a field, the general case remains a
problem for further investigation. However, the use of reducible modules in NTRU lattices is generally
not recommended.

While our achievements in memory management are indeed significant, the challenge of effectively
handling large integers remains a prominent concern that warrants continued exploration. From the per-
spective of implementation complexity, the prospect of eliminating large integers, for instance by con-
ducting all operations in the Residue Number System (RNS), without adversely impacting the execution
time and memory requirements of our algorithms, presents an intriguing area for further investigation
and potential optimization. This pursuit holds the promise of streamlining computational processes and
resource utilization, contributing to enhanced efficiency across a spectrum of cryptographic applications.

In addition to addressing the management of large integers, it is imperative to explore potential ap-
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plications of the method proposed in this paper to enhance the efficiency of other encryption algorithms.
Just as we have demonstrated a constructive application of a number field in this work, distinct from the
approach in a previous study, there is merit in investigating a constructive application of lattice track-
ing, as opposed to a different reference. This comparative exploration can shed light on the adaptability
and versatility of our proposed methodology within the broader landscape of encryption and security
protocols.

Furthermore, leveraging the method outlined in this paper to enhance attacks on a specific field or
even on field tracking holds the potential to yield valuable insights, opening up new possibilities for
specialized analysis applications in the realm of cryptography and security. These potential directions
for further exploration underscore the multifaceted implications of the research presented in this paper,
offering promising avenues for continued advancements in cryptographic techniques and their practical
applications. This comprehensive approach to exploring the broader implications of our work sets the
stage for future breakthroughs in the field of cryptography and computational security, paving the way
for innovative solutions and heightened resilience in the face of evolving security challenges.

Conclusion

We presented the use of the norm field to optimize some computations on polynomial loops, especially
the results and solutions of the NTRU equation. The second practical result is that Falcon’s post-quantum
signature algorithm is fully usable on small microcontrollers or even smart cards since 32 KB of RAM are
required to run our algorithm even for a long-term secure NTRU network (degree n = 1024). Enough.:
All operations related to signatures (signature generation, verification, and key pair generation) can be
placed on such limited hardware.
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چکیده مقاله اطلاعات

عمومی کلید مانند نامتقارن طرح هاي از بسیاري طراحی در
می کنند. استفاده NTRU مشبکه هاي از دیجیتال امضاي و
می  شود: تشکیل مرحله سه از امضا طرح یک مفهومی به صورت
خصوصی کلید تولید براي تصدیق. و امضا خصوصی، کلید تولید
معمولی لپ    تاپ یک در NTRU بر مبتنی امضاي طرح هاي در
صرف زیادي زمان (Intel Core i7-6567U 3.30 GHz)
به مراتب تصدیق و امضا درحالی که ثانیه) یک از (بیش می شود
مقالۀ ثانیه). یک هزارم مثال (براي دارند نیاز کمتري زمان
کلید تولید مرحلۀ زمان کاهش براي راهکارهایی ارائۀ به فعلی
مطالعه مورد قبلی روش هاي مقاله، این در می پردازد. خصوصی
میدان نرم بر مبتنی جدید روش یک سپس و می گیرند قرار
زمان آن، از استفاده با که می شود داده نشان و می گردد معرفی

می کند. پیدا کاهش ملاحظه اي قابل به طور اجرا

مقاله: نوع
پژوهشی مقالۀ

١۴٠٢/١١/٢٠ دریافت: تاریخ
١۴٠٣/١/٢٨ بازنگري: تاریخ
١۴٠٣/٣/٣٠ پذیرش: تاریخ

١۴٠٣/۵/٣٠ انتشار: تاریخ

کلیدي: کلمات
پساکوانتومی، رمزنگاري طرح هاي
مبنا، مشبکۀ رمزنگاري طرح هاي

،NTRU بر مبتنی رمزنگاري طرح هاي
میدان نرم بر مبتنی الگوریتم هاي

ریاضی: رده بندي
20F05, 05C05

به NTRU مشبکه هاي کلید تولید الگوریتم کارآمدي افزایش .(١۴٠٣) احمد. غلامی، محمدحسین.، زاده، نوراله رضا.، علیمرادي، استناد:
.۴٧٠- ١ ،(١)٢ کاربردها، و اندازه جبرهاي میدان. نرم کمک

http://doi.org/10.22091/MAA.2024.10396.1014

قم. دانشگاه ناشر:
نویسندگان.
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مقدمه ١

مشبکه هاي براي که زمانی مشبکه ها نظریۀ در رایج الگوریتم هاي از بسیاري هستند. عمومی مشبکه هاي از خاصی حالت NTRU مشبکه هاي
مانند نامتقارن طرح هاي از بسیاري طراحی براي عمل در هستند. پیاده سازي قابل کارآمدتري بسیار به صورت می شوند، استفاده NTRU
... و رمزي متن کلید، مانند اصلی عناصر NTRU بر مبتنی طرح هاي در می شود. استفاده مشبکه ها این از دیجیتال امضاي و عمومی کلید
با چندجمله اي دو یا یک NTRU بر مبتنی طرح هاي از برخی در استفاده مورد خصوصی کلید خاص، به طور هستند. چندجمله اي نوع از
یک در بلند و کوتاه پایه هاي به عنوان می توان را این ها که است بزرگ ضرایب با چندجمله اي دو یا یک عمومی کلید و کوچک، بسیار ضرایب

هستند: NTRU معادلۀ حل مستلزم کلید، تولید براي معمولاً مشبکه، بر مبتنی رمزنگاري طرح ها ي از تعدادي گرفت. در نظر  مشبکه

fG−gF=q mod xn+١.

دارند. قرار Z[x]/ (xn+١) در چندجمله اي ها که است ذکر به لازم است. معادله براي G و F محاسبۀ هدف، و بوده ثابت g و f اینجا در
خاص: به طور پرداخت. خواهیم نیز نیاز مورد ریاضی پیش نیاز هاي مطالعۀ و بررسی به مقاله این در

داشت، خواهیم مشبکه مفاهیم بر مروري -

می کنیم، گردآوري را NTRU مشبکه هاي از نیاز مورد مفاهیم -

می دهیم، قرار مطالعه مورد را آن با مرتبط مفاهیم و میدان نرم -

است)، گرفته قرار استفاده مورد مقاله (در داشت خواهیم کاراتسوبا ضرب بر مروري -

می کنیم. بررسی را حلقه ها برج نهایت در و -

این بر نامتقارن سامانۀ یک شدند. معرفی [٩] مقاله در ارائه با ”هلمن” و ”دیفی” توسط ١٩٧۶ سال در نامتقارن رمزنگاري سامانه هاي
می گیرد قرار استفاده مورد اطلاعات رمزنگاري براي یک طرفه تابع یک انضمام به اطلاعات از متناهی مجموعه اي که است شده بنانهاده مفهوم
به است. نیاز اطلاعات از دیگري متناهی مجموعۀ به رمزشده داده هاي رمزگشایی براي و نیست کافی رمزگشایی براي اطلاعات این ولی
تابع می شود. گفته خصوصی” ”کلید رمزگشایی براي نیاز مورد اطلاعات مجموعۀ به و عمومی” ”کلید رمزگذاري، براي لازم اطلاعات مجموعۀ
ElGamal مانند نامتقارن رمزنگاري سامانه هاي اساس که است گسسته لگاریتم و اعداد تجزیۀ نامتقارن رمزگذاري در پرکاربرد یک طرفۀ
قابل حل کوانتوم، محاسبات توسعۀ و قدرت بهبود با که استوارند اعداد نظریۀ مسائل پایۀ بر سامانه ها این می د  هد. تشکیل را RSA ، ECC،
چیزي که می کند؛ امیدوار نامتقارن، رمزنگاري براي دیگري نامزد دستیابی به را دانشمندان مشبکه، مسائل دشواري روي تحقیقات هستند.
کوتاه ترین مسائل به می توان شد؛ خواهند معرفی مقاله این در که مشبکه در دشوار مسائل ازجمله نیست. مشبکه بر مبتنی رمزنگاري جز
آن به که است NTRU رمزنگاري سامانۀ مشبکه، بر مبتنی کارآمد فوق العاده سامانه هاي از یکی کرد. اشاره بردار٢ نزدیک ترین و بردار١

می کند. اخذ SVP مسئلۀ سختی از را خود امنیت سامانه، این پرداخت. خواهیم
جمع اعمال به نسبت که است بردارها از مجموعه اي ،R حقیقی اعداد روي V برداري فضاي یک می گردد: بیان لازم ریاضی مقدمات ادامه در

شده ایم. محدود صحیح اعداد با بردارها ضرب به آن در که است برداري فضاي به شبیه مشبکه یک است. بسته ضرب و

آن ویژگی هاي و مشبکه بنیادي تعاریف ١. ١
ترکیبات تمام مجموعۀ آن، توسط تولیدشده L مشبکۀ باشد، خطی مستقل بردارهاي از مجموعه اي v١, v٢, . . . , vn اگر .١. ١ تعریف

هستند: صحیح اعداد ضرایب که است v١, v٢, . . . , vn از خطی

L = L (v١, v٢, . . . , vn) = {a١v١ + a٢v٢ + · · ·+ anvn : ai ∈ Z} .

می نامند. L مشبکۀ بعد را n و پایه ،v١, v٢, . . . , vn مجموعۀ

که ،W = AV آنگاه باشند، L مشبکۀ براي پایه هایی W = {w١, w٢, . . . , wn} و V = {v١, v٢, . . . , vn} اگر .١. ٢ گزاره
.|det (A) | = ١ و است صحیح درایه هاي با ماتریسی A

1 Shortest Vector Problem (SVP)
2Closest Vector Problem (CVP)
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داریم ،wi ∈ L ازآنجاکه اثبات.
w١ = a١١v١ + a١٢v٢ + . . . a١nvn

w٢ = a٢١v١ + a٢٢v٢ + . . . a٢nvn
...

wn = an١v١ + an٢v٢ + . . . annvn .

به عبارت دیگر .aij ∈ Z که است درحالی این
w١

w٢
...
wn

 =


a١١ a١٢ . . . a١n

a٢١ a٢٢ . . . a٢n
... ... . . . ...
an١ an٢ . . . ann




v١

v٢
...
vn

 .

می توان ازطرفی هستند. صحیح A درایه هاي که W = AV درنتیجه می نامیم. A را


a١١ a١٢ . . . a١n

a٢١ a٢٢ . . . a٢n
... ... . . . ...
an١ an٢ . . . ann

 ماتریس

داریم ،W = AV چون و V = BW که است موجود B ماتریس می دانیم زیرا هستند؛ صحیح نیز A−١ درایه هاي که گرفت نتیجه
ازطرفی است. صحیح ماتریسی A−١ به عبارت دیگر می دهد. نتیجه را B = A−١ تساوي ،W وارون پذیري نهایت در .V = A−١W

می آید. دست به حکم درنتیجه .|det (A) | = ١ گفت می توان پس ،det (A) .det
(
A−١) = ١ می دانیم

می نامند. مادولار١ یونی ماتریس هاي را ،١ برابر دترمینان مطلق قدر با همراه صحیح درایه هایی فوق، ویژگی با ماتریس هایی .١. ٣ تعریف
زیر مجموعۀ را، پایه این به منسوب L مشبکۀ اصلی دامنۀ باشد، {v١, v٢, . . . , vn} پایۀ با بعدي n مشبکۀ L کنید فرض .۴ .١ تعریف

می گیریم نظر در
F (v١, v٢, . . . , vn) = {t١v١ + t٢v٢ + . . . tnvn : ٠ ≤ ti < ١} .

است. شده آورده ١ شکل در آن اصلی دامنۀ و بعدي ٢ مشبکۀ از مثالی

به صورت منحصربه فردي نمایش w ∈ Rn بردار هر آنگاه باشد، آن اصلی دامنۀ F و بعدي n مشبکه اي L ⊆ Rn اگر .۵ .١ گزاره
.a ∈ L و t ∈ F که دارد w = t+ a

نوشت آن ها از خطی ترکیب به صورت را w می توان بگیریم؛ نظر در L مشبکۀ براي پایه به عنوان را {v١, v٢, . . . , vn} اگر اثبات.

w = b١v١ + b٢v٢ + · · ·+ bnvn.

و t١+t٢+· · ·+tn برابر را t می توان پس .(١ ≤ i ≤ n هر (براي ai ∈ Z و ٠ ≤ ti < ١ که bi = ti+ai نوشت می توان ازطرفی
w؛ = t+a = t′+a′ می کنیم فرض ،w = t+aنمایش منحصربه فردي اثبات براي گرفت. نظر در a١ +a٢ + · · ·+an برابر را a
ترتیب همین به .٠ ≤ ti < ١ که t = t١v١ + t٢v٢ + . . . tnvn داریم t ∈ F ازآنجاکه .a, a′ ∈ L و t, t′ ∈ F که
.ai ∈ Z که a = a١v١ + a٢v٢ + · · ·+ anvn داریم a ∈ L ازآنجاکه .٠ ≤ t′i < ١ که t′ = t′١v١ + t′٢v٢ + · · ·+ t′nvn

داریم درنتیجه .a′i ∈ Z که a′ = a′١v١ + a′٢v٢ + · · ·+ a′nvn ترتیب همین به

w = (t١ + a١) v١ + · · ·+ (tn + an) vn =
(
t′١ + a′١

)
v١ + . . .

(
t′n + a′n

)
vn .

درنتیجه .(١ ≤ i ≤ n هر (براي ti + ai = t′i + a′i داریم ،{v١, v٢, . . . , vn} استقلال دلیل به ازطرفی

ti − t′i = a′i − ai .

می دهد. نتیجه را w نمایش یکتایی نهایت؛ در که شد خواهند صفر تساوي طرف دو هر پس
1Uni Modular
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می نامیم. L دترمینان می دهند، نمایش V ol (F ) با که را F حجم باشد، آن اصلی دامنۀ F و بعدي n مشبکۀ L کنید فرض .۶ .١ تعریف

داریم ،F اصلی دامنۀ و {v١, v٢, . . . , vn} پایۀ هر براي باشد. بعدي n مشبکه اي L کنید فرض هادامارد). (نامساوي ١. ٧ گزاره

det (L) = V ol (F ) ≤ ||v١|| ||v٢|| . . . ||vn||

شد. خواهد تساوي به تبدیل بالا نامساوي باشند، متعامد پایه ها اگر و

داریم باشد، پایه این به منسوب L اصلی دامنۀ F همچنین و آن پایۀ {v١, v٢, . . . , vn} ،n بعد با مشبکه اي L ⊆ Rn اگر .١. ٨ گزاره

V ol (F ) = |det (V ) | ;

است. vi درایه هاي با معادل ام i سطر در ،(n× n (ماتریس V درایه هاي درحالی که

داریم انتگرال، تعریف بنابر اثبات.
V ol (F ) =

∫
F
dx١ dx٢ . . . dxn ,

نوشت می توان t ∈ Cn X؛ = tV ازآنجاکه .X = (x١, x٢, . . . , xn) ∈ F ∫به طوري که
F
dx١ dx٢ . . . dxn

=

∫
CnV

dx١ dx٢ . . . dxn

=

∫
Cn

|det (V ) | dt١ dt٢ . . . dtn

= |det (V ) |
∫
Cn

dt١ dt٢ . . . dtn

= |det (V ) | ,

می آید. دست به حکم درنتیجه

دارند. یکسانی حجم دلخواه)، پایۀ هر به (منسوب L اصلی دامنه هاي تمام آنگاه باشد، n بعد با مشبکه اي L ⊆ Rn اگر .١. ٩ نتیجه
است. پایا det (L) مقدار به عبارت دیگر؛

دهیم نشان باید باشند؛ L مشبکۀ براي پایه دو {w١, w٢, . . . , wn} و {v١, v٢, . . . , vn} اگر اثبات.

|det (V ) | = |det (W ) | ,

.|det (A) | = ١ که V = AW داریم ،١. ٢ گزاره به توجه با wiاست. سطرهاي با Wماتریسی و vi سطرهاي با ماتریسی V درحالی که
داشت خواهیم

|det (V ) | = |det (AW ) |

= |det (A) det (W ) |

= |det (A) | |det (W ) |

= |det (W ) |

می آید. دست به حکم درنتیجه
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آن. اصلی دامنۀ و L ٢-بعدي مشبکۀ :١ شکل

مشبکه در دشوار مسائل ١. ٢
نسبت مشبکه در بردار نزدیک ترین یافتن و مشبکه در ناصفر بردار کوتاه ترین کردن پیدا از عبارت اند مشبکه ها، در بنیادي محاسباتی مسائل

دلخواه. برداري به
باشد. ممکن مقدار کمترین ||v|| که است L مشبکۀ در v ناصفر بردار یافتن مطلوب بردار: کوتاه ترین مسئلۀ

به ازاي به عبارت دیگر؛ باشد. نزدیک ترین w ∈ Rn داده شده بردار به نسبت که است v ∈ L بردار یافتن مطلوب بردار: نزدیک ترین مسئلۀ
.||w − v|| ≤ ||w − a|| باشیم داشته ،a ∈ L  هر

دیگر؛ طرف از می یابد. افزایش مشبکه بعد وقتی به خصوص هستند. دشوار بسیار محاسباتی ازلحاظ CVP و SVP مسئلۀ دو هر
SVP مسئلۀ که است ذکر به لازم دارند. محض و کاربردي ریاضیات مباحث در بسیاري کاربردهاي مسائل، این براي تخمینی جواب هاي

است. CVP مسئلۀ از خاصی حالت
بردار٣ نزدیک ترین تقریب مسئلۀ و بردار٢ کوتاه ترین تقریب مسئلۀ پایه١، کوتاه ترین مسئلۀ به می توان مشبکه، در دیگر مسائل ازجمله

کرد. اشاره
SBP از متفاوتی نسخه هاي است. L مشبکۀ براي {v١, v٢, . . . , vn} پایۀ کوتاه ترین یافتن مطلوب پایه: کوتاه ترین مسئلۀ

است. پایه» «اندازة تعریف به وابسته یک هر که هستند موجود
که است v ∈ L بردار یافتن مطلوب باشد، L بعد داراي L مشبکۀ کنید فرض بردار: کوتاه ترین تقریب مسئلۀ

باشد. متفاوت می تواند جواب ،f (n) انتخاب به بسته که؛ است روشن .||v|| < f (n) ||vshortest||
هر به ازاي  که است u ∈ L بردار یافتن مطلوب باشد. Rn در دلخواهی بردار w کنید فرض بردار: نزدیک ترین تقریب مسئلۀ

.||w − u|| ≤ γ ||w − v|| باشیم داشته ،v ∈ L

مشبکه در بردار کوتاه ترین اندازة از تقریب هایی ١. ٣
هرمیت۴ چون قضایایی از استفاده با چنان که می پردازیم. مشبکه در بردار کوتاه ترین اندازة به بخش این در SVP؛ مسئلۀ اهمیت به توجه با

است. مشبکه دترمینان و بعد به وابسته کران این می آوریم. دست به SVP مسئلۀ جواب براي بالایی کران مینکوفسکی۵، و

که است v ∈ L ناصفر بردار شامل ،n بعد با L مشبکۀ هر (هرمیت). ١. ١٠ قضیه

||v|| ≤
√
ndet(L)

١
n .

که است v ناصفر بردار شامل L بعدي n مشبکۀ که است مقداري کوچکترین ،γn هرمیت ثابت داده شده، n براي .١. ١١ تعریف
.||v||٢ ≤ γndet(L)

٢
n

1Shortest Basis Problem(SBP)
2 Approximate Shortest Vector Problem (appr. SVP)
3 ApproximateClosest Vector Problem (appr. CVP or γ -CVP)
4 Hermit
5 Minkowski



۵٠ ١۴٠٣ ،١ شماره ،٢ دوره کاربردها، و اندازه جبرهاي

است آمده دست به n = ٢۴ و ١ ≤ n ≤ ٨ براي γn دقیق مقدار .γn ≤ n ،١. ١٠ قضیه بنابر

γ٢
٢ =

۴
٣
, γ٣

٣ = ٢ , γ۴
۴ = ۴ , γ۵

۵ = ٨

γ۶
۶ =

۶۴
٣
, γ٧

٧ = ۶۴ , γ٨
٨ = ٢۵۶ , γ٢۴ = ۴.

آمده اند دست به زیر کران هاي ،n بزرگ مقادیر براي است. بزرگ n با γnاي یافتن مطلوب رمزي، سامانه هاي در که است روشن
n

٢πe
≤ γn ≤

n

πe
;π = ٣٫١۴١۵٩ . . . , e = ٢٫٧١٨٢٨.

پایۀ کرد ثابت می توان مثال؛ به عنوان دارند. سروکار بیشتري بردارهاي تعداد با که موجودند ١. ١٠ قضیه از دیگري صورت هاي .١. ١٢ تذکر
که دارد وجود L بعدي n مشبکۀ براي {v١, v٢, . . . , vn}

||v١|| ||v٢|| . . . ||vn|| ≤ n
n
٢ det (L) .

مقدار برابر L مشبکۀ براي V = {v١, v٢, . . . , vn} پایۀ هادامارد نسبت .١. ١٣ تعریف

H (V ) =
det (L)

||v١|| ||v٢|| . . . ||vn||

نقص را هادامارد نسبت (معکوس می شود. ١ برابر مقدار این باشند، متعامد بردارها هنگامی که و ٠ < H (V ) ≤ ١ داریم می شود. تعریف
گویند.) تعامد

تعاریف به احتیاج مینکوفسکی قضیۀ شرح براي می گیرد. قرار استفاده مورد مینکوفسکی قضیۀ از نتیجه اي هرمیت، قضیۀ اثبات براي
داریم. زیر

را r شعاع و a مرکز به بسته گوي ،r > ٠ و a ∈ Rn هر براي .١۴ .١ تعریف

Br (a) = {x ∈ Rn : ||x− a|| ≤ R }

می کنیم. تعریف

باشد؛ Rn از زیرمجموعه اي S اگر .١۵ .١ تعریف
باشد. Br (٠) گوي داخل S که باشد موجود r > ٠ یعنی باشد؛ کران دار S بردارهاي طول هرگاه گویند، کران دار را S الف)

باشد. S به متعلق نیز −a ،a ∈ S هر براي اگر است، متقارن S ب)
باشد. S به متعلق نیز b و a واصل خط سرتاسر ،a, b ∈ S به ازاي اگر است، محدب S ج)

.a ∈ S باشیم داشته باشد، S از نقطه یک حداقل شامل Br (a) که r > ٠ و a ∈ Rn به ازاي هر هرگاه است، بسته S د)

که باشد متقارن و محدب کران دار، مجموعۀ S ∈ Rn و بعدي n مشبکه اي L ∈ Rn اگر (مینکوفسکی). ١۶ .١ قضیه
مختار فوق نامساوي و بسته S اگر به علاوه؛ شد. خواهد L مشبکۀ از ناصفر بردار یک حداقل شامل S آنگاه ،V ol (S) > ٢ndet (L)

است. برقرار همچنان حکم شود، نیز تساوي به

باشد. ٢B اضلاع طول با صفر مرکز به Rn در ابرمکعب S همچنین و بعدي n مشبکۀ L ∈ Rn می کنیم فرض اثبات، براي اثبات.
به عبارت دیگر؛

S = {(x١, x٢, . . . , xn) ∈ Rn : −B ≤ xi ≤ B} .

B = det(L)
١
n می دهیم قرار ،V ol (S) = (٢B)n ازآنجاکه است. متقارن و محدب بسته، کران دار، مجموعه اي S که است روشن

می بریم کار به ٠ ̸= a ∈ S ∩ L براي را ١۶ .١ قضیه حال شود. برقرار ٢ndet (L) ≤ V ol (S) شرط تا

||a|| =
√
a٢

١ + · · ·+ a٢
n ≤
√
nB =

√
ndet(L)

١
n .

می آید. دست به حکم درنتیجه
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این انجام به منظور بخشید. بهبود ابرکره، یک براي ١۶ .١ قضیه به کارگیري با را ١. ١٠ قضیه در ظاهرشده ثابت که دارد وجود امکان این
داریم. Rn در گوي یک حجم دانستن به نیاز کار؛

با است برابر s > ٠ براي Γ (s) تابع .١. ١٧ تعریف

Γ (s) =

∫ ∞

٠
tse−tdt

t
.

است. se برابر تقریبی به طور Γ(١ + s)
١
s تابع ،s بزرگ مقادیر براي استرلینگ). (تقریب ١. ١٨ گزاره

داریم آنگاه باشد، Rn در r شعاع به گوي Br (a) اگر .١. ١٩ قضیه

V ol (Br (a)) =
π

n
٢ Rn

Γ
(

١ + n
٢
) .

داشت خواهیم ،١. ١٨ گزاره بنابر باشد، بزرگ مقداري n که هنگامی .١. ٢٠ تذکر

V ol(Br (a))
١
n =

√
٢πe
n
r.

که می کنیم انتخاب طوري را r و می دهیم قرار Br (٠) گوي را S مجموعۀ بار این می گیریم، نظر در را ١۶ .١ قضیه دوباره

٢n det (L) ≤ V ol (S) (١. ١)

داریم ١. ٢٠ تذکر بنابر ،n بودن بزرگ فرض با است. L مشبکۀ ناصفر بردار یک حداقل شامل Br (٠) که کرد حاصل اطمینان می توان پس

V ol(Br (٠))
١
n =

√
٢πe
n
r.

می کند ایجاب (٢. ١) شرط √ازطرفی
٢n
πe

det(L)
١
n ≤ r.

به عبارت دیگر می گیرد. قرار گوي این داخل که است موجود v ∈ L گرفت نتیجه می توان پس

||v|| ≤
√

٢n
πe

det(L)
١
n .

مجهول مشبکه در بردار کوتاه ترین اندازة براي واقعی کران اگرچه آوردیم. دست به ١. ١٠ قضیه به نسبت بهتري کران که می شود مشاهده
باشد، صفر مرکز به بزرگ Brگویی (٠) کنید فرض زد. تخمین احتمالاتی آرگومان هاي با را آن اندازة می توان باشد؛ بزرگ n وقتی اما است،

با است برابر تقریبی به طور Br (٠) در L مشبکۀ نقاط تعداد آنگاه
V ol (Br (٠))
V ol (F )

.

می آید دست به ١. ٢٠ تذکر بنابر که ،V ol (F ) = V ol (Br (٠)) داریم باشد، یک برابر تعداد این اگر حال

r ≈
√

n

٢πe
det(L)

١
n .

است برابر تقریبی به طور L در گوسی انتظار مورد ناصفر بردار کوتاه ترین طول باشد، بعدي n تصادفی مشبکۀ L کنید فرض .١. ٢١ تعریف
با

σ (L) =

√
n

٢πe
det(L)

١
n .

داریم بعدي، n تصادفی مشبکه هاي و بزرگ کافی به قدر nهاي تمام براي آنگاه باشد، ثابت ϵ > ٠ اگر دقیق تر؛ به طور

(١− ϵ)σ (L) ≤ ||vshortest|| ≤ (١ + ϵ)σ (L) .
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انتظار مورد بردار کوتاه ترین طول به دستیابی به منظور پس شود. Brاستفاده (٠) دقیق فرمول است بهتر کوچک، nهاي براي .١. ٢٢ تذکر
داشت خواهیم گوسی،

V ol (Br (٠)) = V ol (F )

=⇒ π
n
٢ rn

Γ
(

١ + n
٢
) = det (L)

=⇒ r =
Γ
(

١ + n
٢
) ١

n

√
π

det(L)
١
n

=⇒ σ (L) =
Γ
(

١ + n
٢
) ١

n

√
π

det(L)
١
n .

با است برابر آن دقیق مقدار درحالی که ،٠٫۵٩٢٧ det(L)
١
۶ با است برابر σ (L) تقریبی مقدار ،n = ۶ براي به طور مثال؛

درحالی که ،٢٫۴٢٠det(L)
١

١٠٠ با است برابر σ (L) تقریبی مقدار ،n = ١٠٠ اگر اما متفاوت اند. باهم که ٠٫٧۶٠۵؛ det(L)
١
۶

دارند. ناچیزي تفاوت که ٢٫۴٩٠det(L)؛
١

١٠٠ با است برابر آن دقیق مقدار

مشبکه در مطلوب پایه ها ي ۴ .١
دشوار نه تنها SVP مسئلۀ آنگاه باشند. متعامد دو به دو viها که کنید تجسم قسمی به را L (v١, v٢, . . . , vn) مشبکۀ شروع؛ براي
دلخواه ضرایب مجموعۀ هر براي باشند، متعامد دو به دو v١, v٢, . . . , vn اگر زیرا می رسد؛ نهایی جواب به ساده بسیار بلکه نیست،

داریم ،a١, a٢, . . . , an ∈ Z

||a١v١ + a٢v٢ + · · ·+ anvn||٢ = a٢
١||v٢||١ + a٢

٢||v٢||٢ + . . . a٢
n||vn||

٢.

داشت خواهیم باشد، پایه بردار کوتاه ترین vj ١؛ ≤ j ≤ n هر براي اینکه فرض با

||a١v١ + a٢v٢ + · · ·+ anvn||٢ ≥ ||vj ||٢
(
a٢

١ + a٢
٢ + · · ·+ a٢

n

)
≥ ||vj ||٢.

پایه هاي به دستیابی بالا، بعد با مشبکه هاي مورد در ازآنجاکه اما باشد. کمتر vj نرم از نمی تواند viها از خطی ترکیب هیچ نرم به عبارت دیگر؛
مقدار افزایش بر سعی دیگر؛ بیانی به می دهیم. تقلیل کوتاه، تاحدامکان و شبه متعامد پایه هاي یافتن به را خود هدف است، بعید متعامد کاملاً

پایاست. مقداري مشبکه، دترمینان زیرا داریم. ،١ به آن نزدیکی تا هادامارد نسبت

مشبکه کاهش مفهوم ۵ .١
و محض علوم مختلف شاخه هاي در گسترده بسیار کاربرد دلیل به SVP و CVP مثل مسائلی حل خصوصاً و مشبکه که کردیم اشاره
بالندگی اوج به بیستم قرن ابتداي در «هرمیت» و «مینکوفسکی» کارهاي با و بوده ریاضیدانان توجه مورد سال، ١۵٠ از بیش براي کاربردي،
از خوب) نه چندان (حتی تقریبی بتواند لااقل که الگوریتم هایی دنبال به جستجو محاسبات، سریع ابزارهاي به  عنوان کامپیوترها ظهور با رسید.
الگوریتم هایی گرفت. قرار پژوهشگران از بسیاري کار دستور در بیاورد دست به مفروض پایه هاي با مشبکه یک بردار نزدیک ترین یا کوتاه ترین
چنین «لواش»٢، مجارستانی نابغۀ همراه «لنسترا»١به برادران ١٩٨٢ سال در اینکه تا باشند. مشبکه براي مطلوب پایه هاي ارائۀ به قادر که
که کرانی از بهتر ناشناخته اي و عجیب به طرز که شد مشخص بعداً که الگوریتمی [٢١]؛ کردند ارائه LLL الگوریتم به معروف را الگوریتمی

می کند. عمل شده اثبات آن براي

LLL الگوریتم ١ .۵ .١
چندجمله اي زمان با کارآمد الگوریتمی ارائۀ و کاهش یافته٣ پایه هاي از هوشمندانه اي تعریف دادند، انجام LLL الگوریتم ابداع کنندگان که کاري

بود. پایه هایی چنین محاسبۀ براي
1 Lenstra
2 Lov’asz
3 Reduced Basis
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نسبتاً نرم با بردارهایی با همراه متعامد، تقریباً پایه هایی ،LLL کاهش یافتۀ پایه هاي مشبکه، یک در .(LLL کاهش یافتۀ (پایۀ ١. ٢٣ تعریف
الگوریتم از (به دست آمده آن متناظر متعامد پایۀ

{
v∗١ , v

∗
٢ , . . . , v

∗
n

}
و L مشبکۀ پایۀ {v١, v٢, . . . , vn} کنید فرض هستند؛ کوچک

می شود. تعریف زیر شرایط با ،L مثل مشبکه یک از {v١, v٢, . . . , vn} کاهش یافتۀ پایۀ اینجا در باشد. گرام-اشمیت)
.|µi,j | ≤ ١

٢ گرام-اشمیت، فرآیند در یعنی این و
∣∣∣∣⟨vi,v∗j ⟩||v∗j ||

٢

∣∣∣∣ ≤ ١
٢ باشیم داشته ١ ≤ j < i ≤ n هر براي باید اندازه) ١-شرط

با است معادل فوق شرط زیرا است؛ درجه ۶٠ از بیشتر خودش از قبل v∗j با vi بردار هر زاویۀ به عبارت دیگر

٢
∣∣⟨vi, v∗j ⟩∣∣ ≤ ∣∣∣∣v∗j ∣∣∣∣٢

.

داریم v∗j تعریف v∗j∣∣∣∣بنابر ∣∣∣∣٢ ≤ ||vj ||
∣∣∣∣v∗j ∣∣∣∣ ,

داریم شده اند، مرتب اندازه ترتیب به vi از قبل vjهاي ازآنجاکه اما

||vj ||
∣∣∣∣v∗j ∣∣∣∣ ≤ ||vi|| ∣∣∣∣v∗j ∣∣∣∣ ,

درنتیجه
٢
∣∣⟨vi, v∗j ⟩∣∣ ≤ ||vi|| ∣∣∣∣v∗j ∣∣∣∣ .

.||v∗i ||٢ ≥
(

٣
۴ − µ

٢
i,j−١

) ∣∣∣∣v∗i−١
∣∣∣∣٢ باشیم داشته ١ ≤ i ≤ n هر براي باید لواش) شرط -٢

گرفته L مشبکۀ از ورودي به عنوان را {v١, v٢, . . . , vn} نامتعامد و پایه بردارهاي الگوریتم، این می پردازیم؛ LLL الگوریتم به شرط حال
که می کند تولید قسمی به را

{
v′١, v

′
٢, . . . , v

′
n

}
جدید پایه هاي و

Span ({v١, v٢, . . . , vn}) = Span
({
v′١, v

′
٢, . . . , v

′
n

})
.١

کنند. صدق لواش و اندازه شرط دو هر در v′iها .٢

[1] Input a basis {v1, . . . , vn} for a lattice L
[2] Set k = 2

[3] Set v∗1 = v1

[4] Loop while k ≤ n
[5] Loop j = 1, 2, 3, . . . , k − 1

[6] Set vk = vk −
⌊
µk, j⌉ v∗j [Size Reduction]

[7] End j Loop
[8] If ||v∗k||

2 ≥
(
3
4 − µ

2
k,k−1

) ∣∣∣∣v∗k−1

∣∣∣∣2 [Lov’asz Condition]

[9] Set k = k + 1

[10] Else
[11] Swap vk−1 and vk [Swap Step]
[12] Set k = max (k − 1, 2)

[13] End If
[14] End k Loop
[15] Return LLL reduced basis {v1, . . . , vn}
Note: At each step, v∗1, . . . , v∗k is the orthogonal set of vectors obtained by applying Gram-

Schmidt to the current values of v1, . . . , vk and µi,j is the associated quantity
(
vi .v

∗
j

)
/
∣∣∣∣∣∣v∗j ∣∣∣∣∣∣2.
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مشبکه بر مبتنی نامتقارن رمزنگاري سامانه ها ي ۶ .١
امیدي روزنۀ هستند، مشکل مسائلی تصادفی مشبکههاي در CVP و SVP مسائل حل آن که اثبات با ،1998 تا ۶199 سال هاي خلال در
رمزنگاري سامانههاي بین از شد. گشوده مشبکه در مسائل این حل دشواري بر مبتنی و جدید نامتقارن رمزنگاري سامانه هاي پیاده سازي براي
را عمومی اعتماد زیاد اصلاحات با نهایتاً توانست [١٩] شد معرفی 1998 سال در رسماً که ،NTRU سامانۀ مشبکه، بر مبتنی عمومی کلید
سامانۀ اولین می توان را NTRU رمز سامانۀ .[٢٨] کند پیدا راه صنعت به ،IEEE P1363.1 عنوان با استانداردسازي از پس و کرده جلب
،ECC یا RSA مثل شناخته شده اي رمزي سامانه هاي با مقایسه در می داند. SVP مسئلۀ حل اساس بر را خود امنیت که دانست عملی
پیچیدگی با محاسباتی عملیات سامانه، این در چراکه است. پایین پیاده سازي هزینه و بالا بسیار سرعت رمز سامانۀ این مزیت بزرگ ترین

است. بیتی 9 حداکثر N و می گیرد انجام O(N)٢

NTRU رمزي سامانۀ ١ .۶ .١
ریاضیدان هایی توسط ،Crypto96 اجلاس جانبی نشست هاي خلال در غیررسمی به طور بار اولین براي NTRU عمومی کلید رمزنگاري سامانۀ
شد. منتشر [١٩] در رسمی به صورت آن جزییات بعد سال دو و معرفی سیلورمن٣ جوزف و پایفر٢ ژیل هافشتین١، نام هاي به براون دانشگاه از
درحال حاضر شدند. خنثی جزئی اصلاحات با حملات این تمامی شد، طراحی NTRU علیه که مؤثري حملات علی رغم دهه، یک خلال در
با را عمومی کلید رمزنگاري سامانۀ این نسخۀ اولین نیز IEEE ،١٣٨٨ سال اردیبهشت ماه در می شود. تلقی نفوذناپذیر NTRU هستۀ
است. بهینه و سریع سامانۀ این از صنعت استقبال و عمومی اعتماد بر دلیلی خود این که نمود منتشر و استانداردسازي P1363.1 شناسه
به شرکتی با خود محصولات در الگوریتم این به کارگیري در IBM و Sony ،NXP ،Motorola ،Cisco ،Intel مثل شرکت هایی اخیراً

کرده اند. آغاز را خود همکاري ،(Ntru: Security Innovation) نام همین

عملگرها و نمادها ٢ .۶ .١
با چندجمله اي هایی شامل R است. اول عددي N آن در که می گیرد انجام R = Z[x]

xN−١ حلقۀ در ،NTRU رمز سامانۀ در پایه عملیات
از چندجمله اي هایی که Rq =

Zq [x]
xN−١ و Rp =

Zp[x]
xN−١ چندجمله اي حلقه هاي همچنین هستند. صحیح ضرایب که است N − ١ درجۀ

بسیار q و اولند هم به نسبت q و p اعداد می گیرند. قرار استفاده مورد سامانه این در نیز ،q و p پیمانۀ به صحیح ضرایب با N − ١ درجۀ
.(p = ٣ معمول (به طور است p از بزرگ تر

d١ داراي که R حلقۀ به متعلق چندجمله اي هاي تمام می کنیم؛ تعریف را Γ (d١, d٢) ،d٢ ،d١ مثبت صحیح عدد هر براي .٢۴ .١ تعریف
گویند. سه گانه چندجمله اي چندجمله اي، این چنین به هستند. صفر ضرایب بقیۀ و است −١ ضریب d٢ و ١ ضریب

به طوري که باشند، N − ١ درجۀ از چندجمله اي دو b و a کنید فرض .٢۵ .١ تعریف

a =
N−١∑
j=٠

ajx
j , b =

N−١∑
j=٠

bjx
j .

می کنیم تعریف

c = a ∗ b =
N−١∑
i=٠

cix
i; ci =

N−١∑
j=٠

ajbi−j .

آن اول درایۀ N که می کنیم تعریف ٢Nتایی برداري را (a, b) باشند، N − ١ درجۀ از چندجمله اي دو b و a کنید فرض .٢۶ .١ تعریف
باشد. b چندجمله اي ضرایب دوم درایۀ N و a چندجمله اي ضرایب

NTRU سامانۀ عملکرد ٣ .۶ .١
نمود: توصیف زیر به صورت می توان را NTRU سامانۀ قبل، قسمت تعاریف اساس بر

1 J. Hoffstein
2 J. Pipher
3 J. Silverman
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انتخاب از پس می شوند. تولید تصادفی به صورت g ∈ Γ (dg, dg) و f ∈ Γ (df , df − ١) چندجمله اي دو خصوصی: کلید -
نامیده Fq و Fp به ترتیب و شده Rqمحاسبه Rpو حلقه هاي روي f وارون اقلیدسی، تعمیم یافتۀ الگوریتم از استفاده با ،g و f
چندجمله اي می توان صورت این  غیر در اما است. بالا بسیار باشد، وارون پذیر حلقه ها این روي f چندجمله اي آن که احتمال می شوند.

کرد. تولید جدیدي f

می شود محاسبه زیر به صورت که است h چندجمله اي ،NTRU سامانۀ عمومی کلید عمومی: کلید -

h = Fq ∗ g (mod q) .

می رود.) کار به رمزنگاري قسمت در dr (مقدار می شوند. منتشر عمومی به صورت نیز dr و N ،p ،q ،df ،dg مقادیر که است ذکر به لازم

در را ورودي پیام و کرده انتخاب r ∈ Γ (dr, dr) تصادفی چندجمله اي یک ابتدا رمز سامانۀ رمزنگاري، فرایند در رمزنگاري: -
می شود ارسال و محاسبه زیر به صورت رمز شده متن می کند. تبدیل −p

٢ و p
٢ بین ضرایبی با m ∈ R چندجمله اي یک قالب

e = p.h ∗ r +m (mod q) .

می کند عمل زیر به صورت e چندجمله اي داشتن اختیار در با ،m چندجمله اي محاسبۀ براي گیرنده رمزگشایی: -

f ∗ e = f ∗ (p.h ∗ r +m) (mod q) =⇒ f ∗ e = p.f ∗ h ∗ r + f ∗m (mod q) .

داشت خواهیم h جایگذاري با
e ∗ f = p.f ∗ Fq ∗ g ∗ r + f ∗m (mod q)

=⇒ f ∗ e = p.g ∗ r + f ∗m (mod q) .

چندجمله اي ضرایب که بود مطمئن می توان p مقدار همچنین و هستند کوچک ضرایب mداراي و f ،g ،r چندجمله اي هاي ازآنجاکه
،dg = ٢٠ ،dr = ١٨ پارامترهاي با سامانه اي براي پیشامد این وقوع عدم (احتمال می شوند واقع

(
− q

٢ ,
q
٢
]

بازه در فوق
داریم پس است). ١٠−۵ به نزدیک چیزي N = ١۶٧ ،P = ٣ ،q = ١٢٨ ،df = ۶١

f ∗ g = p.g ∗ r + f ∗m.

می کند محاسبه را f ∗ e ∗ Fp (mod p) مقدار گیرنده ادامه؛ در

f ∗ e ∗ Fp = p.g ∗ r ∗ Fp +m ∗ f ∗ Fp (mod p)

=⇒ f ∗ e ∗ Fp = m ∗ f ∗ Fp (mod p)

=⇒ f ∗ e ∗ Fp = m (mod p) .

می شود نتیجه پس دارند؛ قرار p
٢ و −p

٢ بین m چندجمله اي ضرایب می دانیم اما

f ∗ e ∗ Fp = m.

NTRU سامانۀ امنیت و مشبکه ۴ .۶ .١
دست به را g و f خصوصی کلیدهاي ،h عمومی کلید از استفاده با می بایست ،NTRU رمزي سامانۀ بر حمله به منظور شد؛ گفته آنچه بنابر
بر مبتنی سامانۀ ،NTRU رمزي سامانۀ داد؛ خواهیم نشان است. سامانه این به حمله کننده هدف (f, g) بردار یافتن به عبارت دیگر؛ آورد.

چندجمله اي به صورت را h عمومی کلید می توان است. SVP مسئلۀ حل با معادل سامانه، این به حمله و بوده مشبکه
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ماتریس توسط که داده نمایش LNTRU
h با را h به منتسب مشبکۀ گرفت. نظر در h (x) = h٠ + h١x+ . . . hN−١x

N−١

MNTRU
h =



١ ٠ . . . ٠ h٠ h١ . . . hN−١

٠ ١ . . . ٠ hN−١ h٠ . . . hN−٢
... . . . ... ... . . . ...

٠ . . . ٠ ١ h١ h٢ . . . h٠

٠ ٠ . . . ٠ q ٠ . . . ٠
٠ ٠ . . . ٠ ٠ q . . . ٠
... . . . ... ... . . . ...

٠ . . . ٠ ٠ ٠ . . . ٠ q


٢N×٢N

می شود. تولید

که است موجود R به متعلق u (x) ،f (x) ∗ h (x) = g (x) (mod q) اینکه فرض با .١. ٢٧ گزاره
.(f,−u)MNTRU

h = (f, g) آنگاه f (x) ∗ h (x) = g (x) + qu (x)

می شود. ثابت حکم f (x) ∗ h (x) = g (x) + qu (x) تساوي و MNTRU
h ماتریس تعریف به توجه با اثبات.

است. LNTRU
h مشبکۀ به متعلق (f, g) بردار .١. ٢٨ نتیجه

و باشد NTRU رمزي سامانۀ پارامترهاي (N, p, q, df , dg, dr) کنید فرض .١. ٢٩ گزاره

df = dg = dr =
N

٣
, q ≈ ٢N,

بود. خواهد LNTRU
h مشبکۀ در کوتاه برداري (f, g) آنگاه

داریم ،g ∈ Γ (dg, dg) و f ∈ Γ (df , df − ١) آن که به توجه با اثبات.

||(f, g)|| ≈
√

٢df + ٢dg =

√
۴N

٣
.

که می کند پیش بینی گوسی شهود ازطرفی؛

σ (L) ≈
√

N

٢πe

=⇒ ||(f, g)||
σ (L)

≈ ٢٫٣٩√
N
.

که گرفت نتیجه می توان پس است. گوسی شهود توسط تخمین زده شده میانگین از کمتر بسیار بزرگ نسبتاً Nهاي براي ||(f, g)||پس
است. LNTRU

h مشبکۀ در بردار کوتاه ترین ،(f, g) بردار

عاریه به SVP مسئلۀ سختی از را خود امنیت NTRU عمومی کلید رمزنگاري سامانۀ که دریافت می توان فوق، گزارة گرفتن نظر در با
این پارامترهاي ،٣ جدول همچنین کرد. مقایسه امنیت مختلف سطوح در را NTRU سامانۀ پارامترهاي می توان ،٢ جدول در است. گرفته

می کند. معرفی کامل طور به را سامانه
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NTRU رمزنگاري سامانۀ :١ جدول
Public Parameter Creation
A trusted party chooses public parameters (N, p, q, d) with N and p prime,
gcd (p, q)=gcd (N, q)= 1 , and q> (6d+1) p .
Alice Bob
Key Creation
Choose private f∈T (d+1,d) that is invertible in
Rq and Rp.
Choose private g∈T (d, d).
Compute Fq, the inverse of f in Rq.
Compute Fp, the inverse of f in Rp.
Publish the public key h=Fq∗g.
Encryption

Choose plaintext m∈Rp.
Choose a random r∈T (d, d).
Use Alice’s public key h to compute
e≡pr∗h+m (mod q).
Send ciphertext e to Alice.

Decryption
Compute
f∗e≡pg∗r+f∗m (mod q)

Centerlift to a∈R and compute
m≡Fp∗a (mod p)

امنیت مختلف سطوح در NTRU سامانه پارامترهاي :٢ جدول
N p Q

پایین امنیت ١۶٧ ٣ ١٢٨
استاندارد امنیت ٢۵١ ٣ ١٢٨

بالا امنیت ٣۴٧ ٣ ١٢٨
بالا فوق امنیت ۵٠٣ ٣ ٢۵۶

NTRU سامانه پارامترهاي :٣ جدول
N p q df dg dr

NTRU167:3 ١۶٧ ٣ ١٢٨ ۶١ ٢٠ ١٨
NTRU251:3 ٢۵١ ٣ ١٢٨ ۵٠ ٢۴ ١۶
NTRU503:3 ۵٠٣ ٣ ٢۵۶ ٢١۶ ٧٢ ۵۵
NTRU167:2 ١۶٧ ٢ ١٢٧ ۴۵ ٣۵ ١٨
NTRU251:2 ٢۵١ ٢ ١٢٧ ٣۵ ٣۵ ٢٢
NTRU503:2 ۵٠٣ ٢ ٢۵٣ ١۵۵ ١٠٠ ۶۵
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معرفی ٢

نامتقارن رمزگذاري الگوریتم طراحی اساس به عنوان [١٩] توسط که هستند دریچه داراي مشبکه هاي از دسته اي NTRU مشبکه هاي
در g و f ”کوتاه” چندجمله اي دو توسط مشبکه ،n درجۀ از ϕ∈Z[x] مونیک چندجمله اي یک براي شدند. معرفی NTRUEncrypt
می شوند). محدود {١ ،٠ ،−١} به آن ها ،NTRUEncrypt (در هستند کوچکی بسیار صحیح اعداد g و f ضرایب می شود. ایجاد ϕ مد

آن ها بین نسبت اما هستند، مخفی g و f چندجمله اي

h=
g

f
mod ϕmod q (٢. ١)

لزوماً Q باشد. معکوس پذیر q و ϕ مد در که می شود انتخاب طوري f چندجمله اي است. آشکار و عمومی مقداري ،q کوچک صحیح عدد
قرار مجدد استفادة مورد دیگر نامتقارن طرح چندین در آن ها می دهند؛ ارائه را خوبی عملکردي ویژگی هاي NTRU مشبکه هاي نیست. اول
دو باید خصوصی کلید مالک ،g و f دانستن از فراتر که معنی این به باشد، کامل مشبکه دریچۀ که دارند نیاز طرح ها این از برخی گرفته اند.

می کنند: تکمیل را زیر NTRU معادلۀ که بداند نیز را G و F دیگر کوتاه چندجمله اي

fG−gF = q (٢. ٢)

رمزگذاري طرح و [١٣] Falcon امضا طرح ،[١٠] هویت بر مبتنی رمزگذاري طرح یک ،[١٨] NTRUSign امضا طرح در مثال به عنوان
داده شده) نرم یک (براي راه حل کوتاه ترین یافتن است. نیاز NTRU کامل دریچۀ یک به [۴] LATTE مراتبی سلسله هویت بر مبتنی
باشد، کوتاه کافی به اندازة NTRU کامل مشبکه هاي اساس بر الگوریتم یک اجراي براي که راه حلی محاسبۀ بااین حال، است. سخت مسئله اي
نظر به ساده NTRU معادلۀ درحالی که می شود. محسوب کلید تولید فرآیند از بخشی NTRU معادلۀ حل به این ترتیب است. امکان پذیر
داراي به ترتیب ،n بعد در [٢۶ ،١٨] جواب یک یافتن براي موجود الگوریتم هاي نیست. بدیهی مسئله اي کارآمد شیوه اي به آن حل می رسد،
RAM مگابایت چندین به نیاز یعنی عمل در این متداول، پارامترهاي اندازة براي هستند. دو و سه درجۀ از حداقل حافظۀ و زمانی پیچیدگی
می شود. تعبیه شده و محدود سامانه هاي از بسیاري در پیاده سازي از مانع این برد. خواهد زمان ثانیه ٢ حدود در معمولی کامپیوتر یک در که
خارجی به صورت را آن می توان زیرا نیست مهم چندان شده تعبیه دستگاه یک در کلید تولید پیاده سازي توانایی که کرد استدلال می توان
آن کامل عمر چرخه براي دست کاري برابر در مقاوم دستگاه یک در خصوصی کلید نگه داشتن اما نمود، کپی دستگاه در را کلید و کرد تولید
می توانیم چگونه که می دهیم نشان مقاله، این در است. مطلوب (FIPS 140-2 [١٢] استاندارد با مثال (به عنوان انطباق و امنیت براي اغلب
اجازه ما به این کنیم. استفاده NTRU معادلۀ حل در بهبودیافته بسیار عملکردي به دستیابی براي چندجمله اي، حلقه هاي در میدان نرم از
با موجود الگوریتم هاي به نسبت را بهتري حافظه) و (زمان پیچیدگی که نماییم، معرفی میدان نرم برمبناي را جدید الگوریتم دو تا می دهد
براي را بهبودیافته الگوریتم یک ما جانبی، محصول یک به عنوان می دهد. ارائه (O(n/logn) حداقل (دقیقاً، n برحسب شبه خطی عوامل
۴ جدول کنید). مراجعه ٣ بخش (به دادیم. توسعه باشد، سیکلوتومیک چندجمله اي ها از یکی که زمانی چندجمله اي، برآیندهاي محاسبۀ
NTRU کلاسیک حل کنندة ما می کند. مقایسه موجود شناخته شدة روش هاي با را ما جدید روش توسط به دست آمده مجانبی پیچیدگی
ارتقاي مستقیم اندازه گیري امکان مسئله این کردیم. پیاده سازي مشابه ابزارهاي و بهینه سازي با را، خود جدید الگوریتم  نیز و نتیجه بر مبتنی
و سریع تر جدید روش ،(n = ١٠٢۴) معمولی درجۀ یک براي نمود: تائید را مجانبی تجزیه وتحلیل که کرد، فراهم را ما روش عملکرد

بیشتر. یا ١٠٠ ضریب یک با دو هر است، کلاسیک الگوریتم هاي از کوچک تر

روش ٢. ١
رمزي، تحلیل و الگوریتمی اعداد نظریۀ در معروف پارادایم یک است، متکی تصویر-کن-سپس-بالا-ببر پارادایم از مکرر استفادة به ما الگوریتم
بر ما ببریم. اصلی مجموعۀ به را راه حل اینکه از قبل می شود، آسان تر آن در که است زیرمجموعه یک روي بر مسئله کردن تصویر شامل که

بگیریم: نظر در را زیر میدان هاي برج مثال، به عنوان می کنیم. تکیه حلقه برج هاي و میدان برج هاي وجود از استفاده

Kℓ/Kℓ−١/ . . . /K١/K٠=Q

:n=٢ℓ با هستند) مربوطه میدان هاي از صحیح اعداد از حلقه هایی (که مرتبط حلقه هاي برج و ، Ki=Q[x]/
(
x٢i

+١
)

، ∀i آن در که

Z[x]/ (xn+١)⊉Z[x]/
(
xn/١+٢

)
⊉· · ·⊇Z[x]/

(
x١+٢

)
⊉Z.
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حمله در واقعیت این کند. ترسیم خود برج از کوچک تري حلقۀ روي بر را f∈Z[x]/ (xn+١) عنصر هر می تواند میدان نرم که می دانیم
شده حل سپس می شوند، نگاشته کوچک تر حلقۀ یک به مسائل که جایی می گیرد، قرار استفاده مورد [١] کشیده شده” بیش ازحد NTRU”
برج هاي با میدان نرم که است واقعیت این نمی گیرد، قرار استفاده مورد آثار این در که چیزي بااین حال، برمی گردد. اصلی حلقۀ به جواب و
در (که NK/J ◦ NL/K(f) =NL/J(f) داریم ، f∈L و L/K/J میدان توسعه هاي از برج یک براي می کند: بازي به خوبی میدان ها
معادلاتی کردن تصویر براي میدان نرم از مکرر به طور ابتدا ما دارد. قرار ما الگوریتم هاي قلب در واقعیت این می دهد). نشان را میدان Nنرم آن
این که می شود معلوم مرحله این در است. نزول مرحلۀ این شده اند؛ تعریف Z[x]/ (xn+١) روي بر اصل در که می کنیم استفاده Z روي بر
Z[x]/ (xn+١) به جواب هایمان برگرداندن براي میدان نرم ویژگی هاي از سپس کرد. حل می توان سریع تر خیلی Z روي بر را معادلات
از حداقل کلاسیک، الگوریتم هاي به نسبت که می دهد را امکان این ما به ساده اصل این است. کردن بلند مرحلۀ این می کنیم؛ استفاده
در که واقعیت این یا و باقیمانده، اعداد سامانه هاي از استفاده حافظه، تنبلی مانند مضاعف ترفند چند ما آوریم. دست  به  بهبود Õ(n) مرتبۀ
می کنیم. استفاده نیز را دارد سرراستی و ساده محاسبۀ ،NTT یا FFT نمایش در عنصر یک گالوایی مزدوج هاي سیکلوتومیک، میدان هاي

می کنند. کارآمدتر حافظه نظر از و سریع تر را ما پیاده سازي روش ها این

است. log ||g|| ،log ||f || در بالایی کران نشان دهندة B موجود. روش هاي با NTRU معادلۀ حل براي ما جدید روش مقایسۀ :۴ جدول
الگوریتم که می دهد نشان [SS] و است شده استفاده بزرگ صحیح اعداد ضرب براي Karatsuba الگوریتم که می دهد نشان [K] تگ

است. شده استفاده شونهاگ-استراسن
Method Time complexity Space complexity
Resultant [18] Õ(n(n2 +B)) O(n2B)

HNF [26] Õ(n3B) O(n2B)

TowerSolverR O((nB) log 2(3) log n) [K]
O(n(B + log n) log n)

(Algorithm 4) Õ(nB) [SS]

کاربردها ٢. ٢
می دهند. قرار تأثیر تحت را موجود مشبکۀ بر مبتنی طرح چهار حداقل ما جدید الگوریتم هاي

طرح این فعلی، شکل در اگرچه است. [١٨] NTRUSign است، کلید تولید در معادله این حل مستلزم که طرحی اولین .NTRUSign
است. ناامن کلید، تولید از مستقل دلایلی به

براي ما، روش هاي بدون است. NTRU معادلۀ یک حل شامل کلید تولید بخش پرهزینه ترین ،[١٣] فالکون امضاي طرح در .Falcon
کاربرد مسئله، این که است نیاز حافظه مگابایت ٣ و جدید نسبتاً لپ تاپ یک در پردازنده کلاك ٢٣٣ حدود در امنیتی، سطح بالاترین داشتن
می آوریم، دست به را ١٠٠ مرتبۀ از بهبودي حافظه، و سرعت ازلحاظ ما اینکه به توجه با می کند. محدود را تعبیه شده دستگاه هاي در آن

داد. خواهیم افزایش کرد، پیاده سازي آن ها روي کامل به طور را Falcon می توان که را دستگاه هایی محدودة توجهی قابل به طور
اینجا شد ذکر بالا در آنچه بنابراین، است. یکسان فالکون کلید تولید با [١٠] DLP هویت بر مبتنی رمزگذاري طرح راه اندازي مرحلۀ .DLP

است. صادق نیز
با را [١٠] اساساً که مراتبی سلسله هویت بر مبتنی رمزگذاري طرح یک کردند؛ معرفی را LATTE [۴] گرووز و کمپبل اخیراً .LATTE
کند. حل را NTRU تعمیم یافتۀ معادلۀ یک باید LATTE مخفی، کلید یک استخراج هر در می کند. ترکیب [۵] بونسايِ درختان ساختمان

به طوري که: نماید محاسبه را F١, . . . ,Fk∈Z[x]/(ϕ) تا دارد نیاز طرح این f١, . . . ,fk∈ Z[x]/(ϕ) براي دقیق تر، ∑به طور
fiFi=q

معادله نوع این حل براي به سادگی می توان را ما روش کنید). مراجعه [٢٣ اسلاید ،[۴]] (به باشد ۴ یا ٣ با برابر عمل در است ممکن k و
به نیاز مرجع یک است ممکن زیرا است، فوق الذکر طرح هاي روي آن ها تأثیر از مهم تر حتی LATTE روي بر روش ها این تأثیر داد. گسترش
LATTE کامل تر مشخصات از اطلاع براي کلید). تمدید دورة هر براي و کاربر هر براي یک بار (معمولاً باشد داشته زیادي استخراج هاي انجام

نمایید. مراجعه [٩] به
[١١] Mitaka و [٧] ModFalcon مانند فالکون مشتقات و ،[١۴] BAT همچون دیگري طرح هاي کلید تولید در ما الگوریتم هاي

گرفته اند. قرار استفاده مورد
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مرتبط کارهاي ٢. ٣

شد. حل و معرفی [١٨] در بار اولین براي NTRU معادلۀ
کارآمدترین شد. پیشنهاد هرمیت نرمال فرم از استفاده با [٢۶] Steinfeld و Stehlé توسط NTRU معادلۀ حل براي دیگري روش
داراي نتایج، بر مبتنی روش مانند بااین حال، [٢٢]؛ است Warinschi و Miciancio به مربوط HNF محاسبۀ براي فضا ازلحاظ الگوریتم

نمی کند. حل را RAM از استفاده مشکل و است شبه-درجه-سه / شبه مکعبی زمانی پیچیدگی هاي و دوم درجۀ فضاي پیچیدگی
تحلیل آثار، این که تفاوت این با است، [١] توسط کشیده شده” بیش از حد NTRU” حمله یادآور می دهیم انجام میدان نرم از ما که استفاده  اي
رمزنگاري ساختارهاي و می شود استفاده آن از مکرر به طور ما کار در درحالی که می کنند، استفاده میدان نرم از یک بار تنها و بوده رمزنگاري

می بخشد. بهبود را

راه نقشۀ ۴ .٢

ریاضی ابزارهاي از برخی همچنین ما می کنیم؛ یادآوري را مبتنی-بر-نتیجه کلاسیک الگوریتم و می کنیم معرفی را نمادها ،٢ بخش در
از خاص موارد محاسبۀ براي جدید روش یک ،٣ بخش در می دهیم. توضیح کرد، خواهیم استفاده خود جدید الگوریتم در که را شناخته شده
چگونه که می دهیم نشان همچنین است، شده داده توضیح ۴ بخش در و بوده روش این بر مبتنی ما جدید الگوریتم می کنیم؛ ارائه را نتایج
قرار بحث مورد ۵ بخش در پیاده سازي مسائل کرد. مشاهده مبتنی-بر-نتیجه کلاسیک الگوریتم بهینه سازي یک به عنوان را آن می توان

گرفته اند.

مقدمات ٣

مبناي در a لگاریتم ما ،a> ٠,b> ١ براي می دهیم. نشان C و R ،Q ،Z با را مختلط و حقیقی گویا، اعداد میدان هاي و صحیح اعداد حلقۀ
نشان Zr با را r پیمانۀ به صحیح اعداد حلقۀ ،r> ٠ صحیح عدد براي .log a=log٢ a می کنیم قرارداد و می دهیم، نشان logb a با را b

می دهیم.

چندجمله اي میدان هاي و حلقه ها ٣. ١

ϕ کنید فرض نامید). خواهیم انتگرالی چندجمله اي هاي را آن ها (ازاین پس باشد صحیح ضرایب با چندجمله اي ها حلقۀ Z[x] کنید فرض
انتگرالی چندجمله اي هر اقلیدسی تقسیم .(ϕ=xn+∑n−١

i=٠ ϕix
i (یعنی باشد n≥١ درجۀ از غیرصفر مونیک انتگرالی چندجمله اي یک

چندجمله اي هاي حلقۀ ،Z[x]/(ϕ) می توانیم بنابراین داد؛ خواهد را n از کمتر درجۀ از یکتا باقیمانده اي و است شده تعریف به خوبی ϕ بر
Z[x] در ϕ وقتی می کنیم. تعریف را Zr[x]/(ϕ) و Q[x]/(ϕ),C[x]/(ϕ) ما مشابه، به طور کنیم. تعریف را ϕ پیمانۀ به انتگرالی
در که ϕ پیمانۀ به چندجمله اي هاي روي مقاله، این در است. میدان یک Q[x]/(ϕ) و بوده تحویل ناپذیر نیز Q[x] در باشد، تحویل ناپذیر

نیستند. میدان Zr[x]/(ϕ) و C[x]/(ϕ) کلی، حالت در اما کرد؛ خواهیم کار هستند تحویل ناپذیر Q[x]

بردارها و ماتریس ها ٣. ٢

ما است، بردارها و ماتریس ها به مربوط محاسبات از اجتناب مشبکه ها، دادن نشان براي چندجمله اي حلقه هاي از استفاده هدف درحالی که
حروف با را بردارها و (B (مثلاً پررنگ بزرگ حروف با را ماتریس ها کرد. خواهیم استفاده برهان ها برخی در جبري اشیاء چنین از همچنان
و می دهیم نشان ∥v∥p با را v بردار یک p-نرم می دهیم. نمایش ردیفی به صورت را بردارها ما داد. خواهیم نشان (v (مثلاً پررنگ کوچک

داریم: ١/∞= ٠ اینکه کردن قرارداد با و ،٠ <r≤p≤∞ و v∈Cn براي که می کنیم یادآوري .∥v∥=∥v∥٢ قرارداد، طبق

∥v∥p≤∥v∥r≤n
(

١
r
− ١

p

)
∥v∥p (٣. ١)
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می دهد نشان را n×n ماتریسی Cϕ(f) است، n درجۀ از مونیک چندجمله اي یک ϕ آن در که ،f∈C[x]/(ϕ) چندجمله اي یک براي
است: شده تشکیل xj−١fmodϕ ضرایب از آن jام ردیف که

Cϕ(f) =


fmodϕ

xfmodϕ

· · ·
xn−١fmodϕ

 (٣. ٢)

وقتی که کرد بررسی می توان می دهیم. نمایش C(f) با ساده به صورت را ماتریس این ما باشد، مشخص بحث زمینۀ از ϕ هنگامی که
است. تصویرش روي بر حلقه هم ریختی یک f∈C[x]/(ϕ) 7→C(f) عملگر است. چرخشی ماتریس یک Cϕ(f) ماتریس ،ϕ=xn+١

داریم: ،f, g∈C[x]/(ϕ) همۀ براي خاص، به طور

C (f+g)= C (f)+C (g)
C (fg)= C (f) C (g)

(٣. ٣)

صحیح اعداد سریع ضرب ٣. ٣
مجانبی، محاسباتی هزینه هاي هستند. بزرگ صحیح اعداد از استفاده مستلزم می روند، کار به NTRU معادلۀ حل براي که زمانی ما، روش هاي
با را پیچیدگی آن شود، محدود b با صحیح عدد دو این بیتی اندازة هنگامی که دارد. بستگی بزرگ صحیح عدد دو ضرب زمانی پیچیدگی به

می دهیم: M(b)نشان

M(b)؛ =O
(
blog(٣)٢)≈O (b١٫۵٨۵) کنیم، استفاده Karatsuba الگوریتم از اگر -

.M(b) =Θ(b · log b · log log b) ،[٢۴] شونهاگ-استراسن الگوریتم با -

پیچیدگی هاي ارائۀ هنگام است. بهتر مجانبی به طور شونهاگ-استراسن در حالی که است، کارآمدتر b «کوچک» مقادیر براي کاراتسوبا الگوریتم
پارامترهاي براي فقط مجانبی، پیچیدگی که داشت توجه باید می گیریم. نظر در را روش دو هر خود، ارتقاءیافتۀ الگوریتم هاي براي زمانی
معمولی پارامترهاي براي که شدیم متوجه خود پیاده سازي هاي در می دهد. دست به را عملکرد از معقولی تخمین بزرگ” کافی ”به اندازة
است. اعشاري عملیات انجام مستلزم که است Babai کاهش بلکه نیست، صحیح عدد ضرب عملکردي، گلوگاه ،(١٠٢۴ تا حداکثر n (درجۀ

سیکلوتومیک چندجمله اي هاي ۴ .٣
به می کنند، استفاده ساختاریافته مشبکه هاي نمایش براي چندجمله اي حلقه هاي از که مشبکه بر مبتنی رمزنگاري الگوریتم هاي اکثر
سیکلوتومیک چندجمله اي هاي .([٢۵ ،٣] مانند توجه قابل موارد برخی به استثناي (البته هستند متکی سیکلوتومیک چندجمله اي هاي

می کند. ایده آل میدان نرم از استفاده براي را آن ها که هستند ویژگی ها برخی داراي

است: زیر به صورت سیکلوتومیک چندجمله اي m-امین ،m≥١ صحیح عدد یک براي .٣. ١ تعریف

Φm=
∏

٠ <k<m
gcd(k,m) = ١

(
x−e٢iπ(k/m)

)
(۴ .٣)

هستند: زیر شناخته شدة ویژگی هاي داراي سیکلوتومیک چندجمله اي هاي

هستند. تحویل ناپذیر Q[x] در و بوده Z[x] در آن ها -

.φ(m) = |Z×
m| می دهد: نشان را اویلر تابع φ که است، φ(m) ،Φm درجۀ -

.Φ٢n=x
n+١ آنگاه ،n=٢ℓ اگر -
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آنگاه: باشد، m اول عامل یک p اگر -

Φmp (x)=Φm

(
xP
)

(۵ .٣)

میدان هاي را آن ها ما است؛ میدان یک m≥١ همۀ براي Q[x]/ (Φm) هستند، تحویل ناپذیر سیکلوتومیک چندجمله اي هاي ازآنجایی که
می نامیم. سیکلوتومیک

میدان نرم ۵ .٣
و تعریف ما بخش، این در است. آن ها کارایی دلیل همین و می کنیم، استفاده خود الگوریتم هاي در ما که است اصلی اي ابزار میدان نرم

می کنیم. یادآوري را آن ویژگی چند همچنین

را L/K میدان توسیع گالوايِ گروه باشد. K از گالوایی توسیع یک L و باشد، عددي میدان یک K کنید فرض میدان). (نرم ٣. ٢ تعریف
می دهیم. نشان Gal(L/K) با

می شود: تعریف f گالوا مزدوج هاي حاصل ضرب توسط f∈L هر براي که است نگاشتی NL/K:L→K میدان نرم

NL/K(f) =
∏

g∈Gal(L/K)

g(f) (۶ .٣)

کرد. تعریف ψf :a∈L7→fa K-خطی نگاشت دترمینان به عنوان می توان را NL/K(f) معادل، به طور

توسیع هاي برجِ یک براي است: سازگار ترکیب با میدان نرم علاوه بر این، است. ضربی مورفیسم یک میدان نرم که است مشخص تعریف این از
باشد، روشن بحث متن از که زمانی می توان را L و K اختصار، براي است. برقرار NL/K◦NK/J(f) =NL/J(f) رابطۀ ،L/K/J
.N(f) =NL/K(f) داریم آنگاه است، L یکتاي و سره زیرمیدان بزرگ ترین K و f∈L وقتی مثال، به عنوان نمود. حذف زیرنویس از
Ni(f) با را N ترکیب مرتبه i می توانیم آنگاه باشد، مشخص بحث متن از که بگیرد قرار میدان برج یک بالاي بر L و f∈L اگر به علاوه،

بگیریم: نظر در را زیر میدان برج اگر مثال، براي دهیم. نمایش

Q[x]/ (xn+١) /Q[x]/
(
xn/١+٢

)
/ . . . /Q[x]/

(
x١+٢

)
/Q (٣. ٧)

می فرستد. Q[x]/
(
xn/(٢i)+١

)
به را f∈Q[x]/ (xn+١) چندجمله اي Ni(f) آنگاه ،n=٢ℓ آن در که

فرض نمود. بیان باشد راحت ما براي که شکلی به می توان را میدان نرم سیکلوتومیک، توسیع هاي براي سیکلوتومیک. توسیع هاي حالت
توسیع یک y 7→xm/n مورفیسم .K=Q[y]/ (Φn) و n|m, L=Q[x]/ (Φm) به طوري که باشند صحیح اعدادي ،m,n> ٠ کنید

شکل: به f∈L از ga(f) گالواي مزدوج هاي سپس می کند. تعریف را L/K میدان

ga(f)(x) =f (x
a) (٣. ٨)

نرم محاسبۀ براي کارآمد و ساده روش یک این باشند. صادق a= ١ mod n رابطۀ در که a∈Zm مجموعۀ براي بود؛ خواهند
و L=Q[x]/ (Φ٢n) ،n=٢ℓ که خاصی حالت در به ویژه می دهد. ارائه را NTT یا FFT در به ویژه NL/K(f) =

∏
a ga(f)

کرد: تفکیک فرد و زوج درجه هاي از ضرایبی به می توان را f∈L هر است. ساده بسیار میدان نرم بیان ،K=Q[y]/ (Φn)

f=fe
(
x٢)+xfo (x٢) (٣. ٩)

داریم ،ψf : a∈L 7→ fa ازآنجاکه .fo, fe∈K آن در که

NL/K(f) = det K (ψf )= det

[
fe fo

yfo fe

]
=f٢

e−yf٢
o (٣. ١٠)



۶٣ میدان نرم کمک به NTRU مشبکه هاي کلید تولید الگوریتم کارآمدي افزایش

اعدادي نظریۀ تبدیل و سریع فوریۀ تبدیل ۶ .٣
حلقه هاي در را کارآمد محاسبات امکان که هستند قدرتمندي ابزارهاي اعدادي، نظریۀ تبدیل یعنی آن دیگر شکل و سریع، فوریۀ تبدیل
سریع و ساده بسیار می تواند به ویژه، میدان، نرم می کنند، استفاده NTT یا FFT نمایش از عملوندها که زمانی می کنند. فراهم چندجمله اي

می شود. حاصل FFT/NTT و میدان نرم بین تعامل از ما، روش هاي توسط به دست آمده سرعت هاي افزایش بیشتر شود. ارزیابی
،f∈C[x]/(ϕ) براي باشد. C روي (γj)٠≤j<n متمایز ریشۀ n با ،n درجۀ از مونیک چندجمله اي یک ϕ∈Q[x] کنید فرض

می شود: تعریف زیر به صورت f̂ آن فوریۀ تبدیل

f̂=(f (γj))٠≤j<n (٣. ١١)

به ترتیب می توان را fg و f+g فوریۀ تبدیل ،f, g∈C[x]/(ϕ) براي بنابراین، است. Cn و C[x]/(ϕ) بین ایزومورفیسم یک فوریه تبدیل
نمود. محاسبه ĝ و f̂ ضرب و جمع با

[١۵ ،٨] n=٢ℓ با ϕ=xn+١ خاص حالت در f فوریۀ تبدیل محاسبۀ براي شناخته شده الگوریتم یک (FFT (یا سریع فوریۀ تبدیل
به طور کرد. محاسبه کارآمدي همین با می توان نیز را معکوس تبدیل است؛ C در عملیات O(nlogn) زمانی پیچیدگی داراي FFT است.
به می توان را FFT می کند. فراهم را O(nlogn) پیچیدگی با ϕ پیمانۀ به چندجمله اي دو حاصل ضرب محاسبۀ امکان FFT خاص،

داد. گسترش سیکلوتومیک چندجمله اي هاي به ویژه دیگر، پیمانه هاي
Zr روي ϕ که زمانی تا است. r اول عدد یک براي Zr متناهی میدان روي بر فوریه تبدیل آنالوگ ،(NTT (یا اعدادي نظریۀ تبدیل
می توان را NTT ،FFT حالت مشابه .r= ١ mod ٢n باشیم داشته است کافی ،ϕ=xn+١ وقتی است؛ خوش تعریف NTT شود، تقسیم

کرد. محاسبه سیکلوتومیک چندجمله اي هاي به ویژه پیمانه ها، برخی براي Zr در ابتدایی عملیات O(nlogn) در

بابایی کاهش ٣. ٧
معرفی را می کند بازي فرآیند این در مهمی نقش که ابزاري آخرین کرد، حل را NTRU معادلۀ می توان چگونه دهیم نشان اینکه از قبل
چندجمله اي هاي با دیگري جواب به را NTRU معادلۀ جواب یک کاهش، این آن. از تعمیمی بگوییم است بهتر یا بابایی، کاهش می کنیم:

می کنیم. تعریف را الحاق ابتدا می کند. تبدیل کوتاه تر
را f∗ آن الحاق ما ،f∈C[x]/(ϕ) براي باشد. C روي (γj) متمایز ریشه هاي با مونیک ϕ∈Q[x] کنید فرض (الحاق). ٣. ٣ تعریف

:γj هر براي که می کنیم تعریف C[x]/(ϕ) در منحصربه فردي چندجمله اي به عنوان

f∗ (γj)=f (γj) (٣. ١٢)

است. مختلط عدد مزدوج نشان دهندة . آن در که
فوریه ضریب هر جایگزینی معادل الحاق، محاسبۀ ،FFT نمایش در که می آید دست به نکته این به توجه با به راحتی یکتایی و وجود
و است، ϕ ریشۀ نیز γ باشد، ϕ ریشۀ γ اگر واقع، در .f∗∈R[x]/(ϕ) داشت خواهیم آنگاه ،f∈R[x]/(ϕ) اگر است. آن مزدوج با
یعنی می آید، دست به حقیقی چندجمله اي هاي با فقط خاصیت این .ϕ از γ ریشه هاي همۀ براي f∗(γ) =f∗(γ) بنابراین، .f(γ)=f(γ)
که کنیم، تعریف را (١ (الگوریتم Reduce می دهد امکان ما به الحاق هستند. حقیقی اعداد همۀ آن ها مختلط ضرایب که چندجمله اي هایی
،f, g, F,G∈Z[x]/(ϕ) ورودي هاي براي است. Z[x]/(ϕ)-پیمانه ها روي بر [٢] باباي صفحه نزدیک ترین الگوریتم از مستقیم تعمیمی
ذکر را نکته این .fG−gF=fG′−gF ′ به طوري که محاسبه می کند حداقل به نزدیک اندازه هاي با را G′ و F ′ ،Reduce الگوریتم

.[١٨] مثال براي شده اند، ارائه قبلی کارهاي در قبلاً الگوریتم این از گونه هایی که می کنیم

Algorithm 1 Reduceϕ (f, g, F,G)

Require: f, g, F,G∈Z[x]/(ϕ)
Ensure: F

′
, G

′∈Z[x]/(ϕ) such that fG′−gF ′
=fG−gF mod ϕ

1: do
2: k←

⌊
Ff∗+Gg∗

ff∗+9g∗

⌋
3: (F,G)←(F−kf,G−kg)
4: while k ̸=0

5: return F,G
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F,G چندجمله اي هاي ضرایب عمل، در واقع، در باشد. شده محاسبه کمی دقت با k اگر به خصوص باشد، نیاز تکرار بار چند است ممکن
(C برنامه نویسی زبان در double مقادیر از استفاده با (مثلاً پایین دقت با k محاسبۀ بنابراین و باشند، بزرگ بسیار کاهش، از قبل می توانند
چندجمله اي ضرب هاي جایی که می کند، فراهم را FFT نمایش از استفاده امکانِ این است: کارآمدتر چندجمله اي ضرایب تقریب هاي به نسبت
البته، می دهد. دست به را مقیاس بندي) (با کوچک ضرایب با k از تقریبی مقدار یک تکرار، هر سپس می شوند. محاسبه به راحتی الحاق و
کاهش توقف به محض الگوریتم از خروج با به راحتی این اما بیافتد، گیر بی نهایت حلقۀ یک در است ممکن فرد یعنی اعشاري حساب از استفاده

می شود. خنثی (F,G) نرم
به سادگی، تقسیم ،FFT نمایش در می شود. شامل را ϕ پیمانۀ به چندجمله اي ها تقسیم ،k محاسبۀ که می کنیم اشاره نکته این به
عمل، در بااین حال، نمی دهد. رخ صفري بر تقسیم هیچ اینجا در است، تحویل ناپذیر Q[x] روي ϕ ازآنجایی که می شود. اعمال عضو به عضو
همان طور دهد. رخ صفر بر تقسیم که باشد داشته همراه به را موقعیت هایی (به ندرت) است ممکن پایین دقت با تقریبی مقادیر از استفاده
در است. تحمل قابل به راحتی گاه و بیگاه خطاهاي رمزنگاري، الگوریتم یک براي کلید زوج تولید در شد، خواهد داده توضیح ١ .۵ بخش در که
می کنند. صدق (٢. ٢) NTRU معادلۀ در که f, g, F,G چندجمله اي هاي با هربار می کنیم؛ استفاده چندجا در ١ الگوریتم از ما مقاله، این
O(
√
n) حدود در (F ′

, G
′
) نرم که می کند محاسبه به گونه اي را G′ و F ′ چندجمله اي دو ١ الگوریتم غیررسمی، به طور مورد، این در

باشد. (f, g) از بزرگ تر

NTRU معادلۀ حل براي ارتقاءیافته الگوریتم ۴

خود در میدان نرم بازگشتی کاربرد از الگوریتم این .(٢. ٢) می دهد ارائه NTRU معادلۀ حل براي را جدیدي الگوریتم و روش بخش این
یک ما ،٢ .۴ بخش در کرد. خواهیم ارائه ١ .۴ بخش در را خود روش شهود و کلی طرح ابتدا ما می شود. ناشی کلاسیک NTRU حل کنندة
کارآمدتر حافظه نظر از اما کندتر، کمی تکرارشوندة الگوریتم یک ،٣ .۴ بخش در و می دهیم، ارائه خود مشاهدات اساس بر را بازگشتی الگوریتم

کرد. خواهیم ارائه الگوریتم نیاز مورد حافظۀ و زمان براي را تحلیل هایی ،۴ .۴ بخش در نهایت، در می کنیم. معرفی را

کلی طرح ١ .۴
صحیح عدد یک که کنید فرض .N =NL/K و L=Q[x]/ (Φpm) ,K=Q[y]/ (Φm) باشند، صحیح اعداد m, p> ٠ کنید فرض

به طوري که کنیم پیدا را F,G∈Z[x]/ (Φpm) می خواهیم و باشیم، داشته f, g∈Z[x]/ (Φpm) چندجمله اي دو و q مفروض

fG−gF=q (١ .۴)

Fبه گونه اي ′, G′∈Z[y]/ (Φm) می دانیم دارند، /Z[y]قرار (Φm) کوچک تر حلقۀ در برايN(f),N(g)که کنید فرض دیگر، طرف از
که:

N(f)G′−N(g)F ′=q (٢ .۴)

که می آوریم یاد به واقع، در کنیم. استفاده F,G راه حل هاي استنباط براي F ′, G′ راه حل هاي از می توانیم که می کنیم ادعا ما

N(f) =
∏

g∈Gal(L/K)
g(f) =ff×

براي مشابه برابري یک ما و بوده، خودش به جز f گالواي مزدوج هاي تمام حاصل ضرب نشان دهندة f×=Πg∈Gal(L/K)×g(f) آن در که
سپس داریم. نیز g

ff×G
′
(xp)−gg×F ′

(xp)=q (٣ .۴)

G=f×G
′ (
xP
)

و F=g×F ′
(xp) که می شود نتیجه آخر، معادلۀ این از است. Z[x]/ (Φpm) بزرگ تر حلقۀ در برابري یک که

NTRU معادلۀ حل براي را خود الگوریتم هاي کلی طرح می توانیم اکنون مشاهدات، این از هستند. NTRU معادلۀ براي معتبر راه حل هایی
دهیم: ارائه

کنید، استفاده کوچک تر زیرحلقۀ یک به آن کردن تصویر براي میدان نرم از (i)

کنید، حل کوچک تر حلقۀ در را معادله (ii)
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اصلی. حلقۀ به جواب ها صعود براي (iii)
به طور بلکه نمی دهیم، انجام یک بار تنها را صعود و کردن تصویر مراحل ما ،[١] کشیده شده بیش ازحد NTRU حمله برخلاف و بااین حال،

دقیق تر: بیان به کرد. خواهیم تکرار را آن ها مکرر
می نامیم. نزول مرحلۀ را آن ما برسیم؛ Z صحیح اعداد حلقۀ به که زمانی تا می کنیم تصویر کوچک تر زیرحلقۀ یک روي را f, g -

مرحلۀ را این ما می دهیم؛ ادامه اصلی حلقۀ به رسیدن تا مکرر به طور آن ها صعود با آوریم، دست به Z در را جواب ها هنگامی که -
می نامیم. صعود

خواهیم نشان اما می کند، ایجاد (١)Oبهبود مرتبۀ از فقط آن ها اجراي یک بار هستند: ما الگوریتم کارایی کلید مکرر، صعود و کردن ها تصویر
مقدار یک براي بهبود این عمل در و آوریم، دست به بهبود Õ(n) از بزرگ تر مرتبه هاي از تا می دهد اجازه آن ها تکرار نظري، ازلحاظ که داد
فاز و میانی، ستون در نزول فاز است. شده خلاصه ١ شکل در ما الگوریتم دو اجراي روال بود. خواهد ١٠٠ مرتبۀ از ،n= ١٠٢۴ معمولی

است. شده داده نشان راست سمت ستون در صعود

Z[x]/ (xn+1) ∋ f, g → F,G

⊊ ↓ ↑
Z[x]/

(
xn/2+1

)
∋ N(f),N(g) → F [1], G[1]

⊊ ↓ ↑
Z[x]/

(
xn/4+1

)
∋ N2(f),N2(g) → F [2], G[2]

⊊ ↓ ↑
...

...
...

...
⊊ ↓ ↑
Z ∋ Nℓ(f),Nℓ(g) → F [ℓ], G[ℓ]

.(٢) حل براي ۵ و ۴ الگوریتمهاي کلی طرح .١ شکل
بازگشتی الگوریتم یک ٢ .۴

ϕ
′
=xn/١+٢ روي مکرر به طور را کار این سپس و کنیم، اعمال p= ٢ با را فرمول ها این می توانیم ،n=٢ℓ با ϕ=xn+١ خاص حالت در

می آید. دست به (٢ (الگوریتم TowerSolverR کار این با نماییم. تکرار

Algorithm 2 TowerSolverRn,q (f, g)

Require: f, g ∈ Z[x]/(xn + 1) with n a power of two
Ensure: Polynomials F,G such that (2.2) is verified
1: if n = 1 then
2: Compute u, v ∈ Z such that uf − vg = GCD (f, g)

3: if δ = GCD (f, g) is not a divisor of q then
4: abort
5: (F,G)← (vq/δ, uq/δ)

6: return (F,G)

7: else
8: f ′ ← N (f) ▷ f ′, g′, F ′, G′ ∈ Z [x] /

(
xn/2 + 1

)
9: g′ ← N (g)

10: (F ′, G′)← TowerSolverRn
2
,q (f

′, g′)

11: F←g× (x)F
′ (
x2
)

▷ F,G∈Z[x]/ (xn+1)

12: G←f×(x)G′ (
x2
)

13: Reduce (f, g, F,G)

14: return (F,G)
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(ResultantSolver) کلاسیک حل کنندة به نسبت کمتري بسیار فضاي از TowerSolverR الگوریتم چرا اینکه مورد در غیررسمی توضیح
به تنها بنابراین می شود، نصف درجه اما می شود، برابر دو تقریباً ضرایب از یک هر اندازة مرحلۀ بازگشت، هر در که است این می کند استفاده
محاسبه شدة ضرایب تا دارد تکیه (Reduce) باباي کاهش بر الگوریتم این داشت. خواهد وجود ذخیره براي ضریب قبل، ضرایب نصف تعداد
ارائه ١ .۵ لم در فضا پیچیدگی رسمی تحلیل یک بازگرداند. بازگشتی سطح این براي (f, g) ضرایب مشابه اندازه اي به را (F,G) جدید

است. شده
صحت واقع، در می شود. نتیجه فوراً ٢ الگوریتم درستی است)، شده داده نشان زیر در (خاتمه دهد خروجی را جواب یک الگوریتم اگر صحت.
براي که می دهد اطمینان ما به باشد، صحیح (f, g)∈Z[x]/

(
xn/١+٢

)
براي الگوریتم اگر و است، واضح بازگشتی سطح عمیق ترین در

بود. خواهد صحیح نیز (f, g)∈Z[x]/ (xn+١)

پیچیدگی تحلیل ۵

براي NTRU معادلۀ : q= ١ که می گیریم نظر در سادگی، براي می کنیم. مطالعه را TowerSolverR پیچیدگی تفصیلی به طور اکنون
می شود. حل q عامل با (F,G) خروجی کردن مقیاس و q= ١ براي آن حل با ابتدا به راحتی، q> ١

می دانیم همچنین log∥f∥, log∥g∥≤B باشند: کران داراي f, g اقلیدسی نرم هاي و q= ١ کنید فرض فضا). پیچیدگی (تحلیل ١ .۵ لم
کنید: فرض نهایت در .ℓ= logn که

β=

(
f⋆

ff⋆+gg∗
,

g⋆

ff⋆+gg∗

)
(١ .۵)

می شود. اجرا O(nℓ(B+ℓ)) فضاي در (TowerSolverR) ٢ الگوریتم آنگاه ،β=O(n∥(f, g)∥) اگر

داریم: را زیر بازگشتی برج ما که است واضح اثبات.

TowerSolverRn,q(f, g)→TowerSolverRn/٢,q( N(f),N(g))→ . . .TowerSolverR١,q

(
Nℓ(f),Nℓ(g)

)
· · ·→

کردیم. محدود را داخلی متغیرهاي نیاز مورد فضاي اکنون
می گیرد. بیت O(n(B+ℓ)) ،Ni(g) هر ،(٣. ١) از .١

،V= Span((f, g)) به توجه با می گیریم. نظر در کاهش از پس را آن نرم ابتدا کردیم. محدود را (F,G) (اقلیدسی) نرم اکنون .٢
شود: تجزیه V⊕V ⊥ روي بر منحصربه فرد به طور می تواند (F,G) بردار

(F,G)=
(
F̃ , G̃

)
+
(
F̆ , Ğ

)
.(F̆ , Ğ)∈V و (F̃ , G̃)∈V ⊥ آن در که

.∥(F̃ , G̃)∥=O(n∥(f, g)∥) که می شود مشخص فرض، با .∥(F̃ , G̃)∥=β که است شده داده نشان [٣ لم ،[١٠]] در -

که می کند تضمین مثلث نابرابري ،١ الگوریتم از استفاده با (F,G) کاهش از پس کردیم: محدود را ∥(F̃ , F̃G)∥ ما -

∥(F̆ , Ğ)∥≤n/٢∥(f, g)∥.

که می شود نتیجه

∥ (F,G) ∥٢=∥(F̃ , G̃)∥٢+∥(F̆ , Ğ)∥٢=O
(
n٢∥ (f, g) ∥٢

)
(٢ .۵)

F ′, G′, f×, g× از که زمانی را (F,G) باید همچنین ما البته، کرد. ذخیره O(n(B+ℓ)) فضاي در می توان را (F,G) بنابراین و
داشت: خواهیم بنابراین کنیم. کنترل است، نیافته کاهش هنوز و می شود محاسبه

∥F∥≤
√
n

٢
F ′ ∥g∥ and ∥G∥≤

√
n

٢
∥G′∥ ∥f∥.
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حاوي اثبات، بااین حال، نداشت. نیازي β=∥(F̃ , G̃)∥ شرط به که کرد ارائه را ١ .۵ لم از نسخه اي اثر این قبلی نسخۀ لم٣. دربارة
اثبات این می کند. تصحیح را مورد این β=O(n∥(f, g)∥) شرط کردن اضافه با به روزشده نسخۀ این بود. β براي اشتباه بالایی کران
این بااین حال، دارد. کمتري کلیت اثبات شده گزارة که است این آشکار ضعف نقطۀ می کند. ساده تر بسیار را آن همچنین و می کند تمام را
استدلال یک می دهد. داریم، اجازه که زمانی در را (f, g) مجدد نمونه گیري امکان که کرد بررسی پیشگیرانه به طور می توان را محدودیت
باشیم داشته انتظار متوسط به طور می توانیم می شوند، نمونه برداري گاوسی اساس بر g ،f ضرایب وقتی که می کند بیان [١٠] در ابتکاري

سپاسگزاریم. ∥(F̃ , G̃)∥ روي اشتباه بالاي کران به اشاره براي اسپیتاو توماس از ما .(β=O(١/∥(f, g)∥)

از: عبارت اند (TowerSolverR) ٢ الگوریتم زمانی پیچیدگی هاي ،١ .۵ لم شرایط با زمانی). پیچیدگی (تحلیل ٢ .۵ لم

.Schönhage-Strassen با ٢ الگوریتم براي Õ(nB) -

Karatsuba با ٢ الگوریتم براي O
(
(nB)log(٣)٢ℓ

)
-

Õ زیرا هستند گمراه کننده اما هستند، کاراتسوبا از بهتر بسیار شونهاگ-اشتراسن با داده شده پیچیدگی هاي درحالی که که می کنیم توجه
را اجرایی زمان هاي ،Karatsuba با ارائه شده پیچیدگی هاي نیستند. چشم پوشی قابل عمل در که می کند پنهان را لگاریتمی و ثابت عوامل
هر به عنوان بخش پرهزینه ترین صعود ،٢ الگوریتم در می کند. منعکس بیشتري دقت با می کنیم، مشاهده B و n معمولی مقادیر براي ما که

می دهد. پایان ٢ الگوریتم اثبات به که i<ℓ≥٠∑است Ri آن زمانی پیچیدگی سپس فرود. از گران تر کمی است، جداگانه مرحلۀ

کلی، حالت در است. q= ١ ،NTRU معادلۀ راست سمت آن در که می دهد پوشش را شرایطی فوق تحلیل .q براي کلی حالت
انجام صعود فاز از نقطه اي در q در مقادیر ضرب با کار این کوچک. صحیح عدد یک معمولاً دهیم، قرار هدف را q از دیگري مقدار است ممکن
هر در داد. انجام را آن می توان نیز بعدازآن اما شد، انجام GCD از بعد درست ضرب این ،TowerSolverR الگوریتم توضیح در می شود.
جذب را بیت ها این عمل در Babai کاهش و بیتی) نظر (از می دهد افزایش log q به صورت را چندجمله اي ضرایب اندازة q در ضرب صورت،
است. O(n log q) بیت هاي حداکثر سربار فضاي معناي به که می مانند، باقی مرحله آخرین تا log q بیت هاي حالت، بدترین در می کند.
(f, g) ورودي هاي با (٢. ٢) NTRU معادلۀ براي راه حلی ٢ الگوریتم که کردیم بیان اشتباه به ما کار، این قبلی نسخۀ در شکست. احتمال
فقط  و اگر می کنند پیدا را راه حلی ٢ و ١ الگوریتم هاي نیست؛ درست لزوماً این باشد. داشته وجود راه حلی چنین اگر فقط  و اگر می کند، پیدا

.gcd(N(f),N(g))∤q اگر حتی بپذیرد را راه حلی چنین است ممکن (٢. ٢) بااین حال، .gcd(N(f),N(g))|q اگر
بگیرید: نظر در را حلقه عناصر ،Z[x]/

(
x۴+١

)
حلقۀ در مثال، به عنوان

(f, g, F,G)=
(
x−٢, ٩x٣+x٢, x, x٢+٢x+۴

)
.

.N(g) = ٣٨·١٧۶ و N(f) = ١٧ درحالی که ،fG−gF= ١ که کرد بررسی می توان
در که (همان طور اشمیت گرام نرم در یا اقلیدسی نرم در مثال براي است، (F,G) جواب ها کیفیت مهم مفهوم یک خروجی. کیفیت
خروجی موجود الگوریتم هاي با مشابه کیفیتی با جواب هایی ما الگوریتم هاي معیارها، این از یک هر براي است). شده تعریف [١۶ ،١٠]

می دهند.
دلخواه جواب جفت یک (F٠, G٠) آن در که است، {(F٠+rf,G٠+rg) |r∈Z[x]/ (xn+١)} شکل به جواب ها مجموعۀ واقع، در
الگوریتم هاي براي خروجی اقلیدسی نرم بنابراین می دهد، خروجی را جواب همان ١ الگوریتم مجموعه، این در عنصر هر براي می دهد. نشان را

بود. خواهد یکسان ٢ و ١
،[١٠]] مثال (به عنوان هستند یکسان اشمیت گرام نرم داراي NTRU معادلۀ جواب هاي همۀ ،(f, g) ثابت ورودي یک براي دیگر، سوي از

ببینید). را [٣ لم

باز مسائل و نتیجه گیري ۶

ارائه NTRU معادلۀ حل و نتیجه ها به ویژه چندجمله اي، حلقه هاي روي محاسبات از برخی بهینه سازي براي را میدان نرم از استفاده ما
کارت هاي حتی یا کوچک میکروکنترلرهاي روي بر کامل به طور فالکون پساکوانتومی امضاي الگوریتم که است این دومی عملی نتیجه کردیم.
(درجه طولانی مدت امنیتی با NTRU شبکۀ یک براي حتی ما الگوریتم اجراي براي RAM کیلوبایت ٣٢ زیرا است، استفاده قابل هوشمند
سخت افزارهاي چنین روي بر می توانند کلید) زوج تولید و تأیید، امضا، (تولید امضاها به مربوط عملیات تمام است. کافی ،(n= ١٠٢۴
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گیرند. قرار محدودي
می کنیم. فهرست را باز سؤالات از تعدادي زیر در

را روش این دادیم. پوشش مدول به عنوان را سیکلوتومیک چندجمله اي مورد خود، توصیف در سیکلوتومیک. غیر چندجمله اي هاي
درجه می تواند میدان” ”نرم از استفاده ،d> ١ مقدار براي ϕ=ϕ′ (

xd
)

مدول هر براي واقع، در داد. گسترش دیگر مدول هاي به می توان
Q[x]/(ϕ) اگر یعنی نباشد، تقلیل ناپذیر Q[x] در ϕ اگر حتی کند. تقسیم NTRU معادلۀ حل و برآیندها محاسبۀ اهداف براي d بر را
مدول هاي از استفاده بااین حال، است. مانده باقی  بررسی براي مسئله به عنوان همچنان کلی حالت شرح است. صادق نباشد، فیلد یک واقع در

نمی شود. توصیه معمولاً NTRU شبکه هاي در کاهش پذیر
از کنیم. مدیریت را بزرگ صحیح اعداد باید هنوز ما است، توجه قابل حافظه، نظر از ما، دستاوردهاي درحالی که بزرگ. صحیح اعداد
و اجرا زمان بر منفی تأثیر بدون ،RNS در عملیات تمام انجام با مثال براي صحیح، اعداد شر از شدن خلاص پیاده سازي، پیچیدگی نقطه نظر

بود. خواهد جالب ما، الگوریتم هاي حافظۀ نیازهاي
سایر کارایی می تواند مقاله این در ذکرشده روش آیا اینکه بررسی که می رسد نظر به رمزنگاري. ساختارهاي براي دیگر کاربردهاي
(در میدان نرم از سازنده کاربرد یک مقاله این در که همان طور درست این، علاوه بر باشد. ارزشمند بخشند، بهبود را رمزنگاري الگوریتم هاي
که داد نشان [٢٠] پایان، در بود. خواهد جالب بسیار ([۶] مقابل (در ردیابی سازندة کاربرد که، می رسد نظر به کردیم، ارائه ([١] مقابل

است؟ همچنین مقاله این در ارائه شده کار این مورد در آیا که می کند مطرح را سؤال این نیست. ضروري [١] مورد در جبري دیدگاه
حتی یا [١] میدان نرم اساس بر حملات بهبود براي مقاله این در ارائه شده روش از استفاده که می رسد نظر به تحلیل. مختص کاربردهاي

باشد. ارزشمند [۶] میدان ردیابی روي بر
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Extended Abstract

Introduction

The concept of amenability (for discrete groups) originated by J. von Neumann in 1929, as, a discrete
group is amenable if it admits a finitely additive left invariant probability measure. After that formally, it
was introduced for all locally compact groups by M.M. Day. This concept was later extended to Banach
algebras by B. E. Johnson in 1972 and has since grown into a fascinating area of research with applications
in diverse fields, such as abstract harmonic analysis, operator algebras, and ergodic theory. In fact, a
Banach algebraA is said to be amenable if the first cohomology group ofAwith coefficients in every dual
BanachA-bimoduleX∗ is trivial. This notion has been considered as an important cohomological notion
for Banach algebras by many mathematicians. After that many researchers studied the properties of this
notion and the relation with many other cohomological notions. In 2006 Ghahramani et al. introduced the
concept of approximate amenability as a notion weaker than amenability and improved the results related
to amenability. A Banach algebra A is called approximately amenable if every continuous derivation
from A into every dual Banach A-bimodule is approximately inner. They presented many examples to
indicate that approximate amenability is different from amenability. In 2008, Kaniuth, Lau and Pym
by inspiration of left amenability of F -algebras, was done by Lau [12], introduced φ-amenability of
Banach algebras. This notion was studied by many authors and it was proved that φ-amenability has
a near relation to the existence of a bounded approximate identity for kerφ. A net (eα) in A is an
approximate identity for A if ∥aeα− a∥ → a and ∥eαa− a∥ → a, for all a ∈ A. Helemskii in the 1980s
defined biprojective Banach algebras as an important tool in homological notions and investigated any
hereditary properties of this concept, interested readers are referred to his comprehensive book [3]. A
Banach algebra A is called biprojective if there exists a bounded A-bimodule morphism ρ : A → A⊗̂A
such that πA◦ρ(a) = a. After that, some other weaker or stronger notions were defined and investigated.
For example, Zhang in 1999 [23] introduced approximate biprojective Banach algebras. Sahami and
Pourabbas in 2014 [22] by inspiration of φ-amenability introduced φ-biprojective Banach algebras and
studied some properties of this notion. After that extensive research was done on this notion for some
Banach algebras such as group algebras, measure algebras, semigroup algebras and Lipschitz algebras. A
Banach algebra A is called φ-biprojective if there exists a continuous module morphism ρ : A→ A⊗̂A
such that φ ◦ πA ◦ ρ(a) = φ(a), for all a ∈ A, where φ is a nonzero bounded multiplicative linear
functional on A. The authors, in [19], introduced the notion of A∗∗-biprojective Banach algebras and
found the relation between this notion with some other cohomological notions. Also, A∗∗-biprojectivity
of certain Banach algebras such as Lipschitz algebras and triangular Banach algebras had been studied. In
this paper, we investigate the relation betweenA∗∗-biprojectivity andφ-amenability. After that we define
the notion of φ-A∗∗-biprojective Banach algebras and we obtain the relation between this notion and
some other cohomological notions. Also, we study φ-A∗∗-biprojectivity of Banach algebras associated
to a locally compact group.

Conclusion

In this paper, the following definitions are stated:
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Definition 0.1. ABanach algebraA is called biprojective if there exists a boundedA-bimodule morphism
ρ : A→ A⊗̂A such that πA ◦ ρ(a) = a.

Definition 0.2. A Banach algebra A is called left φ-amenable if there exists a bounded net (mα) in A
such that

amα − φ(a)mα → 0, φ(mα)→ 1,

for all a ∈ A.

Definition 0.3. A Banach algebra A is called A∗∗-biprojective if there exists bounded A-module mor-
phism ρ : A→ A∗∗⊗̂A∗∗ such that for all a ∈ A

πA∗∗ ◦ ρ(a) = κA(a).

Definition 0.4. Let A be a Banach algebra and φ ∈ ∆(A). A is called φ-A∗∗-biprojective if there exists
a net ρ : A→ A∗∗⊗̂A∗∗ such that for all a ∈ A

φ̃ ◦ πA∗∗ ◦ ρ(a) = φ(a).

Also, the next theorems and corollaries are presented:

Theorem 0.5. Let A be a Banach algebra with a left approximate identity. If A is A∗∗-biprojective, then
A is left φ-amenable.

Corollary 0.6. LetG be a locally compact group. If S1(G) is S1(G)∗∗-biprojective, thenG is amenable.

Lemma 0.7. Let |I| ≥ 1 be an index set with the smallest element. Then LO(I, A) is not LO(I, A)∗∗-
biprojective.

Theorem 0.8. Let A be a Banach algebra and φ ∈ ∆(A). If A is φ-inner amenable and φ-A∗∗-
biprojective, then A is left and right φ-amenable.

Theorem 0.9. LetG be a locally compact group and φ ∈ ∆(L1(G)). The algebra L1(G) is φ-L1(G)∗∗-
biprojective if and only if G is amenable.

Theorem 0.10. LetG be a locally compact group and φ ∈ ∆(M(G)). The algebraM(G) is φ-M(G)∗∗-
biprojective if and only if G is amenable and discrete.
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چکیده مقاله اطلاعات

در که را -دوتصویر A∗∗ باناخ جبرهاي مطالعۀ مقاله، این در
با را آن ها ارتباط و می دهیم ادامه شدند، معرفی [١٩] منبع
-دوتصویري A∗∗ می کنیم. بررسی -میانگین پذیري φ مفهوم
مطالعه را مثلثی پایین ماتریسی جبرهاي و سگال جبرهاي
-دوتصویر A∗∗-φ باناخ جبرهاي مفهوم همچنین، می کنیم.
-میانگین پذیري φ و مفهوم این بین رابطۀ و می کنیم معرفی را
این نهایت، در می آوریم. دست به را داخلی -میانگین پذیري φ و
گروهی، جبرهاي مانند خاص باناخ جبرهاي براي جدید، مفهوم

می شود. بررسی مثلثی پایین باناخ جبرهاي و اندازه جبرهاي
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٧۵ ماکسیمال ایده آل فضاي پایه بر باناخ جبرهاي -دوتصویري A∗∗

مقدمه ١

میانگین پذیر گسسته گروه یک آن، در که شد، آغاز ١٩٢٩ سال در نویمان فون ج. توسط گسسته) گروه هاي (براي میانگین پذیري مفهوم
فشردة گروه هاي تمام براي رسمی به طور را مفهوم این دي م. م. آن پس از باشد. موجود چپ پایاي جمعی احتمال اندازة یک هرگاه است
یک به عنوان ازآن پس و شد داده توسیع باناخ جبرهاي براي ١٩٧٢ سال در جانسون ا. ب. توسط مفهوم این بعدها کرد. معرفی موضعی
نظریۀ و عملگرها جبر مجرد، هارمونیک آنالیز ازجمله مختلف شاخه هاي در فراوانی کاربردهاي و گرفت قرار توجه مورد جالب تحقیقاتی موضوع
باناخ -دومدول A هر در ضرایب با A همانستگی گروه اولین هرگاه می شود گفته میانگین پذیر A باناخ جبر واقع، در کرد. پیدا ارگودیک
قرار ریاضیدانان از بسیاري توجه مورد باناخ جبرهاي براي مهم همانستگی خاصیت یک به عنوان بعدها مفهوم این باشد. بدیهی X∗ دوگان
در گرفت. قرار مطالعه مورد همانستگی دیگر مفاهیم از بسیاري با آن ارتباط و مفهوم این خواص مورد در بسیاري تحقیقات آن پس از گرفت.
میانگین پذیري به مربوط نتایج از بسیاري توانستند و کردند معرفی را تقریبی میانگین پذیري ضعیف تر مفهوم همکاران و قهرمانی ٢٠٠۶ سال
درونی دوگان باناخ -دومدول A هر توي به A از پیوسته اشتقاق هر هرگاه می شود نامیده تقریبی میانگین پذیر A باناخ جبر دهند. تعمیم را
و لائو کانیوث، ٢٠٠٨ سال در است. متفاوت میانگین پذیري مفهوم با مفهوم این که دادند نشان متعدد مثال هاي ذکر با آن ها باشد. تقریبی
توسط قبلاً که -جبرها F چپ میانگین پذیري تعریف از الهام با تعریف این که کردند معرفی را باناخ جبرهاي -میانگین پذیري φ مفهوم پیم
یکۀ وجود با نزدیکی رابطۀ -میانگین پذیري φ که شد ثابت و گرفت قرار بسیاري توجه مورد مفهوم این گرفت. شکل بود شده انجام [١٢] لائو
.∥eαa−a∥ → ٠ و ∥aeα−a∥ → ٠ ، a ∈ A هر براي هرگاه گوییم تقریبی یکۀ Aرا در (eα) تور دارد. kerφبراي کران دار تقریبی
باناخ جبرهاي همانستگی در مهم ابزارهاي از یکی به عنوان اکنون به تا که کرد تعریف را دوتصویر باناخ جبرهاي ١٩٨٠ دهه در هلمسکی
داشته وجود ρ : A → A⊗̂A پیوسته -دومدولی A همریختی هرگاه می شود نامیده دوتصویر A باناخ جبر واقع، در می شود. شناخته
قرار بررسی مورد و تعریف نیز بودند مفهوم این از ضعیف تر یا قوي تر که دیگري مفاهیم آن پس از .πA ◦ ρ = idA به طوري که باشد
[٢٢] ٢٠١۴ سال در پورعباس و سهامی کرد. معرفی را تقریبی دوتصویر باناخ جبرهاي [٢٣] ١٩٩٩ سال در ژانگ مثال، به عنوان گرفتند.
آن پس از دادند. قرار بررسی مورد را آن خواص و کردند معرفی را -دوتصویر φ باناخ جبرهاي مفهوم -میانگین پذیري φ تعریف از الهام با
انجام لیپشیتزي جبرهاي و نیم گروهی جبر اندازه، جبر گروهی، جبر ازجمله جبرها از بسیاري براي مفهوم این روي گسترده اي تحقیقات نیز
به طوري که باشد موجود ρ : A → A⊗̂A پیوسته -مدولی A همریختی هرگاه می شود نامیده -دوتصویر φ ،A باناخ جبر پذیرفت.
باناخ جبرهاي مفهوم [١٩] در نویسندگان است. A روي ناصفر کران دار ضربی خطی تابعک یک φ آن در که ،φ ◦ πA ◦ ρ(a) = φ(a)

جبرهاي از برخی -دوتصویري A∗∗ همچنین کردند. مطالعه همانستگی مفاهیم از برخی با را آن رابطۀ و کردند معرفی را -دوتصویر A∗∗

بررسی را -میانگین پذیري φ و ∗∗A-دوتصویري بین ارتباط مقاله این در کردند. بررسی را مثلثی جبرهاي و لیپشیتزي جبرهاي ازجمله باناخ
می آوریم. دست به همانستگی مفاهیم از دیگر برخی با را آن ارتباط و می کنیم تعریف را دوتصویر -A∗∗-φ باناخ جبرهاي سپس می کنیم.

می کنیم. مطالعه موضعی فشردة گروه یک به وابسته جبرهاي براي را مفهوم این همچنین

مقدمات و تعاریف ٢

A یک زیر مدولی اعمال با X∗ یعنی X دوگان فضاي صورت این در باشد. باناخ -دومدول A یک X و باناخ جبر یک A کنید فرض
است: باناخ -دومدول

(a · f)(x) = f(x · a), (f · a)(x) = f(a · x) (a ∈ A, x ∈ X, f ∈ X∗).

است: زیر مدولی اعمال با دومدول -A باناخ یک A⊗̂A صورت این در باشد تصویري تانسوري حاصلضرب فضاي A⊗̂A اگر

a · (b⊗ c) = ab⊗ c, (b⊗ c) · a = b⊗ ca (a, b, c ∈ A)

است: دومدول -A باناخ یک زیر مدولی اعمال با (A⊗̂A)∗ بنابراین

(a · f)(b⊗ c) = f(b⊗ ca),

(f · a)(b⊗ c) = f(ab⊗ c) (a, b, c ∈ A, f ∈ (A⊗̂A)∗).

یک A باناخ جبر روي ناصفر ضربی خطی تابعک  یک به گرفت. نظر در -دومدول A باناخ یک به عنوان را (A⊗̂A)∗∗ می توان مشابه به طور
κA : A→ A∗∗ مقاله، این سرتاسر در می دهیم. نمایش ∆(A) نماد با را A روي مشخصه هاي تمام مجموعۀ و می شود گفته مشخصه



٧۶ ١۴٠٣ ،١ شماره ،٢ دوره کاربردها، و اندازه جبرهاي

می شود: تعریف زیر به صورت که است ضربی نگاشت πA : A⊗̂A→ A و طبیعی نشانندة

πA(a⊗ b) = ab (a, b ∈ A).

ضرب ها این واقع در کند. باناخ جبر یک به تبدیل را آن بتواند تا کرد تعریف باناخ جبر یک دوم دوگان روي ضرب دو ١٩۵١ سال در آرنز
داده نمایش ♢ و □ نمادهاي با ترتیب به که می شود گفته دوم و اول آرنز ضرب ضرب ها این به هستند. جبر روي معمولی ضرب توسیع

می شوند: تعریف زیر به صورت و می شوند

⟨F□G, f⟩ = ⟨F,G · f⟩, ⟨F♢G, f⟩ = ⟨G, f · F ⟩,

و
⟨G · f, a⟩ = ⟨G, f · a⟩, ⟨f · F, a⟩ = ⟨F, a · f⟩,

و
⟨f · a, b⟩ = ⟨f, ab⟩, ⟨a · f, b⟩ = ⟨f, ba⟩,

.a, b ∈ A و f ∈ A∗ ،F,G ∈ A∗∗ آن در که
در می دهیم. نمایش φ̃ با را آن که است موجود A∗∗ به φ از یکتایی توسیع آنگاه ،φ ∈ ∆(A) و باشد باناخ جبر یک A اگر که شود دقت

می دهیم قرار F ∈ A∗∗ هر براي واقع
φ̃(F ) = F (φ).

اصلی نتایج ٣

شود. مراجعه [١٩] منبع به بیشتر جزئیات براي می دهیم. ارائه را -دوتصویر A∗∗ باناخ جبرهاي تعریف ابتدا

به طوري که باشد موجود ρ : A→ A∗∗⊗̂A∗∗ دومدولی -A پیوسته همریختی هرگاه نامیم ∗∗A-دوتصویر Aرا باناخ جبر .٣. ١ تعریف
a ∈ A هر ازاي به

πA∗∗ ◦ ρ(a) = κA(a)

است. πA∗∗(F ⊗G) = F□G ضابطۀ با ضربی عملگر πA∗∗ : A∗∗⊗̂A∗∗ → A∗∗ آن در که

می پردازیم. -میانگین پذیري φ با A باناخ جبر -دوتصویري A∗∗ بین رابطۀ بررسی به زیر قضیۀ در

A در (mα) کران دار تور هرگاه است چپ -میانگین پذیر φ ،A گوییم .φ ∈ ∆(A) و باشد باناخ جبر یک A کنیم فرض .٣. ٢ تعریف
a ∈ A هر براي به طوري که باشد موجود

amα − φ(a)mα → ٠, φ(mα)→ ١.

هرگاه گوییم کران دار را (eα) تقریبی یکۀ .eαa → a ،a ∈ A هر براي هرگاه گوییم A باناخ جبر چپ تقریبی یکۀ را (eα) تور
تقریبی یکۀ داراي A باناخ جبر می شود. تعریف نیز کران دار راست تقریبی یکۀ مشابه به طور .∥eα∥ ≤ K که باشد داشته وجود K > ٠

باشد. کران دار راست و کران دار چپ تقریبی یکۀ داراي هرگاه است کران دار

-φ A آنگاه باشد، -دوتصویر A∗∗ ،A اگر .φ ∈ ∆(A) و باشد (راست) چپ تقریبی یکۀ با باناخ جبر یک A کنیم فرض .٣. ٣ قضیه
است. (راست) چپ میانگین پذیر

هر براي به طوري که است موجود ρ : A → A∗∗⊗̂A∗∗ خطی عملگر تعریف طبق لذا است -دوتصویر A∗∗ ،A جبر ازآنجاکه اثبات.
داریم: a, b ∈ A

πA∗∗ ◦ ρ(a) = κA(a), ρ(ab) = ρ(a) · b = a · ρ(b).

نگاشت [٧. ١ لم ،٢] طبق
Ψ : A∗∗⊗̂A∗∗ → (A⊗̂A)∗∗
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می کند: صدق زیر شرایط در n ∈ A∗∗⊗̂A∗∗ و a, b ∈ A هر براي به طوري که است موجود
Ψ(κA(a)⊗ κA(b)) = κA⊗̂A(a⊗ b) الف)

Ψ(n) · a = Ψ(n · a) ب)
a ·Ψ(n) = Ψ(a · n) پ)

.π∗∗A (Ψ(n)) = πA∗∗(n) ت)
می کنیم: تعریف زیر به صورت را θ : A→ (A⊗̂ A

kerφ)
∗∗ نگاشت

θ(a) = (idA ⊗ q)∗∗ ◦Ψ ◦ ρ(a),

یک idA ⊗ q نگاشت که کنیم دقت است. خارج قسمتی نگاشت q : A → A
kerφ و همانی نگاشت idA : A → A آن در که

لذا است چپ تقریبی یکۀ داراي A چون است. همریختی -مدولی A یک نیز (idA ⊗ q)∗∗ درنتیجه و است -مدولی A همریختی
.k = limn→∞ ankn که دارند وجود kerφ در {kn} و A در {an} دنباله هاي k ∈ kerφ هر براي پس .A kerφ = kerφ

داریم لذا q(k) = ٠ ،k ∈ kerφ هر براي ازآنجاکه

θ(k) = θ( lim
n→∞

ankn) = lim
n→∞

θ(ankn)

= lim
n→∞

(idA ⊗ q)∗∗ ◦Ψ ◦ ρ(ankn)

= lim
n→∞

(idA ⊗ q)∗∗ ◦Ψ ◦ ρ(an)kn = ٠.

انتخاب طوري را a٠ ∈ A عنصر می کند. القا θ̃ : A
kerφ → (A⊗̂ A

kerφ)
∗∗ کران دار چپ همریختی مدول -A یک θ نگاشت درنتیجه

می کنیم تعریف .φ(a٠) = ١ که می کنیم
m = θ̃(a٠ + kerφ).

داریم a ∈ A هر براي که دید می توان به آسانی .m ∈ A∗∗ درنتیجه و A
kerφ

∼= C می دانیم که همان طور

am = aθ̃(a٠ + kerφ) = θ̃(aa٠ + kerφ)

= θ̃(φ(a)a٠ + kerφ)

= φ(a)θ̃(a٠ + kerφ)

= φ(a)m.

که می گیریم نتیجه φ̃ ◦ π∗∗A = φ̃ ◦ (idA ⊗ q)∗∗ ازآنجاکه همچنین

φ̃(m) = φ̃ ◦ θ̃(a٠ + kerφ) = φ̃ ◦ θ(a٠)

= φ̃ ◦ (idA ◦ q)∗∗ ◦Ψ ◦ ρ(a٠)

= φ̃ ◦ π∗∗A ◦Ψ ◦ ρ(a٠)

= φ̃ ◦ πA∗∗ ◦ ρ(a٠)

= φ(a٠) = ١.

می شود. انجام مشابه به طور نیز A راست میانگین پذیري اثبات است. چپ میانگین پذیر -φ ،A بنابراین

هرگاه نامیم G روي سگال جبر یک را L١(G) گروهی جبر از S(G) خطی زیرفضاي G موضعی فشردة گروه براي .۴ .٣ تعریف
است. L١(G) در چگال زیرمجموعۀ S(G) الف)

.∥f∥L١(G) ≤ ∥f∥S(G) باشیم داشته f ∈ S(G) هر براي و باشد باناخ فضاي یک ∥ · ∥S(G) نرم با S(G) ب)
باشد پیوسته S(G) توي به G از y 7→ Ly(f) نگاشت و Ly(f) ∈ S(G) باشیم داشته y ∈ G و f ∈ S(G) هر براي ج)

.Ly(f)(x) = f(y−١x) آن در که
.∥Ly(f)∥S(G) = ∥f∥S(G) باشیم داشته y ∈ G و f ∈ S(G) هر براي د)
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شود. مراجعه [١٨] به موضعی فشردة گروه هاي روي سگال جبرهاي دربارة بیشتر جزییات براي
یعنی باشد. چپ پایاي میانگین داراي هرگاه نامیم میانگین پذیر را G گروه باشد. موضعی فشردة گروه یک G کنید فرض .۵ .٣ تعریف

f ∈ L∞(G) هر براي و ∥T∥ = T (١) = ١ به طوري که باشد موجود T : L∞(G)→ C کران دار و خطی عملگر

T (Lxf) = T (f)

و آبلی گروه هاي به می توان میانگین پذیر گروه هاي از مثالی به عنوان است. Lxf(y) = f(x−١y) چپ انتقال نگاشت Lxf آن در که
شود. مراجعه [١٧] و [١۶] منابع به بیشتر مطالعۀ براي کرد. اشاره فشرده گروه هاي

است. میانگین پذیر G آنگاه باشد، -دوتصویر S(G)∗∗ ،S(G) اگر است. موضعی فشردة گروه یک G کنیم فرض .۶ .٣ نتیجه
باشد، -دوتصویر S(G)∗∗ ،S(G) اگر که می شود نتیجه ٢. ١ قضیه از است. چپ تقریبی یکۀ داراي همواره S(G) که می دانیم اثبات.

است. میانگین پذیر G که می شود نتیجه [٣. ٢ قضیه ،١] طبق و است چپ میانگین پذیر -φ ،S(G) آنگاه

-φ ،A آنگاه باشد، دوتصویر -A∗∗ ،A اگر .φ ∈ ∆(A) و باشد راست و چپ تقریبی یکۀ با باناخ جبر یک A کنیم فرض .٣. ٧ نتیجه
است. میانگین پذیر جانسون

است. [٢. ٢ قضیه ،٢٢] و ٢. ١ قضیه مستقیم نتیجۀ اثبات اثبات.

در عناصر با مثلثی پایین I × I ماتریس هاي تمام مجموعۀ را LO(I) باشد. عضو کوچک ترین با کلی جهت دار مجموعۀ یک I کنیم فرض
یعنی می گیریم، نظر در C

LO(I) =
{
[aij ]i,j∈I : aij ∈ C, aij = هر٠ براي i < j

}
.

می دهد. باناخ جبر تشکیل ∥[aij ]∥ =
∑

i,j∈I ∥aij∥ نرم و ماتریسی ضرب با LO(I)

نیست. دوتصویر -LO(I)∗∗ ،LO(I) آنگاه باشد، عضو کوچک ترین داراي I و |I| > ١ اگر .٣. ٨ قضیه
تقریبی یکۀ LO(I) لذا است همانی عنصر داراي C جبر ازآنجاکه باشد. دوتصویر -LO(I)∗∗ ،LO(I) کنیم فرض خلف برهان به اثبات.

ضابطۀ با را ψ : LO(I)→ C نگاشت دارد.
ψ([aij ]) = ai٠i٠

-ψ ،LO(I) جبر ٢. ١ قضیه طبق است. LO(I) روي مشخصه یک ψ به وضوح است. I عنصر کوچک ترین i٠ آن در که می کنیم تعریف
بستۀ ایده آل است. چپ میانگین پذیر

J =




ai٠i٠ ٠ · · · ٠ · · ·
akk′ ٠ · · · ٠ · · ·
: : : : :

ass′ ٠ · · · ٠ · · ·
: : : : :

 : ai٠i٠ , akk′ , ass′ , · · · ∈ C


پس است. چپ میانگین پذیر -ψ|J نیز J ایده آل [١. ٣ لم ،١٠] بنابر درنتیجه .ψ|J ̸= ٠ صورت این در می گیریم. نظر در را LO(I) در

j ∈ J هر براي که دارد وجود (mα) ⊆ J کران دار تور

jmα − ψ(j)mα → ٠, ψ(mα) = ١.

،j ∈ J هر براي که گرفت نتیجه می توان بنابراین است. برقرار j١j٢ = ψ(j٢)j١ رابطۀ j١, j٢ ∈ J هر براي دیگر طرف از
عنصر گرفتن نظر در با حال j − ψ(j)mα → ٠.

j =


٠ ٠ · · · ٠ · · ·
١ ٠ · · · ٠ · · ·
: : : : :

٠ ٠ · · · ٠ · · ·
: : : : :


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می رسیم. تناقض به و j = j− ψ(j)mα → ٠ که می رسیم نتیجه این به

می کنیم. بیان را مشخصه یک به وابسته -دوتصویري A∗∗ مفهوم ادامه در

A-دومدولی پیوسته همریختی هرگاه است A∗∗-φ-دوتصویر ،A گوییم .φ ∈ ∆(A) و باشد باناخ جبر Aیک کنیم فرض .٣. ٩ تعریف
a ∈ A هر ازاي به به طوري که باشد موجود ρ : A→ A∗∗⊗̂A∗∗

φ̃ ◦ πA∗∗ ◦ ρ(a) = φ(a).

برقرار لزوماً مطلب این عکس که می دهیم نشان مثالی ذکر با ادامه در است. -دوتصویر A∗∗-φ آنگاه باشد، -دوتصویر A∗∗ ،A اگر به وضوح
به طوري که باشد f : S → C مقدار مختلط توابع تمام مجموعۀ ℓ١(S) و باشد نیم گروه یک S کنیم فرض نیست.

می شود تعریف زیر به صورت g و f پیچشی ضرب f, g ∈ ℓ١(S) هر براي .∥f∥١ =
∑
s∈S
|f(s)| <∞

(f ∗ g)(r) =
∑
st=r

f(s)g(t) (r ∈ S),

یک (ℓ١(S), ∗, ∥ · ∥١) صورت این در .∑st=r f(s)g(t) = ٠ آنگاه st = r که نشود یافت t و s مانند عضوي هیچ که حالتی در و
می نامیم. S به وابسته نیم گروهی جبر را آن که است باناخ جبر

عمل با همراه N طبیعی اعداد مجموعۀ .٣. ١٠ مثال

m · n = max{m,n}

-دوتصویر A∗∗ ،A = ℓ١(Nmax) نیم گروهی جبر صورت این در می دهیم. نمایش Nmax نماد با را آن که می دهد نیم گروه یک تشکیل
a ∈ A هر ازاي به به طوري که دارد وجود ρ : A→ A∗∗⊗̂A∗∗ -دومدولی A پیوسته همریختی صورت این غیر در زیرا نیست.

πA∗∗ ◦ ρ(a) = κA(a).

داریم a ∈ A هر براي آنگاه ،m = ρ(δ١) دهیم قرار اگر

aΨ(m) = Ψ(am) = Ψ(aρ(δ١))

= Ψ(ρ(aδ١)) = Ψ(ρ(δ١a))

= Ψ(ρ(δ١)a) = Ψ(m)a.

همچنین

π∗∗A (Ψ(m))a = π∗∗A (Ψ ◦ ρ(δ١))a

= πA∗∗ ◦ ρ(δ١)a

= κA(δ١)a

= κA(a).

متناهی E(Nmax)مجموعه اي = E(N) باید لذا است. بنابراینAمیانگین پذیر و برايAاست مجازي قطر Ψ(m)یک که می شود نتیجه
∆(A) = {φn : n ∈ N}∪{φ∞} می دانیم که همان طور است. A∗∗-φ-دوتصویر ،A می کنیم ادعا حال است. تناقض یک که باشد

آن در که

φn(f) =
n∑

i=١
f(i), φ∞(f) =

∞∑
i=١

f(i).

می کنیم: تعریف زیر به صورت را ρn : A→ A∗∗⊗̂A∗∗ نگاشت n ∈ N هر براي

ρn(a) = am⊗m
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داریم: و است پیوسته -مدولی A همریختی یک ρn بنابراین am = φn(a)m ازآنجاکه .m = κA(δn+١ − δn) آن در که

φ̃n ◦ πA∗∗ ◦ ρ(a) = φ̃n ◦ πA∗∗(am⊗m)

= φ̃n(amm)

= φ(a)φ̃n(m)

= φn(a).

دهیم قرار اگر همچنین، است. -دوتصویر A∗∗-φn ،A بنابراین

M = w∗ − lim
n
κA(δn) ∈ A∗∗,

ضابطۀ با ρ : A→ A∗∗⊗̂A∗∗ نگاشت لذا ،aM = Ma = φ∞(a)M ازآنجاکه می شود دیده به راحتی

ρ(a) = aM⊗M

داریم: و است پیوسته -مدولی A همریختی یک

φ̃∞ ◦ πA∗∗ ◦ ρ(a) = φ̃∞(aM2) = φ∞(a).

است. -دوتصویر A∗∗-φ∞ ،A که می گیریم نتیجه
-جبر W ∗ یک دوگان پیش که است باناخ جبر یک -جبر F یک واقع در .[١٢] کرد معرفی را -جبرها F کلاس ١٩٨٨ سال در لائو
تعریف را -جبرها F چپ میانگین پذیري لائو بار اولین براي باشد. A روي ضربی خطی تابعک یک M همانی عنصر به طوري که باشد M
نتایج و کرد تعریف -جبرها F براي را داخلی میانگین پذیري مفهوم [١۴] ٢٠٠١ سال در اصفهانی نصر پرداخت. آن خواص مطالعۀ به و
جباري است. داخلی میانگین پذیر همواره L١(G) گروهی جبر که بود این نتایج این از یکی آورد. دست به مختلف جبرهاي مورد در بسیاري

کرد. معرفی باناخ جبرهاي براي را داخلی -میانگین پذیر φ مفهوم [۶] در ٢٠١١ سال در
در (aα) کران دار تور هرگاه گوییم داخلی -میانگین پذیر φ را A جبر .φ ∈ ∆(A) و باشد باناخ جبر یک A کنیم فرض .٣. ١١ تعریف

a ∈ A هر براي به طوري که باشد موجود A

aaα − aαa→ ٠, φ(aα)→ ١.

می پردازیم. باناخ جبرهاي -دوتصویري A∗∗-φ و -میانگین پذیري φ بین رابطۀ بررسی به زیر گزارة در
باشد، داخلی -میانگین پذیر φ ،A اگر باشد. -دوتصویر A∗∗-φ ،A و φ ∈ ∆(A) و باشد باناخ جبر یک A کنیم فرض .٣. ١٢ قضیه

است. راست و چپ -میانگین پذیر φ ،A آنگاه
a ∈ A هر براي به طوري که دارد وجود A در (aα) کران دار تور لذا است داخلی -میانگین پذیر φ ،A چون اثبات.

aaα − aαa→ ٠, φ(aα)→ ١.

می کنیم: تعریف زیر به صورت را T : A∗∗⊗̂A∗∗ → A∗∗ نگاشت و mα = ρ(aα) می دهیم قرار

T (F ⊗G) = φ̃(G)F.

داشت: خواهیم Nα = T ◦ ρ(aα) گرفتن نظر در با باشد، -دوتصویري A∗∗-φ تعریف در مدنظر نگاشت ρ : A→ A∗∗⊗̂A∗∗ اگر

aNα − φ(a)Nα = aT ◦ ρ(aα)− φ(a)T ◦ ρ(aα)

= T ◦ ρ(aaα)− T ◦ ρ(aαa)

= T ◦ ρ(aaα − aαa)→ ٠.

که می رسیم نتیجه این به φ̃ ◦ T = φ̃ ◦ πA∗∗ ازآنجاکه همچنین

φ̃ ◦ T ◦ ρ(aα) = φ̃ ◦ πA∗∗ ◦ ρ(aα) = φ(aα)→ ١.

است. راست -میانگین پذیر φ ،A کرد ثابت می توان مشابه استدلال با است. چپ -میانگین پذیر φ ،A پس



٨١ ماکسیمال ایده آل فضاي پایه بر باناخ جبرهاي -دوتصویري A∗∗

است. ضروري داخلی -میانگین پذیري φ شرط قبل لم در که می دهیم نشان مثالی ذکر با ادامه در

باشد: زیر نرم با [٠, ١] بر پیوسته توابع تمام فضاي A = C([٠, ١]) کنیم فرض .٣. ١٣ مثال

∥f∥∞ = sup{|f(x)| : x ∈ [٠, ١]}.

ضرب با همراه A فضاي
f · g = g(٠)f,

روي مشخصه تنها ϕ(f) = f(٠) واقع در است؛ عضوي تک مجموعۀ یک ∆(A) که دید می توان به راحتی می دهد. باناخ جبر تشکیل
اگر خلف برهان به ادعا، این اثبات براي است. -دوتصویر A∗∗-ϕ اما نیست -میانگین پذیر ϕ ،A جبر که می کنیم ادعا است. C([٠, ١])

که دارد وجود A در (fα) تور آنگاه باشد، -میانگین پذیر ϕ ،A

f · fα − ϕ(f)fα → ٠ ϕ(fα) = ١.

درنتیجه
ϕ(fα)f − ϕ(f)fα = f − ϕ(f)fα → ٠.

.kerϕ = {٠} که است معنی بدین این و f = ٠ لذا و ٠ = ϕ(f)fα → f که گرفت نتیجه می توان f ∈ kerϕ هر براي بنابراین
را ρ : A → A∗∗⊗̂A∗∗ نگاشت دوم ادعاي اثبات براي است. تناقض یک این و dim(A) = ١ پس dim( A

kerϕ) = ١ ازآنجاکه
می کنیم: تعریف زیر به صورت

ρ(f) = κA(f)⊗ κA(١).

داریم: و است پیوسته -مدولی A همریختی یک ρ صورت این در

φ̃ ◦ πA∗∗ ◦ ρ(f) = φ̃ ◦ πA∗∗(κA(f)⊗ κA(١))

= φ̃(κA(f · ١))

= ϕ(f)ϕ(١)

= ϕ(f).

است. -دوتصویر A∗∗-ϕ̃ ،A که می گیریم نتیجه پس

است. راست و چپ -میانگین پذیر φ ،A صورت این در باشد. -دوتصویر A∗∗-φ و جابجایی باناخ جبر یک A کنیم فرض .١۴ .٣ نتیجه

چپ -میانگین پذیر φ ،A صورت این در باشد. -دوتصویر A∗∗-φ و کران دار تقریبی یکۀ داراي باناخ جبر یک A کنیم فرض .١۵ .٣ نتیجه
است. راست و

هار اندازة با موضعی فشردة گروه یک G کنید فرض دهیم. قرار بررسی مورد را گروهی جبر -دوتصویري A∗∗-φ داریم قصد ادامه در
توابع جبر L∞(G) کنید فرض همچنین .[۴] باشد پیچشی ضرب و ∥ · ∥١ نرم با G گروه به وابسته گروهی جبر L١(G) و dλ چپ
باشد، ξ : G→ T پیوسته همریختی هاي همۀ مجموعۀ Ĝ اگر .[۴] باشد G گروه اندازة جبر M(G) و ∥ · ∥∞ نرم با اساسی کران دار

صورت این در
∆(L١(G)) = {φξ : ξ ∈ Ĝ},

آن در که
φξ(f) =

∫
G
ξ(x)f(x)dλ(x).

کنید. مراجعه [٧. ٢٣ قضیه ،۴] مرجع به

یک G اگر فقط و اگر است -دوتصویر L١(G)∗∗-φ ،L١(G) گروهی جبر باشد. موضعی فشردة گروه یک G کنید فرض .١۶ .٣ قضیه
باشد. میانگین پذیر گروه
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٣. ١٢ قضیه طبق و است داخلی -میانگین پذیر φ ،L١(G) درنتیجه است کران دار تقریبی یکۀ داراي همواره L١(G) ازآنجاکه اثبات.
است. میانگین پذیر G بنابراین است. چپ -میانگین پذیر φ ،L١(G)

L١(G)∗∗ M٢در M١و لذا است. راست و چپ -میانگین پذیر φ ،L١(G) پس باشد. میانگین پذیر گروه Gیک کنیم فرض برعکس،
a ∈ L١(G) هر براي که دارند وجود

aM١ = φ(a)M١, φ̃(M١) = ١

و
M٢a = φ(a)M٢, φ̃(M٢) = ١.

می کنیم: تعریف را ρ : L١(G)→ L١(G)∗∗⊗̂L١(G)∗∗ نگاشت

ρ(a) = aM١ ⊗M٢.

داریم: صورت این در
φ̃ ◦ πA∗∗ ◦ ρ(a) = φ̃(aM١M٢) = φ(a).

همچنین
ρ(ab) = abM١ ⊗M٢ = φ(ab)M١ ⊗M٢ = φ(a)φ(b)M١ ⊗M٢ = aρ(b),

و

ρ(ab) = abM١ ⊗M٢ = φ(ab)M١ ⊗M٢

= φ(a)φ(b)M١ ⊗M٢ = φ(a)M١ ⊗M٢b

= ρ(a)b.

است. -دوتصویر L١(G)∗∗-φ ،L١(G) که می کند ثابت این

یک G اگر فقط و اگر است -دوتصویر M(G)∗∗-φ ،M(G) اندازة جبر باشد. موضعی فشردة گروه یک G کنید فرض .٣. ١٧ نتیجه
باشد. گسسته و میانگین پذیر گروه

و است چپ -میانگین پذیر φ ،M(G) ١۵ .٣ نتیجه بنابر است یکدار M(G) چون باشد، -دوتصویر M(G)∗∗-φ ،M(G) اگر اثبات.
آنگاه باشد، گسسته و میانگین پذیر G اگر برعکس، حالت براي است. گسسته و میانگین پذیر G [٢ .۵ نتیجه ،١٣] طبق بنابراین

می کند. تکمیل را اثبات ١۶ .٣ قضیه درنتیجه و M(G) = ℓ١(G)
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Extended Abstract

Introduction

A metric space (X, d) is pointed if it carries a distinguished element or base point e. Let (X, dX) and
(Y, dY ) be metric spaces. A map f : X → Y is Lipschitz if

L(f) = sup
x,x′∈X
x ̸=x′

dY (f(x), f(x
′))

dX(x, x′)
<∞. (0.1)

Suppose that (X, d) is a compact pointed metric space. The collection of all Lipschitz functions f : X →
C with f(e) = 0 is called Lipschitz space and is denoted by Lip0(X). The usual norm on Lip0(X) is
defined by (0.1) which gives a Banach space. The little Lipschitz space, lip0(X), is the closed subspace
of Lip0(X) consists of all functions f : X → C such that

lim
d(x,x′)→0

|f(x)− f(x′)|
d(x, x′)

= 0.

We say that lip0(X) separates the points of X uniformly if there exists a constant c > 1 such that for
every x, y ∈ X , some f ∈ lip0(X) satisfies L(f) ≤ c and |f(x)− f(y)| = d(x, y). In the general case,
it is possible that lip0(X) does not separate points of X uniformly. For each constant 0 < α < 1 and
metric space (X, d), we denote by Xα the same set together with the metric dα and call it Holder metric
space. The Holder space, lip0(Xα) separates the points of X uniformly.

Let (X, d) be a metric space. A molecule ofX is a functionm : X → Cwhich is supported on a finite
set and which satisfies

∑
x∈X m(x) = 0. For x, y ∈ X define the molecule mxy by mxy = χx − χy .

We denote the set of molecules on X by ae(X) and give it the norm

∥m∥AE = inf

{
k∑

i=1

|ai|d(xi, yi) : m =
k∑

i=1

aimxiyi

}

and we let AE(X) be the completion of the space of molecules on X .
We examine the condition on the underlying metric space (X, d) which implies that lip0(Xα)∗ =

L1(µ) for some measure µ onX . Then we conclude that the space of Holder functions on every compact
pointed space is not predual of L1(µ).

Conclusion

In this paper, the next theorem and corollary are presented:

Theorem 0.1. Let (X, d) be a compact pointedmetric space. The little Lipschitz space, lip0(X) is predual
of L1(µ) and 1

d(x,e)mxe is an extreme point of the closed unit ball of lip0(X)∗ for all x ∈ X \ {e} if and
only if for each x, y ∈ X , d(x, y) = d(x, e) + d(e, y).

Corollary 0.2. The space of Holder functions on a compact pointed metric space with at least two distinct
points of base point is not predual of L1.
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مقدمه ١

فرض نامیم. پایه اي نقطۀ را آن متمایز نقطۀ و گوییم نقطه اي متریک فضاي را آن باشد متمایز نقطۀ یک حاوي (X, d) متریک فضاي اگر
هرگاه نامیم لیپ شیتس را f : X → Y تابع باشند. متریک فضاهاي (Y, dY ) و (X, dX) کنیم

L(f) = sup
x,x′∈X
x ̸=x′

dY (f(x), f(x
′))

dX(x, x′)
<∞. (١. ١)

f(e) = ٠ که را f : X → C لیپ شیتس توابع تمام گردایۀ باشد. e پایه اي نقطۀ با نقطه اي متریک فضاي یک (X, d) کنیم فرض
را آن که می کند تعریف Lip٠(X) روي نرم یک ،(١. ١) در L(·) تابع می دهیم. نمایش Lip٠(X) نماد با و نامیده لیپ شیتس فضاي
f : X → C توابع همۀ از متشکل Lip٠(X) بستۀ زیرفضاي ،lip٠(X) کوچک، لیپ شیتس فضاي می کند. باناخ فضاي یک به تبدیل

که است

lim
d(x,x′)→٠

|f(x)− f(x′)|
d(x, x′)

= ٠.

تابع ،x, y ∈ X هر به ازاي که شود یافت c > ١ ثابت هرگاه می کند جدا یکنواخت به طور را X نقاط کوچک لیپ شیتس فضاي  گوییم
لیپ شیتس فضاي است ممکن کلی حالت در باشد. موجود |f(x) − f(y)| = d(x, y) و L(f) ≤ c خاصیت با ،f ∈ lip٠(X)

ثابت تابع شامل فقط lip٠(X) اقلیدسی، متر به مجهز X = [٠, ١] متریک فضاي به ازاي نمونه به عنوان نکند. جدا را X نقاط کوچک
هلدر فضاي را آن که است متریک فضاي یک مجدداً (X, dα) ساختار (X, d) متریک فضاي و ٠ < α < ١ ثابت به ازاي بود. خواهد صفر
یکنواخت به طور را X نقاط همواره و می شود نامیده هلدر توابع فضاي lip٠(X

α) به علاوه می دهیم. نمایش Xα با به اختصار و می نامیم
نام ملکول یک ،∑x∈X m(x) = ٠ و است متناهی تکیه گاه داراي که (X, d) متریک فضاي روي m اسکالر-مقدار تابع می کند. جدا

می گیریم. نظر در آن روي را زیر نرم و می دهیم نمایش ae(X) با را X روي ملکول هاي همۀ فضاي دارد.

∥m∥AE = inf

{
k∑

i=١
|ai|d(xi, yi) : m =

k∑
i=١

aimxiyi

}

نرم دار فضاي کامل  شدة از است عبارت ،AE(X) ارنس-ایلز، فضاي .mxy = χx − χy ،x, y ∈ X هر به ازاي آن در که
کند، جدا یکنواخت به طور را X نقاط lip٠(X) و باشد فشرده نقطه اي متریک فضاي یک (X, d) درصورتی که .(ae(X), ∥ · ∥AE)

و آن نرمی دوگان بین هرگاه می شود، نامیده L١(µ) پیش دوگان باناخ، فضاي یک .([١] در ٣. ٣. ٣ (قضیه lip٠(X)∗ = AE(X)

یک آیا که پرسش این دیرباز از و ندارد یگانه پیش دوگان L١(µ) فضاي که می دانیم باشد. موجود طول پا و پوشا خطی، عملگر یک ،L١(µ)

بین ارتباط قضیه اي در نخست مقاله این در بوده است. متعددي ریاضی پژوهش هاي موضوع است، L١(µ) پیش دوگان معین باناخ فضاي
هلدر توابع فضاي می گیریم نتیجه سپس می کنیم. بیان را زمینه متریک فضاي ساختار و کوچک لیپ شیتس فضاي دربارة پرسش این پاسخ

نیست. L١(µ) پیش دوگان فشرده نقطه اي متریک فضاي هر بر

اصلی نتایج ٢

داریم. نیاز می شود مطرح زیر گزارة در که نکته اي به اصلی، قضیۀ اثبات خلال در

این غیر در زیرا است. (X,µ) اندازة فضاي در اتم یک f تکیه گاه آنگاه باشد، L١(µ) یکۀ گوي اکستریم نقطۀ f اگر .٢. ١ ملاحظه
داریم ،t =

∫
E |f |dµ ∈ (٠, ١) گرفتن نظر در با و ٠ < µ(E) < µ(supp(f)) که می شود یافت E ⊂ supp(f) صورت

تناقض در f بودن اکستریم با که f = t(١
t fχE ) + (١− t)(١

t fχE ) به علاوه .∥ ١
١−tfχsupp(f)\E∥١ = ١ و ∥١

t fχE∥١ = ١
است.

دهیم. ارائِه زیر شرح به را مقاله اصلی قضیۀ می توانیم اکنون

پیش دوگان ،lip٠(X) کوچک، لیپ شیتس فضاي باشد. آن پایه اي نقطۀ e و فشرده متریک فضاي یک (X, d) کنیم فرض .٢. ٢ قضیه
نقطۀ دو هر به ازاي اگر تنها و اگر است lip٠(X)∗ یکۀ گوي اکستریم نقطۀ ١

d(x,e)mxe ،x ∈ X \ {e} نقاط همۀ براي و L١(µ)

.d(x, y) = d(x, e) + d(e, y) ،x, y ∈ X متمایز
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و X روي مثبت اندازة یک µ کنیم فرض ابتدا اثبات.

T : lip٠(X)∗ → L١(µ)

کنیم فرض به علاوه باشد. طول پا }یکریختی
١

d(x, e)
mxe : x ∈ X,x ̸= e

}
⊆ ext(lip٠(X)∗).

.T ( ١
d(x,e)mxe) ∈ ext(L١(µ)) داریم ١

d(x,e)mxe ∈ ext(lip٠(X)∗) و است طول پا یکریختی T چون x ∈ X هر به ازاي
Exوجود ⊆ X اتم ،∥T ( ١

d(x,e)mxe)∥١ = ١ ازآنجاکه و است (X,µ) اندازة فضاي در اتم یک T (mxe) تکیه گاه ٢. ١ ملاحظه بنابر
که دارد

T (
١

d(x, e)
mxe) =

١
µ(Ex)

χEx
(a.e.).

به این ترتیب هستند. مجزا درنتیجه و متمایز Ey و Ex آنگاه ،x ̸= y اگر ،x, y ∈ X هر به ازاي است، یکریختی T چون که است روشن
،x, y ∈ X \ {e} متمایز نقطۀ دو هر به ازاي

d(x, y) = ∥mxy∥AE
= ∥T (mxy)∥١

= ∥T (mxe)− T (mey)∥١

= ∥d(x, e)
µ(Ex)

χEx
− d(y, e)

µ(Ey)
χEy
∥١

=

∫
X
|d(x, e)
µ(Ex)

χEx
− d(y, e)

µ(Ey)
χEy
|dµ

=

∫
X

d(x, e)

µ(Ex)
χEx

+
d(y, e)

µ(Ey)
χEy

dµ

= d(x, e) + d(e, y).

کنیم فرض برعکس،

d(x, y) = d(x, e) + d(e, y) (x, y ∈ X, x ̸= y).

می کنیم تعریف زیر به صورت X روي را µ اندازة

µ : P (X)→ [٠,∞]; µ(E) =

{ ∑
x∈E d(x, e) E ̸= ∅

٠ E = ∅

و m(X) = {z١, · · · , zn} ∪ {٠} که دارند وجود z١, · · · , zn ∈ C \ {٠} تعریف، بنابر m ∈ ae(X) هر به ازاي
متناهی زیرمجموعۀ ∪ni=١Ei داریم Ei = m−١(zi) دهیم قرار i ∈ {١, · · · , n} هر به ازاي اگر به علاوه، .z١ + · · · + zn = ٠

بنابراین .m =
∑n

i=١ ziχEi
و است X

∥m∥١ =

∫
X
|m|dµ =

n∑
i=١
|zi|µ(Ei)

=
n∑

i=١
|zi|(

∑
x∈Ei

d(x, e)) =
n∑

i=١

∑
x∈Ei

|zi|d(x, e)
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دیگر طرف از و

m =
n∑

i=١
ziχEi

=
n∑

i=١
zi
∑
x∈Ei

χx =
n∑

i=١

∑
x∈Ei

zimxe

لذا

∥m∥AE ≤
n∑

i=١

∑
x∈Ei

|zi|d(x, e) ≤ ∥m∥١. (٢. ١)

نقاط m ∈ ae(X) براي ،∥.∥AE نرم تعریف بنابر بگیریم. نظر در دلخواه را ϵ > ٠ عکس، جهت در بالا نامساوي اثبات براي
و m =

∑k
i=١ aimpiqi که می شوند یافت C در ak, · · · , a١ اعداد و X در qk, · · · , q١, pk, · · · , p١

k∑
i=١
|ai|d(pi, qi) < ∥m∥AE + ϵ.

داشت خواهیم سپس

∥m∥١ =

∫
X
|

k∑
i=١

aimpiqi |dµ

≤
k∑

i=١
|ai|
∫
X
|mpiqi |dµ

=

k∑
i=١
|ai|
∫
X
χpi

+ χqi
dµ

≤
k∑

i=١
|ai|(µ({pi}) + µ({qi}))

≤
k∑

i=١
|ai|(d(pi, e) + d(qi, e))

=
k∑

i=١
|ai|d(pi, qi)

< ∥m∥AE + ϵ.

می گیریم نتیجه به این ترتیب

∥m∥١ ≤ ∥m∥AE. (٢. ٢)

یک داراي لذا است. یکنواخت پیوستۀ به ویژه و طول پا خطی عملگر یک I : ae(X) → L١(µ) همانی نگاشت ،(٢. ٢) و (٢. ١) اساس بر
می کند، حفظ را طول پایی خاصیت Ĩ عملگر می دهیم. نمایش Ĩ با را آن که است AE(X) یعنی ae(X) کامل شدة به پیوسته گسترش
و می کند میل m به ∥.∥AE نرم به نسبت که است موجود {mi}i∈N مانند ae(X) اعضاي از دنباله اي m ∈ AE(X) هر به ازاي زیرا

داشت خواهیم

∥m∥AE = lim
i→∞
∥mi∥AE = lim

i→∞
∥Ĩ(mi)∥١

= ∥ lim
i→∞

Ĩ(mi)∥١ = ∥Ĩ(m)∥١.

با E ⊆ X هر به ازاي هست. نیز پوشا Ĩ می دهیم نشان ادامه در می کند ایجاب را آن برد بودن بسته Ĩ طول پایی که کنیم توجه
نوشت می توان پس است. شمارش پذیر حداکثر E مجموعۀ لذا ،∑x∈E d(x, e) = µ(E) < ∞ داریم µ(E) < ∞ شرط
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مطلق n∈Nmxne∑همگراي سري AE(X) فضاي در بنابراین .∑n∈N d(xn, e) = µ(E) <∞ که E = {xn : n ∈ N}
به ویژه است. AE(X) به متعلق χE =

∑
n∈Nmxne لذا است، همگرا درنتیجه و

Ĩ(χE ) = Ĩ(
∑
n∈N

mxne) =
∑
n∈N

Ĩ(mxne) =
∑
n∈N

I(mxne) =
∑
n∈N

mxne = χE

ایجاب را Ĩ پوشایی که است L١(µ) از Ĩ(AE(X)) بستۀ زیرفضاي در مشمول است چگال L١(µ) در که پله اي توابع زیرفضاي بنابراین
درنتیجه و B(x٠, rx٠) ∩ X = {x٠} داریم rx٠ = d(x٠, e) > ٠ به ازاي x٠ ∈ X \ {e} هر به ازاي انتها در می کند.
نقطۀ یک ١

d(x٠,e)
mx٠e می گیریم نتیجه fx٠ = d(x٠, e)χx٠ تابع براي [١] در ٣١. ٣ قضیه بردن کار به با به علاوه χx٠ ∈ lip٠(X)

است. lip٠(X)∗ = AE(X) یکۀ گوي از اکستریم

می شود. بیان زیر نتیجۀ در مقاله اصلی پرسش به پاسخ

نیست. L١(µ) پیش دوگان پایه اي، نقطۀ از متمایز نقطۀ دو حداقل با فشرده نقطه اي متریک فضاي یک روي هلدر توابع فضاي .٢. ٣ نتیجه

دارد، پایه اي نقطۀ از متمایز نقطۀ دو حداقل که ،(X, d) فشرده نقطه اي متریک فضاي روي هلدر توابع فضاي بگیریم خلف فرض اثبات.
داریم ،x, y, z ∈ X متمایز سه نقطۀ هر به ازاي ،٠ < α < ١ چون مقدماتی بررسی یک با که کنیم توجه است. L١(µ) پیش دوگان

d(x, z)α < d(x, y)α + d(y, z)α.

می گیریم نتیجه [١] در ٣٩. ٣ قضیه و [١] در ٣. ٣۴ گزاره از }ازاین رو
١

d(x, e)
mxe : x ∈ X,x ̸= e

}
⊆ ext(lip٠(X

α)∗).

بالا، قضیۀ بنابر لذا

d(x, y)α = d(x, e)α + d(e, y)α (x, y ∈ X, x ̸= y),

تناقض در فرض با که دارد e از متمایز نقطۀ یک حداکثر ،X می گیریم نتیجه واقع در .d(y, e) = ٠ یا d(x, e) = ٠ می کند ایجاب که
است.

می شود. حاصل زیر نتیجۀ اخیر، نتیجۀ برهان در [١] در ٣٩. ٣ قضیه به جاي [١] در ٣٢. ٣ نتیجه بردن کار به با

lip٠(X) آنگاه باشد، دو حداکثر قطر و پایه اي نقطۀ از متمایز نقطۀ دو حداقل با فشرده نقطه اي متریک فضاي یک X اگر .۴ .٢ نتیجه
اگر تنها و اگر است L١(µ) پیش دوگان

d(x, y) = d(x, e) + d(e, y) (x, y ∈ X, x ̸= y).
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Extended Abstract

Introduction

Let H be a separable Hilbert space. A sequence {fi}∞i=1 in H is a frame for H if there exist constants
0 < A ≤ B <∞ such that

A∥f∥2 ≤
∞∑
i=1

|⟨f, fi⟩|2 ≤ B∥f∥2, ∀f ∈ H.

If only the right-hand side inequality is required, it is called a Bessel sequence. It is called a tight frame
if there is a constant A > 0 such that

∞∑
i=1

|⟨f, fi⟩|2 = A∥f∥2.

It is called a Parseval frame if A = 1. It is called a frame sequence if it is a frame for its closed linear
span.

Two Bessel sequences {fi}∞i=1 and {gi}∞i=1 are called dual frames if

f =

∞∑
i=1

⟨f, fi⟩gi =
∞∑
i=1

⟨f, gi⟩fi ∀f ∈ H.

A sequence {fi}∞i=1 inH is called a Riesz sequence forH if there exist constants 0 < A ≤ B <∞ such
that

A

∞∑
i=1

|ci|2 ≤
∥∥∥ ∞∑

i=1

cifi

∥∥∥2 ≤ B ∞∑
i=1

|ci|2,

for all {ci}∞i=1 ∈ ℓ2(N), where A and B are called Riesz bounds. It is called a Riesz basis for H if
span{fi}∞i=1 = H.

If {fi}∞i=1 is a Riesz basis, it is well known that {fi}∞i=1 has a unique dual Riesz basis. In the other
words, there exists a unique Riesz basis {f̃i}∞i=1 such that

⟨fi, f̃j⟩ = δi,j, i, j ∈ N.

If {fi}∞i=1 has Riesz bounds A,B, then the dual Riesz sequence has bounds 1
B ,

1
A .

Frames in Hilbert spaces were introduced by Duffin and Schaeffer [6] in 1952, when they were study-
ing some problems in nonharmonic Fourier series. Frames were popularized after the work of Daubechies,
Grossmann and Meyer [5] where the theory of frames was related to wavelets and Gabor systems. Indeed,
after this work, frames were studied widely and deeply, particularly in the more specialized context of
wavelet frames and Gabor frames, which are two key tools in signal processing, image processing, data
compression, and sampling.

Let g be a function in L2(R) and a, b be two positive constants. The collection {EmbTnag}m,n∈Z

where Embf(x) = e2πimbxf(x) and Tnaf(x) = f(x − na) is called a Gabor frame in L2(R) if it is a
frame for the Hilbert space L2(R).

Gabor frames, introduced by D. Gabor in 1946, have been extensively studied. One of the most
important results for Gabor frames is the Ron-Shen duality principle that precisely characterizes Gabor
frames. It states that for every g ∈ L2(R) and a, b > 0 with ab ≤ 1, {EmbTnag}m,n∈Z is a frame with
bounds A,B for L2(R) if and only if { 1√

ab
Em

a
Tn

b
g}m,n∈Z is a Riesz sequence with bounds A,B.
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For generalization of the duality principle from Gabor frames to abstract frame theory, the concept
of R-duality with respect to orthonormal bases is defined as follows:
Let (ej)j∈N and (hi)i∈N be orthonormal bases for a separable Hilbert spaceH. Let (fi)i∈N be a sequence
such that for every j ∈ N,

∑
i∈N |⟨fi, ej⟩|2 <∞ and

ωf
j =

∑
i∈N
⟨fi, ej⟩hi.

The sequence (ωf
j )j∈N is called the R-dual sequence of (fi)i∈N with respect to (ej)j∈N and (hi)i∈N.

The R-duality with respect to orthonormal bases is discussed in several papers. In this paper, first, we
consider the concept of R-duality with respect to Riesz bases. In particular, for the Bessel sequences, we
define the concept of R-duality concerning Riesz bases using an anti-linear map. Using this anti-linear
map, we give characterizations of frames and Riesz bases. Also, we give characterizations of frames and
Riesz bases in terms of their R-dual sequences with respect to Riesz bases. We show the relation of the
R-dual sequence of the sum of Bessel sequences and the sum of the R-dual sequence with respect to Riesz
bases. Also, we give some characterizations for sums of frames and sums of Riesz bases. In addition, we
generalize some of the results in [2].

Conclusion

The main results of this paper are:

Definition 0.1. Let (fi)i∈I be a Bessel sequence forH and (hi)i∈I be a Riesz basis. Define the anti-linear
operatorM : H → H by

M(f) =
∑
i∈I
⟨fi, f⟩hi. (0.3)

M is a well-defined and bounded anti-linear operator on H. Its adjoint M∗ is an anti-linear operator
and

M∗f =
∑
i∈I
⟨hi, f⟩fi.

Theorem 0.2. Let (ej)j∈I and (hi)i∈I be Riesz bases forH, (fi)i∈I be a sequence such that
∑

i∈I |⟨fi, ej⟩|2 <
∞ for every j ∈ I and (ωf

j )j∈I be the R-dual sequence of (fi)i∈I with respect to (ej)j∈I and (hi)i∈I .
Then (fi)i∈I is a frame inH if and only if (ωf

j )j∈I is a Riesz sequence inH.

Theorem 0.3. Let (ej)j∈I and (hi)i∈I be Riesz bases forH, (fi)i∈I be a sequence such that
∑

i∈I |⟨fi, ej⟩|2 <
∞ for every j ∈ I and (ωf

j )j∈I be the R-dual sequence of (fi)i∈I with respect to (ej)j∈I and (hi)i∈I .
Then, the following statements are equivalent:

1. (fi)i∈I is a Riesz basis inH.

2. (ωf
j )j∈I is a Riesz basis inH.

Proposition 0.4. Let (fi)i∈I and (gi)i∈I be Bessel sequences for H and (ωf
j )j∈I and (ωg

j )j∈I be the R-
dual sequences of (fi)i∈I and (gi)i∈I with respect to Riesz bases (ej)j∈I and (hi)i∈I , respectively. Then
(ωf

j + ωg
j )j∈I is the R-dual sequence of (fi + gi)i∈I with respect to Riesz bases (ej)j∈I and (hi)i∈I .

٩۴



Corollary 0.5. With the assumptions of Proposition 0.4,

1. (fi + gi)i∈I is a frame if and only if (ωf
j + ωg

j )j∈I is a Riesz sequence.

2. (fi + gi)i∈I is a Riesz basis if and only if (ωf
j + ωg

j )j∈I is a Riesz basis.

Example 0.6. LetH be a separable Hilbert space and let {ei}∞i=1 be an orthonormal basis forH. Define
T : H → H as follows:

T (ej) =

2ej , j = 2k,

ej , j = 2k + 1.

It is easy to see that for each x ∈ H

∥x∥ ≤ ∥Tx∥ ≤ 2∥x∥. (0.4)

Also, span{T (ei)}i∈I = H. Thus, {fi}i∈I = {T (ei)}i∈I is a Riesz basis forH.
Consider the following Riesz bases:

{zi}i∈I = {e1, 3e2, e3, e4, ...},

and
{hi}i∈I = {2e1, e2, e3, e4, ...}.

A simple calculation implies that the R-dual of {fi}i∈I with respect to {zi}i∈I and {hi}i∈I is

{ωf
j }j∈I = {2e1, 6e2, e3, 2e4, e5, 2e6, e7, 2e8, ...},

which is a Riesz basis forH.

Lemma 0.7. Let (fi)i∈I be a Bessel sequence for H with the synthesis operator Tf . Let (ωf
j )j∈I be the

R-dual of (fi)i∈I with respect to Riesz bases (ei)i∈I and (hi)i∈I . Then h ∈ (span{ωf
j : j ∈ I})⊥ if and

only if (⟨hi, h⟩)i∈I ∈ kerTf .

Proposition 0.8. Let (fi)i∈I be a frame sequence for H, (ei)i∈I be a Riesz basis and (hi)i∈I be an
orthonormal basis for H. Let (ωf

j )j∈I be the R-dual of (fi)i∈I with respect to Riesz bases (ei)i∈I and
(hj)j∈I . Then (ωf

j )j∈I is a frame sequence forH.

Proposition 0.9. Let (fi)i∈I be a Bessel sequence with bound A1 and frame operator Sf and M be
defined as (0.3). Let (ei)i∈I and (hi)i∈I be Riesz bases forH. Then the following statements hold.

1. If (ei)i∈I is an orthonormal basis forH and Sω is the frame operator of (ωf
j )j∈I , thenMM∗ = Sω.

2. If (hi)i∈I is an orthonormal basis forH, then
(a)M∗M = Sf .

(b)
∥∥∥∑j∈I ajω

f
j

∥∥∥2 =∑i∈I |⟨f, fi⟩|2, where f =
∑

j∈I ajej .
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کاربردها و اندازه جبرهاي
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جدایی پذیر هیلبرت فضاهاي در R-دوگان ها برحسب قاب ها ساختارسازي
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چکیده مقاله اطلاعات

فضاهاي در را ریس پایه  هاي به نسبت R-دوگان ها مقاله، این در
بسل دنباله هاي براي به ویژه، می دهیم. قرار مطالعه مورد هیلبرت
مورد را R-دوگان ها مفهوم مزدوج خطی عملگر یک از استفاده با
قاب ها، براي را ساختارسازي هایی و نتایج و می دهیم قرار بررسی
دست به R-دوگان ها برحسب ریس دنباله هاي و ریس پایه هاي

می آوریم.
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مقدمه ١

آن در که {EmbTnag}m,n∈Z خانوادة صورت، این در باشند. مثبت عدد دو a, b و L٢(R) در تابع یک g کنیم فرض
هیلبرت فضاي براي قاب یک آن اگر می شود نامیده گابور قاب یک Tnaf(x) = f(x − na) و Embf(x) = e٢πimbxf(x)

باشد. L٢(R)
مراجع نمونه براي گرفتند، قرار مطالعه مورد وسیع به طور و شدند معرفی [٩] مرجع در ١ گابور توسط ١٩۴۶ سال در گابور قاب هاي

کنید. مشاهده را [١٠ ،٧]
را گابور قاب هاي دقیقاً که کنید) ملاحظه را [١١] (مرجع است ٢ شن رن- دوگانی اصل گابور، قاب هاي مورد در مهم نتایج از یکی
قاب یک {EmbTnag}m,n∈Z صورت این در ،ab ≤ ١ با a, b > ٠ ،g ∈ L٢(R) اگر که می کند بیان واقع، در می کند. ساختارسازي

باشد. A,B کران هاي با ریس دنبالۀ یک { ١√
ab
Em

a
Tn

b
g}m,n∈Z اگر فقط و اگر است L٢(R) براي A,B کران هاي با

متعامدیکه پایه هاي به نسبت R-دوگان یک مفهوم ،H هیلبرت فضاي در قاب ها به L٢(R) در گابور قاب هاي از اصل این تعمیم براي
شد. معرفی [٢] در

H در دنباله یک {fi}i∈N کنیم فرض همچنین هیلبرتHباشند. فضاي براي متعامدیکه پایه هاي {hi}i∈N و {ej}j∈N کنیم فرض
،ωf

j :=
∑

i∈N⟨fi, ej⟩hi می کنیم تعریف صورت این در .∑i∈N |⟨fi, ej⟩|٢ <∞ باشیم داشته ،j ∈ N هر به ازاي به طوري که باشد
می شود. نامیده {hi}i∈N و {ej}j∈N متعامد یکه پایه هاي به نسبت {fi}i∈N R-دوگان یک {ωf

j }j∈N دنبالۀ و
و [١٢] ،[۴] ،[٣] ،[٢] ،[٢] مقالات است، گرفته قرار توجه مورد زیادي مقالات در متعامدیکه پایه هاي به نسبت R-دوگانی مفهوم

کنید. ملاحظه را [١٣]
عملگر یک از استفاده با بسل، دنباله هاي براي به ویژه می کنیم. تمرکز ریس پایه هاي به نسبت R-دوگان ها مفهوم روي مقاله این در
مورد در را نتایجی عملگر ها نظریۀ تکنیک هاي از استفاده با می کنیم. تعریف را آن R-دوگان دنبالۀ ([١٣] مرجع در (تعریف شده مزدوج خطی

می آوریم. دست به R-دوگان ها

مقدمات و تعاریف ٢

می کنیم. یادآوري را نیاز مورد قضایاي و مفاهیم بخش، این در

براي به طوري که Hباشد در دنباله اي {fi}i∈I کنیم فرض Hباشند. براي ریس پایۀ دو {hi}i∈I و {ej}j∈I کنیم فرض .٢. ١ تعریف
را {ωf

j }j∈I دنبالۀ ،ωf
j :=

∑
i∈I⟨fi, ej⟩hi می کنیم تعریف صورت، این در .∑i∈I |⟨fi, ej⟩|٢ <∞ باشیم داشته ،j ∈ I هر

می نامیم. {hi}i∈I و {ej}j∈I ریس پایه هاي به نسبت {fi}i∈I R-دوگان یک

مزدوج خطی عملگر صورت، این در باشد. ریس پایۀ یک {hi}i∈I Hو در بسل دنبالۀ یک {fi}i∈I کنید فرض .٢. ٢ تعریف
به صورت را M : H → H

M(f) =
∑
i∈I
⟨fi, f⟩hi (٢. ١)

است: زیر به صورت مزدوج خطی عملگر یک M∗ یعنی M الحاقی است. کران دار و خوش تعریف عملگر این می کنیم. تعریف

M∗f =
∑
i∈I
⟨hi, f⟩fi.

عملگر M اگر صورت، این در Hباشند. براي ریس پایۀ دو {hi}i∈I و {ej}j∈I بسل، دنبالۀ یک {fi}i∈I کنیم فرض .٢. ٣ ملاحظه
{fi}i∈I R-دوگان یک ،{M(ej)}j∈I پس ωf

j = M(ej) لذا ،M(ej) =
∑

i∈I⟨fi, ej⟩hi آنگاه باشد، (٠. ١) در تعریف شده
است. {hi}i∈I و {ej}j∈I به نسبت

[١۵ ،٢] (مراجع دهد نمایش ریس پایه هاي به نسبت R-دوگانش یک برحسب را {fi}i∈I که می کند معرفی را الگوریتمی زیر، قضیۀ
کنید). ملاحظه را

1Gabor
2Ron-Shen
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j ∈ I هر براي به طوري که Hباشد در دنباله اي {fi}i∈I و Hباشند براي ریس پایۀ دو {hi}i∈I و {ej}j∈I کنیم فرض .۴ .٢ قضیه
هستند: برقرار زیر شرایط صورت، این در .∑i∈I |⟨fi, ej⟩|٢ <∞ باشیم داشته

داریم: i ∈ I هر براي (الف)
fi =

∑
j∈I
⟨ωf

j , h̃i⟩ẽj ,

هستند. {hi}i∈I و {ej}j∈I کانونی دوگان هاي به ترتیب {h̃i}i∈I و {ẽj}j∈I آن، در که

است. {ẽj}j∈I و {h̃i}i∈I به نسبت {ωf
j }j∈I R-دوگان یک {fi}i∈I (ب)

عملگر را M و باشند H براي ریس پایۀ دو {ej}j∈I و {hi}i∈I باشد، A کران با بسل دنبالۀ  یک {fi}i∈I کنیم فرض .۵ .٢ قضیه
این در باشد. {ej}j∈I و {hi}i∈I به نسبت {fi}i∈I R-دوگان یک {ωf

j }j∈I کنیم فرض می گیریم. نظر در (٠. ١) در تعریف شده
هستند: معادل زیر گزاره هاي این، علاوه بر Hاست. در بسل دنبالۀ یک {ωf

j }j∈I صورت،

است. یک به یک M و است بسته ( M (برد R(M) (١)

است. کران دار پایین از M (٢)

Hاست. براي قاب یک {fi}i∈I (٣)

مزدوج خطی عملگر صورت، این در Hباشد. براي ریس پایۀ یک {hi}i∈I و بسل دنبالۀ یک {fi}i∈I کنیم فرض .۶ .٢ قضیه
باشد. ریس پایۀ یک {fi}i∈I اگر فقط و اگر است وارون پذیر ( (٠. ١) در (تعریف شده M : H → H

اصلی نتایج ٣

می دهد. ارائه ریس پایه هاي به نسبت آن R-دوگان برحسب قاب براي ساختارسازي یک زیر قضیۀ

داشته j ∈ I هر براي به طوري که باشد دنباله اي {fi}i∈I و Hباشند براي ریس پایۀ دو {ej}j∈I و {hi}i∈I کنید فرض .٣. ١ قضیه
و {hi}i∈I ریس پایه هاي به نسبت {fi}i∈I R-دوگان دنبالۀ {ωf

j }j∈I کنید فرض همچنین .∑i∈I |⟨fi, ej⟩|٢ < ∞ باشیم
Hباشد. براي ریس دنبالۀ یک {ωf

j }j∈I اگر فقط و اگر Hاست براي قاب یک {fi}i∈I صورت این در باشد. {ej}j∈I

عملگر یک M ،۵ .٢ قضیه بنابر صورت این در باشد. (٠. ١) مزدوج خطی عملگر M و Hباشد براي قاب یک {fi}i∈I کنید فرض اثبات.
به طوري که دارند وجود A٢ و A١ مثبت ثابت اعداد پس است. کران دار پایین از مزدوج خطی

A١∥f∥٢ ≤ ∥M(f)∥٢ ≤ A٢∥f∥٢ ∀f ∈ H.

داشت: خواهیم بنابراین باشد. I از متناهی زیرمجموعۀ یک F و {ej}j∈I براي ریس کران هاي ٠ < A′
١ ≤ A′

٢ کنید ∥∥∥∥∥∥فرض
∑
j∈F

ajω
f
j

∥∥∥∥∥∥
٢

=

∥∥∥∥∥∥
∑
j∈F

ajM(ej)

∥∥∥∥∥∥
٢

=

∥∥∥∥∥∥M(
∑
j∈F

ajej)

∥∥∥∥∥∥
٢

≤ A٢

∥∥∥∥∥∥
∑
j∈F

ajej

∥∥∥∥∥∥
٢

≤ A٢A
′
٢
∑
j∈F
|aj |٢

است). پایین کران A١A
′
١) Hاست براي ریس دنبالۀ یک {ωf

j }j∈I درنتیجه
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کنید فرض همچنین Hباشد. براي ٠ < A١ ≤ A٢ ریس کران هاي با ریس دنبالۀ یک {ωf
j }j∈I کنید فرض برعکس،

آنگاه ،f ∈ span{ek}k∈I اگر باشند. {hi}i∈I و {ei}i∈I براي ریس کران هاي به ترتیب ٠ < C١ ≤ C٢ و ٠ < B١ ≤ B٢

داشت: خواهیم بنابراین .f =
∑

j∈F cjej به طوري که هستند موجود {cj : j ∈ F} ثابت هاي و I از F متناهی زیرمجموعۀ

∑
i∈I
|⟨fi, f⟩|٢ =

∑
i∈I

∣∣∣∣∣∣
∑
j∈F
⟨fi, cjej⟩

∣∣∣∣∣∣
٢

≤ ١
C١

∥∥∥∥∥∥
∑
i∈I

∑
j∈F
⟨fi, cjej⟩hi

∥∥∥∥∥∥
٢

=
١
C١

∥∥∥∥∥∥
∑
j∈F

cj
∑
i∈I
⟨fi, ej⟩hi

∥∥∥∥∥∥
٢

=
١
C١

∥∥∥∥∥∥
∑
j∈F

cjω
f
j

∥∥∥∥∥∥
٢

≤ A٢

C١

∑
j∈F
|cj |٢

≤ A٢

B١C١

∥∥∥∥∥∥
∑
j∈F

cjej

∥∥∥∥∥∥
٢

=
A٢

B١C١
∥f∥٢.

داشت: خواهیم مشابه اثباتی ∑با
i∈I
|⟨fi, f⟩|٢ ≥

A١

B٢C٢
∥f∥٢.

Hاست. براي قاب یک {fi}i∈I می شود نتیجه span{ek}k∈I = H چون

،j ∈ I هر براي به طوري که Hباشد در دنباله اي {fi}i∈I و Hباشند براي ریس پایۀ دو {ej}j∈I و {hi}i∈I کنید فرض .٣. ٢ قضیه
{ej}j∈I و {hi}i∈I به نسبت {fi}i∈I R-دوگان دنبالۀ {ωf

j }j∈I کنید فرض همچنین .∑i∈I |⟨fi, ej⟩|٢ <∞ باشیم داشته
هستند: معادل زیر عبارت هاي صورت این در باشد.

Hاست. براي ریس پایۀ یک {fi}i∈I .١

Hاست. براي ریس پایۀ یک {ωf
j }j∈I .٢

براي Hاست. براي ریس دنبالۀ یک {ωf
j }j∈I ،٣. ١ قضیه بنابر Hباشد. براي ریس پایۀ یک {fi}i∈I کنید فرض .(٢)⇐ (١) اثبات.

داشته j ∈ I هر براي و h ∈ H کنید، فرض منظور این براي است. کامل H در {ωf
j }j∈I کنیم ثابت است کافی برهان، شدن کامل

داشت: خواهیم j ∈ I هر براي حال .⟨h, ωf
j ⟩ = ٠ باشیم

٠ = ⟨h, ωf
j ⟩ =

⟨
h,
∑
i∈I
⟨fi, ej⟩hi

⟩
=

⟨
ej ,
∑
i∈I
⟨hi, h⟩fi

⟩
.

،i ∈ I هر براي درنتیجه است، H براي ریس پایۀ یک {fi}i∈I اما .∑i∈I⟨hi, h⟩fi = ٠ پس است، کامل H در {ei}i∈I چون
.h = ٠ می شود نتیجه {hi}i∈I بودن کامل از .⟨hi, h⟩ = ٠

کردن کامل براي برايHاست. قاب یک {fi}i∈I ،٣. ١ قضیه بنابر برايHباشد. ریس پایۀ یک {ωf
j }j∈I کنید فرض .(١)⇐ (٢)

{fi}i∈I ازآنجایی که .ci = ٠ داریم i ∈ I هر براي آنگاه ،∑i∈I cifi = ٠ و {ci}i∈I ∈ ℓ٢(I) اگر دهیم نشان است کافی برهان،
که {fi}i∈I = {M١(h̃i)}i∈I ،٢. ٣ ملاحظه بنابر است. H براي بسل دنبالۀ یک نیز {ωf

j }j∈I پس است، H براي بسل دنبالۀ یک
است: زیر به صورت M١ : H → H

M١(g) =
∑
j∈I
⟨ωf

j , g⟩ẽj . (٣. ١)
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می شود نتیجه M١ پیوستگی ∑از
i∈I

cifi =M١

(∑
i∈I

cih̃i

)
= ٠.

هر براي Hاست، براي ریس پایۀ یک {h̃i}i∈I چون حال .∑i∈I cih̃i = ٠ بنابراین است. وارون پذیر عملگر یک M١ ،۶ .٢ قضیه بنابر
.ci = ٠ می شود نتیجه i ∈ I

دنبالۀ یک {fi}i∈I چون دهیم. ارائه آن براي ساده تري برهان می توانیم باشد، بسل دنبالۀ یک {fi}i∈I اگر ،٣. ٢ قضیه در .٣. ٣ ملاحظه
هر براي باشد. (٣. ١) در تعریف شده مزدوج خطی عملگر M١ کنید فرض Hاست. براي بسل دنبالۀ یک نیز {ωf

j }j∈I Hاست، براي بسل
داشت: خواهیم g ∈ H

M١(g) =
∑
j∈I
⟨ωf

j , g⟩ẽj =
∑
j∈I
⟨M(ej), g⟩ẽj =

∑
j∈I
⟨M∗(g), ej⟩ẽj =M∗(g).

چون باشد. وارون پذیر عملگر یک M١ اگر فقط و اگر است H براي ریس پایۀ یک {fi}i∈I ،۶ .٢ قضیه بنابر .M١ = M∗ درنتیجه
یک {ωf

j }j∈I که است این با معادل M وارون پذیري ،۶ .٢ قضیه بنابر بازهم هستند. معادل باهم M و M١ وارون پذیري M١ = M∗

Hاست. براي ریس پایۀ
می کنیم: تعریف زیر به صورت را T : H → H عملگر Hباشد. براي متعامدیکه پایۀ یک {ei}i∈I کنید فرض .۴ .٣ مثال

T (ej) =

٢ej , j = ٢k,

ej , j = ٢k + ١

است: برقرار زیر رابطۀ x ∈ H هر براي
∥x∥ ≤ ∥Tx∥ ≤ ٢∥x∥. (٣. ٢)

ریس پایه هاي اکنون Hاست. براي ریس پایۀ یک {fi}i∈I = {T (ei)}i∈I دنبالۀ پس .span{T (ei)}i∈I = H همچنین
{zi}i∈I = {e١, ٣e٢, e٣, e۴, ...}

و
{hi}i∈I = {٢e١, e٢, e٣, e۴, ...}

دنبالۀ {hi}i∈I و {zi}i∈I برحسب {fi}i∈I R-دوگان دنبالۀ که دید می توان ساده  اي محاسبات انجام با بگیرید. نظر در را
{ωf

j }j∈I = {٢e١, ۶e٢, e٣, ٢e۴, e۵, ٢e۶, e٧, ٢e٨, ...}

Hاست. براي ریس پایۀ یک که است
{fi}i∈I به ترتیبR-دوگان هاي {ωg

j }j∈I و {ωf
j }j∈I و Hباشند براي بسل دنبالۀ دو {gi}i∈I و {fi}i∈I کنید فرض .۵ .٣ گزاره

به نسبت {fi + gi}i∈I R-دوگان {ωf
j + ωg

j }j∈I صورت این در باشند. {hi}i∈I {ej}j∈I ریس پایه هاي به نسبت {gi}i∈I و
است. {hi}i∈I و {ej}j∈I ریس پایه هاي

ℓ٢(I) از کران دار خطی عملگر یک آن ترکیب عملگر کنیم ثابت است کافی زیرا است. H براي بسل دنبالۀ یک {fi + gi}i∈I اثبات.
{ck} ∈ ℓ٢(I) هر براي باشند. {gi}i∈I و {fi}i∈I براي بسل کران هاي به ترتیب B و A کنید فرض منظور این براي است. H به

داشت: ∑∥∥∥∥∥خواهیم
k∈I

ck(fk + gk)

∥∥∥∥∥ =

∥∥∥∥∥∑
k∈I

ckfk +
∑
k∈I

ckgk

∥∥∥∥∥
≤

∥∥∥∥∥∑
k∈I

ckfk

∥∥∥∥∥+
∥∥∥∥∥∑
k∈I

ckgk

∥∥∥∥∥
≤ (

√
A+
√
B)

(∑
k∈I
|ck|٢

) ١
٢

.
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Hاست. براي بسل دنبالۀ یک {fi + gi}i∈I بنابراین
داشت: خواهیم j ∈ I هر براي ∑حال

i∈I
⟨fi + gi, ej⟩hi =

∑
i∈I
⟨fi, ej⟩hi +

∑
i∈I
⟨gi, ej⟩hi = ωf

j + ωg
j .

می شود. ثابت حکم درنتیجه

هستند: برقرار زیر نتایج ،۵ .٣ گزاره فرض هاي با .۶ .٣ نتیجه

Hباشد. براي ریس دنبالۀ یک {ωf
j + ωg

j }j∈I اگر فقط و اگر Hاست براي قاب یک {fi + gi}i∈I (١)

Hباشد. براي ریس پایۀ یک {ωf
j + ωg

j }j∈I اگر فقط و اگر Hاست براي ریس پایۀ یک {fi + gi}i∈I (٢)

{hi}i∈I و {ej}j∈I کنید فرض همچنین باشد. Sf قاب عملگر و A١ کران با بسل دنبالۀ یک {fi}i∈I کنید فرض .٣. ٧ گزاره
و {ej}j∈I به نسبت {fi}i∈I دنبالۀ R-دوگان {ωf

j }j∈I اگر شود. تعریف (٠. ١) به صورت M عملگر و Hباشند براي ریس پایه هاي
هستند: برقرار زیر عبارت هاي صورت این در باشد، {hj}j∈I

.MM∗ = Sω آنگاه باشد، {ωf
j }j∈I قاب عملگر Sω و Hباشد براي متعامدیکه پایۀ یک {ej}j∈I اگر (١)

داشت: خواهیم f =
∑

j∈I ajej فرض با و M∗M = Sf آنگاه Hباشد، براي متعامدیکه پایۀ یک {hi}i∈I اگر (٢)∥∥∥∥∥∥
∑
j∈I

ajω
f
j

∥∥∥∥∥∥
٢

=
∑
i∈I
|⟨f, fi⟩|٢.

داریم: ،f ∈ H هر براي اثبات.

Sω(f) =
∑
j∈I
⟨f, ωf

j ⟩ω
f
j =

∑
j∈I
⟨f,M(ej)⟩M(ej)

= M

∑
j∈I
⟨M(ej), f⟩ej


= M

∑
j∈I
⟨M∗f, ej⟩ej

 =MM∗f.

داریم: ،f ∈ H هر براي

M∗M(f) =
∑
l∈I

⟨
hl,
∑
i∈I
⟨fi, f⟩hi

⟩
fl =

∑
l∈I

∑
i∈I
⟨hl, hi⟩⟨f, fi⟩fl

=
∑
i∈I
⟨f, fi⟩fi = S(f).

است: برقرار زیر رابطۀ ،f ∈ H هر براي بنابراین

⟨M∗M(f), f⟩ = ⟨S(f), f⟩.

درنتیجه
∥M(f)∥٢ = ⟨S(f), f⟩ =

∑
i∈I
|⟨f, fi⟩|٢.
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می دهد: نتیجه M پیوستگی ،f =
∑

j∈I ajej اگر ∥∥∥∥∥∥اکنون
∑
j∈I

ajω
f
j

∥∥∥∥∥∥
٢

=

∥∥∥∥∥∥
∑
j∈I

ajM(ej)

∥∥∥∥∥∥
٢

=

∥∥∥∥∥∥M
∑

j∈I
ajej

∥∥∥∥∥∥
٢

= ∥M(f)∥٢

=
∑
i∈I
|⟨f, fi⟩|٢.

دنبالۀ R-دوگان {ωf
j }j∈I کنید فرض همچنین باشد. Tf ترکیب عملگر با H براي بسل دنبالۀ یک {fi}i∈I کنید فرض .٣. ٨ لم

داشته اگر فقط و اگر h ∈ (span{ωf
j : j ∈ I})⊥ صورت این در باشد. {hi}i∈I و {ej}j∈I ریس پایه هاي به نسبت {fi}i∈I

.{⟨hi, h⟩}i∈I ∈ kerTf باشیم

داشت: خواهیم ،j ∈ I هر براي اثبات.

٠ = ⟨h, ωf
j ⟩ = ⟨h,M(ej)⟩ = ⟨ej ,M∗(h)⟩ =

⟨
ej ,
∑
i∈I
⟨hi, h⟩fi

⟩
.

اگر و فقط اگر
⟨
ej ,
∑

i∈I⟨hi, h⟩fi
⟩
= ٠ درنتیجه .span{ei}i∈I = H پس است، H براي ریس پایۀ یک {ej}j∈I چون

.(⟨hi, h⟩)i∈I ∈ kerTf می شود نتیجه این از ,i∈I⟨hi∑و h⟩fi = ٠

{ωf
j }j∈I اگر Hباشند. براي متعامدیکه پایۀ یک {hi}i∈I و ریس پایۀ یک {ej}j∈I قاب، دنبالۀ یک {fi}i∈I کنید فرض .٣. ٩ گزاره

Hاست. براي قاب دنبالۀ یک {ωf
j }j∈I آنگاه باشد، {hj}j∈I و {ej}j∈I به نسبت {fi}i∈I دنبالۀ R-دوگان دنبالۀ

کنید فرض است. H براي بسل دنبالۀ یک {ωf
j }j∈I ،۵ .٢ قضیه بنا بر پس هست، H براي نیز بسل دنبالۀ یک {fi}i∈I چون اثبات.

فرض .{⟨hi, f⟩}i∈I ∈ kerTf⊥ داریم ٣. ٨ لم بنابر پس Hاست، براي متعامدیکه پایۀ یک {hi}i∈I چون .f ∈ span(ωf
j )j∈I

داشت: خواهیم صورت این در باشد. {ej}j∈I براي ریس پایین کران B١ و {fi}i∈I براي قاب پایین کران یک D١ ∑کنید
j∈I
|⟨ωf

j , f⟩|
٢ =

∑
j∈I
|⟨M(ej), f⟩|٢ =

∑
j∈I
|⟨M∗(f), ej⟩|٢

≥ B١∥M∗(f)∥٢ = B١

∥∥∥∥∥∑
i∈I
⟨hi, f⟩fi

∥∥∥∥∥
٢

≥ B١D١
∑
i∈I
|⟨hi, f⟩|٢ = B١D١∥f∥٢.

Hاست. براي قاب دنبالۀ یک {ωf
j }j∈I بنابراین
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Extended Abstract

Introduction

Hilbert space frames were originally introduced by Duffin and Schaeffer to deal with some problems
in non-harmonic Fourier analysis [9], [8]. Frames can be viewed as redundant bases which are gener-
alizations of Riesz bases [2], [4], [6], [1], [12],[14]. This redundancy property sometimes is extremely
important in some applications such as signal and image processing, data compression, and sampling
theory.

In recent years, in [13], Kutyniok et al. introduced scalable frames and provided characterizations
for them. Here, we extended this concept to g-frames and applied some of their results to g-frames. We
also consider the Paley-Wiener perturbation of g-frames and obtain some results for scaling operators
that preserve the g-frame property. Moreover, we achieve some results regarding preserving the g-frame
property of a g-frame and its Paley Wiener perturbations.
We recover by the formula

f = S−1S(f) =
∑
j∈J
⟨f, fj⟩S−1fj =

∑
j∈J
⟨f, S− 1

2 fj⟩S− 1
2 fj , (f ∈ H).

It follows that {S− 1
2 fj}j∈J is a Parseval frame. This requires inverting the frame operator which might

be difficult.
Since a frame isA−tight if and only if Sf = Af for all f ∈ H, Parseval frames are the most desirable

since S = I. So we want to alter a frame in a simple manner to make it Parseval.

Conclusion

In this paper, the following definitions and results are stated:

Definition 0.1. A g-frame Λ = {Λj ∈ B(H,Hj) : j ∈ J} for H with respect to {Hj : j ∈ J} is
scalable, if there exist scalars cj ≥ 0, j ∈ J, such that {cjΛj ∈ B(H,Hj) : j ∈ J} is a Parseval
g-frame. If, in addition, cj > 0, for all j ∈ J, then Λ = {Λj ∈ B(H,Hj) : j ∈ J} is said to be
positively scalable. If there exists δ > 0, such that cj ≥ δ, for all j ∈ J , then {Λj ∈ B(H,Hj) : j ∈ J}
is referred to as strictly scalable.

Remark 0.2. We note that we can define scalability for every sequence {xi : i ∈ I} and also for scaling
constants {ci : i ∈ I} ⊆ C, but in frame theory we deal with frames and try to get a reconstruction
formula. Also since for every sequence C = {ci : i ∈ I} ⊆ C

SC(x) = S|C|(x),

for each x ∈ H, then {cixi : i ∈ I} is a frame (Parseval frame) if and only if {|ci|xi : i ∈ I} is a frame
(Parseval frame). Hence we consider ci ≥ 0 for each i ∈ I.

Proposition 0.3. Let Λ = {Λj ∈ B(H,Hj) : j ∈ J} be a g-frame with frame operator SΛ, analysis
operator T ∗

Λ, {cj}j∈J ⊆ R+ and Γ = {cjΛj ∈ B(H,Hj) : j ∈ J}. Then the following conditions are
equivalent:

١٠۵



(i) Γ is a g-frame.
(ii) ranT ∗

Λ ⊂ domDc and D|ranT ∗
Λ
is ICR.

Moreover, in this case, the g-frame operator of the g-frame Γ is given by

SΓ = TΛDcDcT
∗
Λ,

where TΛDc denotes the closure of the operator TΛDc.

Proposition 0.4. LetΛ = {Λj ∈ B(H,Hj) : j ∈ J} be a g-frame forH. Then Γ = {cjΛj ∈ B(H,Hj) :

j ∈ J} is a g-frame if and only if D|ranT ∗
Λ
is a bounded ICR-operator.

Proposition 0.5. Let Λ = {Λj ∈ B(H,Hj) : j ∈ J} be a g-frame with frame operator SΛ and analysis
operator T ∗

Λ. Consequently, the following conditions are equivalent:

(i) Λ is (positively, strictly) scalable.

(ii) There exists a non-negative (positive, strictly positive, respectively) diagonal operator D in⊕j∈JHj

such that
TΛD(DT ∗

Λ) = IH .

We provide a highly useful implication of Proposition 2.2, which shows that scalability is stable under
unitary transformations.

Corollary 0.6. Let H and K be Hilbert spaces, Λ = {Λj ∈ B(H,Hj) : j ∈ J} be a g-frame and
U ∈ B(K,H) be an isomorphism, i.e., UU∗ = IH and U∗U = IK . Then Λ is scalable if and only if
ΛU = {ΛjU ∈ B(K,Hj) : j ∈ J} is scalable

Definition 0.7. Let {xi : i ∈ I} ⊆ H be a frame for H.We say that {xi : i ∈ I} is a piecewise scalable
frame if there exist orthogonal projectionsP1, ..., Pm onH,which aremutually orthogonal,

∑m
j=1 Pj = I

and scaling constants {a1i , ..., ami : i ∈ I} ⊆ R≥0 such that {a1iP1(xi) + ... + ami Pm(xi) : i ∈ I} is a
Parseval frame. Sometimes we call it P-piecewise, if P := {P1, ..., Pm}.

Throughout the paper, for every j ∈ [m], we take Hj = Pj(H). Note that the scalable frames are
piecewise scalable. It is not difficult to find piecewise scalable frames which are not scalable. For more
details, see [4].

Theorem 0.8. X = {xi : i ∈ I} ⊆ H is piecewise scalable with orthogonal projections P1, ..., Pm and
scaling constants {aji : i ∈ I, j ∈ [m]} if and only if {Pjxi : i ∈ I} is a scalable frame for Hj with
scaling constants {aji : i ∈ I}, for each j ∈ [m] and for every x ∈ H,

∑
i∈I

m∑
k ̸=j,k,j=1

ajia
k
iRe[⟨x, Pjxi⟩⟨x, Pkxi⟩] = 0.

Corollary 0.9. Let X = {xi : i ∈ I} be a piecewise scalable frame with projections P1, ..., Pm. Then
the sequence {Pjxi : i ∈ I, j ∈ [m]} is a scalable frame for H.

Proposition 0.10. LetX = {xi : i ∈ I} be a frame forH . If there exist orthogonal projectionsP1, ..., Pm

onH which are mutually orthogonal
∑

j∈[m] Pj = I and a partition P = {σ1, σ2, ..., σm} of I such that
{Pjxi : i ∈ σj} is a scalable frame for Hj , for each j ∈ [m], then X is piecewise scalable.

١٠۶



Theorem 0.11. Let {xi : i ∈ I} ⊆ H be a frame for H and Pj be an orthogonal projection on H for
each j ∈ [m] with

∑m
j=1 Pj = I . Then the following statements are equivalent:

(1) {xi : i ∈ I} is a piecewise scalable frame forH with scaling constants {a1i , a2i , ..., ami : i ∈ I}.
(2)

∑
1≤k ̸=j≤m T

∗
kDkDjTj = 0, where Dj is a diagonal operator on ℓ2(I) with diagonal elements

{aji : i ∈ I} for each j ∈ [m].

Theorem 0.12. Let H and K be two separable Hilbert spaces. Then X = {xi : i ∈ I} is a piecewise
scalable frame for H if and only if UX = {Uxi : i ∈ I} is a piecewise scalable frame for K, for every
unitary operator U : H → K.

Proposition 0.13. Let X = {xi : i ∈ I} be a frame for finite-dimensional Hilbert space H . If X is
piecewise scalable with orthogonal projections P1, ..., Pm on H and scaling constants {a1i , a2i , ..., ami :

i ∈ I}, then
dimH =

∑
j∈[m]

dimHj =
∑
j∈[m]

∑
i∈I

(aji )
2∥Pj(xi)∥2.

Proposition 0.14. Let χ = {xi : i ∈ I} be a piecewise scalable unit norm frame for a finite dimen-
sional Hilbert space H with orthogonal projections P1, ..., Pm and scaling constants {a1i , a2i , ..., ami :

i ∈ I}. Then
(i)
∑

i∈I min{(aji )2 : j ∈ [m]} ≤ dim(H),

(ii) dim(H) ≤
∑

i∈I max{(aji )2 : j ∈ [m]}.

Theorem 0.15. Let χ = {xi : i ∈ I} ⊆ H be a frame for H and {yj : j ∈ J} be an A-tight frame for
K. Then, χ is a piecewise scalable frame for H with orthogonal projections P1, ..., Pm and constants
{a1i , ..., ami : i ∈ I} if and only if {xi ⊗ yj : i ∈ I, j ∈ J} is a piecewise scalable frame forH ⊗K with
orthogonal projections P ′

1 = P1 ⊗ IK , ..., P
′
m = Pm ⊗ IK and constants { 1√

A
a1i , ...,

1√
A
ami : i ∈ I}.

Corollary 0.16. Let {xi : i ∈ I} be a λ-tight frame for H . Then {yj : j ∈ J} is a piecewise scalable
frame for K with orthogonal projections Q1, ..., Qm and constants {b1j , ..., bmj : j ∈ J} if and only
if {xi ⊗ yj : i ∈ I, j ∈ J} is a piecewise scalable frame for H ⊗ K with orthogonal projections
IH ⊗Q1, ..., IH ⊗Qm and constants { 1√

λ
b1j , ...,

1√
λ
bmj : j ∈ J}.
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چکیده مقاله اطلاعات

g−قاب ها به را قاب ها مقیاس پذیري مفهوم مقاله، این در
قاب ها −g در را آن ها نتایج از برخی و داد خواهیم تعمیم
نوع این خاص، شرایط یافتن با این، علاوه بر می کنیم. ارائه
خواهیم نشان سرانجام کرد. خواهیم دسته بندي را g−قاب ها
یکریختی هاي و یکانی عملگرهاي تحت مقیاس پذیري که داد
تکه اي قاب هاي این، علاوه بر است. ناوردا هیلبرت فضاي دو بین
می نماییم تعریف دلخواه هیلبرت فضاهاي روي را مقیاس پذیر
فضاهاي در و دلخواه هیلبرت فضاهاي در را نتایج از برخی و
شرط یک ادامه در می دهیم. تعمیم متناهی بعد با هیلبرت
مقیاس پذیر تکه اي قاب هاي مشخصه  سازي براي کافی و لازم
در مفهوم این می شود موجب که شرایطی نهایتاً، می دهیم. ارائه
شود، برقرار دلخواه هیلبرت فضاهاي تانسوري حاصلضرب فضاي
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تعاریف و تاریخچه ١

قرار استفاده مورد و معرفی غیرهمساز هارمونیک آنالیز مسائل از برخی حل در شفر و دافین توسط بار اولین براي هیلبرت فضاهاي در قاب ها
مراجع داد. تعمیم ریس پایه هاي به را آن می توان که هستند، برداري فضاهاي پایه هاي توسیع یافتۀ حقیقت در قاب ها، .[٨] ،[٩] گرفتند
فشرده سازي تصویر، و سیگنال پردازش مانند کاربردي مسائل از برخی حل در قاب ها خاصیت از ببینید. را [١۴] ،[١٢] ،[١] ،[۶] ،[۴] ،[٢]
g−قاب هاي و پارسوال قاب هاي اخیر، سال هاي در می گیرد. قرار استفاده مورد است، بسیاري اهمیت داراي که نمونه گیري نظریۀ و داده ها
مقیاس پذیر قاب هاي [١٣] در همکارانش و کاسازا کوتینیوك، لذا می کنند. ایفا سودمندي و بسزا نقش مخابرات مسائل از بسیاري در پارسوال
خواهیم تعمیم g−قاب ها به را مقیاس پذیري مفهوم مقاله، این در نیز ما دادند. قرار بررسی مورد را آن ها خواص از برخی و کردند معرفی را
خواهیم دسته بندي را g−قاب ها نوع این خاص، شرایط یافتن با این، علاوه بر می کنیم. ارائه قاب ها −g در را آن ها نتایج از برخی و داد
و تعاریف ابتدا است. ناوردا هیلبرت فضاي دو بین یکریختی هاي و یکانی عملگرهاي تحت مقیاس پذیري که داد خواهیم نشان سرانجام کرد.

داشت: خواهیم قاب ها بازسازي فرمول از استفاده با می دهیم. ارائه را g−قاب ها مقیاس پذیري از قضایایی

f = S−١S(f) =
∑
j∈J
⟨f, fj⟩S−١fj =

∑
j∈J
⟨f, S− ١

٢ fj⟩S− ١
٢ fj , (f ∈ H).

که است این کنیم تجزیه وتحلیل به سادگی را قاب یک بتوانیم که راه هایی از یکی است. پارسوال قاب یک {S− ١
٢ fj}j∈J صورت این در که

دست به مواردي در هستیم، قاب عملگر وارون آوردن دست به نیازمند مسائل از برخی در کار این براي و نماییم استفاده بازسازي فرمول از
زیرا می نماییم تبدیل A−تنگ) (قاب پارسوال قاب یک به را آن قاب، عناصر در ضرایبی دادن قرار با لذا می کند. مشکل دچار را ما آن آوردن
زیرا است پارسوال قاب آن، مطلوب تر حالت در یا و Sf = Af ،f ∈ H هر به ازاي اگر تنها و اگر است A−تنگ قاب یک که می دانیم

آمد. وجود به قاب ها مقیاس پذیري مفهوم دلیل همین به .S = I

گویند، مقیاس پذیر g−قاب ،{Hj : j ∈ J} به نسبت را H در Λ = {Λj ∈ B(H,Hj) : j ∈ J} g−قاب یک .١. ١ تعریف
شود. تبدیل پارسوال g−قاب یک به {cjΛj ∈ B(H,Hj) : j ∈ J} به طوري که باشد داشته وجود cj ≥ ٠ j ∈ J هر به ازاي اگر
هر به ازاي که باشد موجود اي δ > ٠ درصورتی که گویند. مثبت مقیاس پذیر g−قاب را آن  ،cj > ٠ j ∈ J هر به ازاي اگر این، علاو ه بر

نامند. مثبت اکیداً مقیاس پذیر قاب −g را {Λj ∈ B(H,Hj) : j ∈ J} ،cj ≥ δ, j ∈ J

بیان {ci : i ∈ I} ⊆ C از ضرایبی با {xi : i ∈ I} مانند دنباله هر براي می توان را مقیاس پذیري تعریف که شود توجه .١. ٢ تذکر
داریم C = {ci : i ∈ I} ⊆ C دنبالۀ هر به ازاي قاب، عملگر تعریف بنابر ولی نمود،

SC(x) = S|C|(x), (x ∈ H).

به ازاي بنابراین باشد. پارسوال) (قاب قاب یک {|ci|xi : i ∈ I} اگر تنها و اگر است پارسوال) (قاب قاب یک {cixi : i ∈ I} درنتیجه
.ci ≥ ٠ می کنیم فرض ، i ∈ I هر

القایی تابعک Λfj کنیم فرض باشد. H در مقیاس پذیر قابی {fj : j ∈ J} و جدایی پذیر هیلبرت فضاي یک H کنیم فرض .١. ٣ مثال
یعنی باشد، fj توسط

Λfjf = ⟨f, fj⟩, (f ∈ H).

است. C به نسبت مقیاس پذیر قاب −g ، {Λfj : j ∈ J} که کرد بررسی می توان به آسانی

g−قاب ضریب هر این، علاوه بر هستند. معادل عضو متناهی تعداد با g−قاب هاي براي مثبت اکیداً و مثبت مقیاس پذیري که است واضح
مثبت ضرایب و |J | <∞ به طوري که Λ = {Λj ∈ B(H,Hj) : j ∈ J} g−قاب از {cjΛj ∈ B(H,Hj) : j ∈ J} مانند
باشد. ⊕j∈JHj متعامد پایۀ {ej : j ∈ J} کنیم فرض نیفتد. اتفاق است ممکن امر این نامتناهی حالت در است. g−قاب نیز ،cj

قطري عملگر
D = Dc : ⊕j∈JHj → ⊕j∈JHj

می کنیم: تعریف زیر به صورت را c = {cj}j∈J اسکالري دنبالۀ با متناظر

Dc{xj}j∈J = {cjxj}j∈J , {xj}j∈J ∈ domDc,
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آن در که
domDc := {{xj}j∈J ∈ ⊕j∈JHj : {cjxj}j∈J ∈ ⊕j∈JHj},

T خطی عملگر برد و هسته دامنه، .cj ∈ R ،j ∈ J هر به ازاي اگر تنها و اگر است خودالحاق Dc عملگر است. خوش تعریف عملگر یک
فضاي دو بین T بسته برد با و یک به یک خطی، عملگري این، علاوه بر می دهیم. نمایش ranT و kerT ،domT نمادهاي با به ترتیب را
هر به ازاي به طوري که باشد، داشته وجود δ > ٠ به عبارت دیگر، می دهیم. نمایش ICR−عملگر) (یا ICR نماد با به اختصار را K و H
پایین از Dc عملگر اگر همچنین، است. ICR عملگر یک g−قاب، هر تحلیل عملگر که می دانیم .∥Tx∥ ≥ δ∥x∥ ،x ∈ domT

است. ١ یکریختی یک Dc آنگاه باشد، کران دار

.{cj}j∈J ⊆ R+ و g−قاب ،Λ = {Λj ∈ B(H,Hj) : j ∈ J} کنیم فرض .۴ .١ لم
x ∈ H هر به ازاي آنگاه باشد، پارسوال g−قاب ،DcΛ اگر آ)

x =
∑
j∈J

c٢
jΛ

∗
jΛj(x).

است. مقیاس پذیر Λ آنگاه باشد، Λ g−دوگان ،{c٢
jΛj ∈ B(H,Hj) : j ∈ J} اگر ب)

صورت این در است، پارسوال g−قاب ،{cjΛj ∈ B(H,Hj) : j ∈ J} چون .x ∈ H کنیم فرض آ) اثبات.

x =
∑
j∈J

(cjΛj)
∗(cjΛj)(x) =

∑
j∈J

c٢
jΛ

∗
jΛj(x).

آنگاه ،x ∈ H اگر ب)
x =

∑
j∈J

(c٢
jΛj)

∗Λj(x) =
∑
j∈J

(cjΛj)
∗(cjΛj)(x).

است. مقیاس پذیر Λ لذا و پارسوال قاب یک {cjΛj ∈ B(H,Hj) : j ∈ J} g−قاب بنابراین

اگر تنها و اگر است c = {cj}j∈J اسکالري دنبالۀ با مقیاس پذیر g−قاب ،Λ باشید، داشته توجه .۵ .١ تذکر
باشد. کران دار c = {cj}j∈J وقتی که باشد Λ دوگان −g ،{c٢

jΛj ∈ B(H,Hj) : j ∈ J}

می کنیم. بیان را g−قاب مقیاس پذیري با قطري و تحلیل عملگر قاب، عملگر بین رابطۀ بعدي گزارة در

و {cj}j∈J ⊆ R+ ،T ∗
Λ تحلیل عملگر ،SΛ قاب عملگر با g−قاب ،Λ = {Λj ∈ B(H,Hj) : j ∈ J} کنیم فرض .۶ .١ گزاره

هم ارزند. زیر احکام صورت، این در .Γ := {cjΛj ∈ B(H,Hj) : j ∈ J}
است. g−قاب ،Γ آ)

است. ICR عملگر ،D|ranT ∗
Λ

و ranT ∗
Λ ⊂ domDc ب)

می آید دست به زیر رابطۀ از Γ g−قاب عملگر حالت، این در

SΓ = TΛDcDcT
∗
Λ,

است. TΛDc عملگر بستار نماد TΛDc آن در که

f ∈ H هر براي آنگاه باشد. g−قاب ،Γ کنیم فرض ⇒آ) (ب اثبات.

T ∗
Γf = {(cjΛj)(f)}j∈J = Dc{Λjf}j∈J = DcT

∗
Λf.

همچنین .T ∗
Γ = DcT

∗
Λ درنتیجه

SΓ = TΓT
∗
Γ = (DcT

∗
Λ)

∗DcT
∗
Λ,

1isomorphism
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(DcT
∗
Λ)

∗ و است چگال ⊕Hj در dom(Dc) دیگر، سوي از است. برقرار (DcT
∗
Λ)

∗ = TΛDc رابطۀ dom(Dc) روي چون
بنابراین است. TΛDc بستار (DcT

∗
Λ)

∗ درنتیجه است. کران دار T ∗
Γ = DcT

∗
Λ پس است، کران دار عملگري

SΓ = TΛDcDcT
∗
Λ.

است. ICR ،T ∗
Λ بنابراین است، g−قاب ،Λ چون باشد. ICR−عملگر ،Dc|ranT ∗

Λ
و ranT ∗

Λ ⊆ domDc کنیم، فرض ⇒ب) (آ
می توان است، ICR−عملگر ،Dc|ranT ∗

Λ
چون و است کران دار عملگر Dc|ranT ∗

Λ
بسته گراف قضیۀ بنابر است. بسته برد با به خصوص،

به طوري که دارند وجود A′
, B

′
> ٠ ثابت هاي که گرفت نتیجه

A
′∥g∥ ≤ ∥Dcg∥ ≤ B

′∥g∥, (g ∈ ranT ∗
Λ).

آنگاه باشند، {Λj ∈ B(H,Hj) : j ∈ J} قاب −g کران هاي B ،A اگر

A∥f∥٢ ≤ ∥T ∗
Λf∥٢ ≤ B∥f∥٢, (f ∈ H).

داریم: f ∈ H هر به ازاي درنتیجه

AA
′٢
∥f∥٢ ≤ A

′٢
∥T ∗

Λf∥٢ ≤ ∥DcT
∗
Λ(f)∥٢

≤ B
′٢
∥T ∗

Λf∥٢ ≤ BB′٢
∥f∥٢, (f ∈ H).

لذا
AA

′٢
∥f∥٢ ≤ ∥T ∗

Γ(f)∥٢ ≤ BB′٢
∥f∥٢, (f ∈ H).

این علاوه بر است. g−قاب ،Γ آن دنبال به و

SΓ = (DcT
∗
Λ)

∗(DcT
∗
Λ) = TΛDcDcT

∗
Λ.

صورت این در باشد. {Hj : j ∈ J} به نسبت H در g−قاب یک ،Λ = {Λj ∈ B(H,Hj) : j ∈ J} کنید فرض .١. ٧ گزاره
باشد. کران دار ICR عملگر یک Dc|ranT ∗

Λ
اگر تنها و اگر است g−قاب یک Γ = {cjΛj ∈ B(H,Hj) : j ∈ J}

f ∈ H هر براي درنتیجه باشد. A,B > ٠ کران هاي با قاب −g ،Λ کنیم فرض اثبات.
√
A∥f∥ ≤ ∥T ∗

Λf∥ ≤
√
B∥f∥.

f ∈ H هر به ازاي آنگاه باشد، A′
, B

′
> ٠ کران هاي با g−قاب ،Γ اگر

√
A′∥f∥ ≤ ∥T ∗

Γf∥ = ∥DcT
∗
Λ(f)∥ ≤

√
B′∥f∥.

f ∈ H هر براي پس
√
A′

√
B
∥T ∗

Λ(f)∥ ≤
√
A′∥f∥ ≤ ∥DcT

∗
Λ(f)∥

≤
√
B′

√
A
∥T ∗

Λ(f)∥,

است. کران دار ICR عملگر یک D|ranT ∗
Λ

بنابراین
f ∈ H هر به ازاي به طوري که دارند وجود A′′

, B
′′
> ٠ ثابت هاي آنگاه باشد، کران دار عملگر −ICR ،D|ranT ∗

Λ
اگر برعکس،

A
′′∥T ∗

Λ(f)∥ ≤ ∥DcT
∗
Λ(f)∥ = ∥T ∗

Γ(f)∥ ≤ B
′′∥T ∗

Λf∥.
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درنتیجه

A
′′√

A′∥f∥ ≤ A
′′∥T ∗

Λ(f)∥ ≤ ∥T ∗
Γ(f)∥

≤ B
′′∥T ∗

Λ(f)∥ ≤ B
′′√

B′∥f∥,

می آید. دست به نتیجه و

هیلبرت فضاهاي در کلی حالت در آن اثبات و بیان که می کنیم، بیان مقیاس پذیري براي را بدیهی به ظاهر هم ارز شرط یک اکنون ما
نیست. آسان تفکیک پذیر دلخواه

صورت، این در باشد. T ∗
Λ تحلیل عملگر و SΛ قاب عملگر با قاب −g ،Λ = {Λj ∈ B(H,Hj) : j ∈ J} کنیم فرض .١. ٨ گزاره

هستند. هم ارز زیر گزاره هاي
است. مثبت) اکیداً (مثبت، مقیاس پذیر g−قاب ،Λ آ)

به طوري که دارد وجود ⊕j∈JHj در D مثبت) اکیداً (مثبت، نامنفی قطري عملگر ب)

TΛD(DT ∗
Λ) = IH .

بنابراین باشد. {cj}j∈J ⊂ R+ اسکالرهاي دنبالۀ با مقیاس پذیر g−قاب Λ کنیم فرض ⇒آ) (ب اثبات.
و ranT ∗

Λ ⊂ domDc ،۶ .١ گزاره بنابر درنتیجه، است. پارسوال g−قاب ،Γ = {cjΛj ∈ B(H,Hj) : j ∈ J}
پس است، همانی عملگر پارسوال، g−قاب عملگر چون است. Γ g−قاب عملگر SΓ = TΛDc(DcT

∗
Λ)

TΛDc(DcT
∗
Λ) = IH .

به طوري که باشد، ⊕j∈JHj در نامنفی قطري عملگري D کنیم، فرض ⇒ب) (آ

TΛDc(DcT
∗
Λ) = IH .

عملگري T ∗
Λ پس است g−قاب یک Λ چون که می دانیم .ranT ∗

Λ ⊂ domD به خصوص، است. تعریف قابل H روي DT ∗
Λ آنگاه

است کران دار عملگري DT ∗
Λ پس است کران دار پایین از D |ranT ∗

Λ
و کران دار عملگري D همچنین است کران دار نیز پایین از و کران دار

است. کران دار پایین از و
دیگر سوي از

∥x∥٢ = ⟨x, x⟩ = ⟨(TΛD)∗(DT ∗
Λ)x, x⟩ = ∥DT ∗

Λx∥٢, (x ∈ H).

است. ICR عملگري DT ∗
Λ درنتیجه است. ایزومتري DT ∗

Λ پس
g−قاب ،Γ = {cjΛj}j∈J که می شود نتیجه ۶ .١ گزاره از .D = Dc به طوري که باشد، نامنفی اسکالري دنبالۀ {cj}j∈J کنیم فرض

است. پارسوال g−قاب Γ درنتیجه است. SΓ = IH قاب عملگر با
است. مشابه به طور Λ مقیاس پذیري اکیداً و مثبت اثبات هاي

است. پایا یکانی تبدیلات تحت مقیاس پذیري می دهد نشان که می دهیم، ارائه ۶ .١ گزاره از مفید بسیار نتیجۀ یک

U ∈ B(K,H) و باشد g−قاب ،Λ = {Λj ∈ B(H,Hj) : j ∈ J} و هیلبرت فضاي دو K و H کنیم فرض .١. ٩ نتیجه
اگر تنها و اگر است مقیاس پذیر g−قاب Λ آنگاه .U∗U = IK و UU∗ = IH یعنی باشد، یکانی عملگري

باشد. مقیاس پذیر g−قاب ΛU = {ΛjU ∈ B(K,Hj) : j ∈ J}

داریم: لذا است، T ∗
ΛU = T ∗

ΛU, ،ΛU تحلیل عملگر چون Dباشد. قطري عملگر Hبا در مقیاس پذیر g−قاب یک Λ کنیم فرض اثبات.

(TΛUD)(DT ∗
ΛU ) = (U∗TΛD)(DT ∗

ΛU)

= U∗(TΛD)(DT ∗
Λ)U

= U∗U

= IK .
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است. مقیاس پذیر ΛU درنتیجه
به این ترتیب ،Λ = (ΛU)U∗ چون و است یکریختی یک U∗ آنگاه باشد، یکریختی یک U اگر که کنیم توجه است کافی برعکس،

می آید. دست به حکم

هیلبرت فضاهاي در مقیاس پذیر تکه اي قاب هاي ٢

در را نتایج از برخی و نموده اند تعریف [۴] مقاله در Rn فضاهاي روي را مقیاس پذیر تکه اي قاب هاي مفهوم بار اولین براي همکارانش و کاسازا
را نتایج این از تعدادي و نماییم تعریف دلخواه هیلبرت فضاهاي روي را مفهوم این کرده ایم تلاش بخش این در نیز ما آوردند. دست به فضا این
مشخصه سازي براي کافی و لازم شرط یک ادامه در و دهیم تعمیم متناهی بعد با هیلبرت فضاهاي در به خصوص دلخواه، هیلبرت فضاهاي در
هیلبرت فضاهاي تانسوري حاصلضرب فضاي در مفهوم این می شود موجب که را شرایطی نهایتاً، می دهیم. ارائه مقیاس پذیر تکه اي قاب هاي
P١, ..., Pm متعامد تصویر عملگر متناهی تعداد براي مقیاس پذیر تکه اي قاب تعریف اکنون می دهیم. قرار مطالعه مورد را شود برقرار دلخواه

می کنیم. بیان را m ≥ ٢ آن در که

متعامد تصویر عملگرهاي هرگاه گویند، مقیاس پذیر تکه اي قاب را آن باشد. H در قاب یک {xi : i ∈ I} کنید فرض .٢. ١ تعریف
ضرایب از زیرمجموعه اي و ،∑m

j=١ Pj = I به طوري که باشند داشته وجود H روي P١, ..., Pm

{a١
i , ..., a

m
i : i ∈ I} ⊆ R≥٠

به طوري که باشند، موجود

{a١
iP١(xi) + ...+ ami Pm(xi) : i ∈ I}

.P := {P١, ..., Pm} هرگاه گویند ١ P-مقیاس پذیر را آن  گاهی باشد. H روي پارسوال قاب یک

مقیاس پذیر تکه اي مقیاس پذیر، قاب هاي می شود مشاهده .Hj = Pj(H) می دهیم قرار ،j ∈ [m] هر به ازاي بخش، این کل در
نیست. برقرار آن عکس می دهد نشان که است، شده زده بیشتر جزئیات با ،[۴] مقاله در مثال هایی درحالی که هستند.

نمود. خواهیم ارائه ادامه در را بخش این اصلی نتیجۀ

{aji : i ∈ I, j ∈ [m]}مقیاس ضرایب و P١, ..., Pm متعامد تصویر با مقیاس پذیر Xتکه اي = {xi : i ∈ I} ⊆ H .٢. ٢ قضیه
هر به ازاي و باشد {aji : i ∈ I}مقیاس ضرایب با Hj در مقیاس پذیر قاب {Pjxi : i ∈ I} ،j ∈ [m] هر به ازاي اگر تنها و اگر است

x ∈ H∑
i∈I

m∑
k ̸=j,k,j=١

ajia
k
iRe[⟨x, Pjxi⟩⟨x, Pkxi⟩] = ٠.

{aji : i ∈ I, j ∈ [m]}مقیاس ضرایب ,P١و ..., Pm متعامد تصاویر با مقیاس پذیر تکه اي قاب {xi : i ∈ I} کنیم فرض (⇒ اثبات.
(قاب قاب یک متعامد تصویر چون است. H روي پارسوال قاب {a١

iP١xi + ...+ ami Pmxi : i ∈ I} صورت این در باشد. H روي
داشت: خواهیم ،j ∈ [m] هر به ازاي و است پارسوال) (قاب قاب یک پارسوال)،

Pj(a
١
iP١xi + ...+ ajiPjxi + ...+ ami Pmxi) = ajiPjxi,

است. پارسوال قاب {ajiPjxi : i ∈ I} ،j ∈ [m] هر به ازاي بنابراین

1P−piecewise
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داریم: ،x ∈ H هر به ازاي همچنین

∥x∥٢ =
∑
i∈I
|

m∑
j=١
⟨x, ajiPj(xi)⟩|٢

=
∑
i∈I

m∑
j=١
|⟨x, ajiPj(xi)⟩|٢ + ٢

∑
i∈I

∑
١≤j<k≤m

ajia
k
iRe

(
⟨x, Pjxi⟩⟨x, Pkxi⟩

)

=
m∑
j=١

∑
i∈I
|⟨x, ajiPj(xi)⟩|٢ + ٢

∑
i∈I

∑
١≤j<k≤m

ajia
k
iRe

(
⟨x, Pjxi⟩⟨x, Pkxi⟩

)

=

m∑
j=١
∥Pjx∥٢ + ٢

∑
i∈I

∑
١≤j<k≤m

ajia
k
iRe

(
⟨x, Pjxi⟩⟨x, Pkxi⟩

)
.

∑درنتیجه
i∈I

∑
١≤j<k≤m

ajia
k
iRe

(
⟨x, Pjxi⟩⟨x, Pkxi⟩

)
= ٠.

داشت: خواهیم فوق، اثبات روند به توجه با .x ∈ H کنیم فرض (⇐

∑
i∈I

∣∣∣∣∣∣
m∑
j=١
⟨x, ajiPjxi⟩

∣∣∣∣∣∣
٢

=
m∑
j=١
∥Pj(x)∥٢ + ٢Re

(∑
i∈I

∑
١≤j<k≤m

⟨x, ajiPjxi⟩⟨x, aki Pkxi⟩

)
= ∥x∥٢,

می شود. کامل اثبات به این ترتیب

دنبالۀ آنگاه باشد. P١, ..., Pm متعامد تصاویر با مقیاس پذیر تکه اي قاب X = {xi : i ∈ I} کنید فرض .٢. ٣ نتیجه
است. H مقیاس پذیر قاب {Pjxi : i ∈ I, j ∈ [m]}

پارسوال قاب یک {∑m
j=١ a

j
iPjxi : i ∈ I} به طوري که دارند، وجود {a١

i , ..., a
m
i : i ∈ I} ثابت ضرایب مفروضات، بنابر اثبات.

٢. ٢ قضیه بنابر و است H
m∑
j=١

∑
i∈I
|⟨x, ajiPjxi⟩|٢ = ∥x∥٢.

است. H مقیاس پذیر قاب {Pjxi : j ∈ [m], i ∈ I} دنبالۀ درنتیجه

می دهیم. تعمیم دلخواه هیلبرت فضاهاي به را [۴] مرجع در ،٣. ٢ فرع اکنون

به طوري که باشند موجود H روي P١, ..., Pm متعامد تصاویر اگر باشد. H قاب یک X = {xi : i ∈ I} کنید فرض .۴ .٢ گزاره
مقیاس پذیر قاب {Pjxi : i ∈ σj} j ∈ [m] هر به ازاي که باشد I از P = {σ١, σ٢, ..., σm} افراز یک و ،∑j∈[m] Pj = I

است. مقیاس پذیر تکه اي قاب X آنگاه باشد، Hj

این در است. Hj پارسوال قاب یک {ajiPj(xi) : i ∈ σj} .{aji : i ∈ σj} ⊆ R≥٠ ،j ∈ [m] هر به ازاي کنید فرض اثبات.
است. Hj پارسوال قاب یک {ajiPjxi : i ∈ I} دنبالۀ ،j ∈ [m] هر به ازاي و aji = ٠ می دهیم قرار i ∈ I \ σj هر به ازاي صورت

داشت خواهیم i ∈ I ،j ̸= k, j, k ∈ [m] هر به ازاي اکنون

ajia
k
i = ٠.

آمد. خواهد دست به نتیجه ،٢. ٢ قضیه بنابر

است توسیع قابل H روي Tj صورت این در باشد. {Pjxi : i ∈ I} تحلیل عملگر Tj کنید فرض j ∈ [m] هر به ازاي اکنون
.Tj = ٠ باشیم داشته Hk روي ،k ̸= j هر به  ازاي هرگاه
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زیر احکام آنگاه باشد. H روي متعامد تصویر Pj ،j ∈ [m] هر به ازاي و H قاب یک {xi : i ∈ I} ⊆ H کنید فرض .۵ .٢ قضیه
هستند: معادل

است. {a١
i , a

٢
i , ..., a

m
i : i ∈ I}مقیاس ضرایب با H مقیاس پذیر تکه اي قاب {xi : i ∈ I} (١)

{aji : i ∈ I} قطري عناصر با ℓ٢(I) روي قطري Djعملگر ،j ∈ [m] هر به ازاي آن در که ،∑١≤k ̸=j≤m T
∗
kDkDjTj = ٠ (٢)

است.

درنتیجه است. T =
∑m

j=١ DjTj به صورت {ajiPj(xi) : i ∈ I, j ∈ [m]} تحلیل عملگر که می دانیم اثبات.
و T ∗ =

∑m
j=١ T

∗
j Dj

T ∗T =

(
m∑
k=١

T ∗
kDk

) m∑
j=١

DjTj


=

m∑
j=١

T ∗
j D

٢
jTj +

∑
١≤k ̸=j≤m

T ∗
kDkDjTj .

آنگاه است، H روي پارسوال قاب یک {ajiPj(xi) : i ∈ I, j ∈ [m]} چون (١)⇒ (٢)

S = IH =
m∑
j=١

T ∗
j D

٢
jTj +

∑
١≤k ̸=j≤m

T ∗
kDkDjTj

=
m∑
j=١

IPj(H) +
∑

١≤k ̸=j≤m

T ∗
kDkDjTj .

.∑١≤k ̸=j≤m T
∗
kDkDjTj = ٠ درنتیجه

می آید. دست به نتیجه ،S = IH اگر به وضوح (٢)⇒ (١)

می شود. حفظ هیلبرت فضاهاي روي یکانی عملگرهاي تحت قاب ها مقیاس پذیر تکه اي خاصیت که داد خواهیم نشان بعدي قضیۀ در

است H مقیاس پذیر تکه اي قاب یک X = {xi : i ∈ I} آنگاه باشند. جدایی پذیر هیلبرت فضاي دو K و H کنید فرض .۶ .٢ قضیه
باشد. K مقیاس پذیر تکه اي قاب یک UX = {Uxi : i ∈ I} ،U : H → K یکانی عملگر هر به ازاي اگر تنها و اگر

ثابت ضرایب با P١, P٢, ..., Pm متعامد تصاویر با H مقیاس پذیر تکه اي قاب یک X = {xi : i ∈ I} ⊆ H کنید فرض اثبات.
صورت این در ،Qj = UPjU

∗ ،j ∈ [m] هر به ازاي اگر باشد. U : H → K دلخواه یکانی عملگر و {a١
i , a

٢
i , ..., a

m
i : i ∈ I}

داریم: y ∈ K هر به ازاي است. K روي متعامد تصویر یک Qj هر درنتیجه .Q∗
j = Q٢

j = Qj∑
i∈I

∑
j∈[m]

|⟨y, ajiQj(Uxi)⟩|٢ =
∑
i∈I

∑
j∈[m]

|⟨U∗y, ajiPj(xi)⟩|٢

= ∥U∗(y)∥٢ = ∥y∥٢,

است. مقیاس پذیر قاب تکه اي UX درنتیجه
.X = U∗(UX) دهیم قرار است کافی لذا است یکریختی نیز U∗ آنگاه باشد، یکریختی U اگر که می دانیم برعکس،

نرم با قاب یک را X .∥xj∥ = ∥xk∥ ،j, k ∈ I هر به ازاي هرگاه گویند، برابر نرم با قاب یک را X = {xi : i ∈ I} دنبالۀ
.∥xj∥ = ١ ،j ∈ I هر به ازاي هرگاه نامند، واحد

تصاویر با مقیاس پذیر تکه اي قاب X اگر باشد. متناهی بعد با H هیلبرت فضاي قاب یک X = {xi : i ∈ I} کنید فرض .٢. ٧ گزاره
آنگاه باشد، {a١

i , a
٢
i , ..., a

m
i : i ∈ I} ثابت ضرایب و P١, ..., Pm متعامد

dimH =
∑
j∈[m]

dimHj =
∑
j∈[m]

∑
i∈I

(aji )
٢∥Pj(xi)∥٢.
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آنگاه باشد، H پارسوال قاب {fi : i ∈ I} و متناهی بعد با هیلبرت فضاي یک H اگر که می دانیم ∑اثبات.
i∈I
∥fi∥٢ = dim(H).

پارسوال قاب {P (gi) : i ∈ I} آنگاه باشد، H روي متعامد تصویر P : H → H و پارسوال قاب {gi : i ∈ I} اگر همچنین
داریم: j ∈ [m] هر به ازاي زیرا است. K = P (H)Pj(

∑
j∈[m]

aki Pk(xi)) : i ∈ I

 = {ajiPj(xi) : i ∈ I}

بنابراین است. Hj = Pj(H) پارسوال ∑قاب
i∈I
∥ajiPj(xi)∥٢ = dim(Hj).

∑درنتیجه
j∈[m]

∑
i∈I
∥ajiPj(xi)∥٢ =

∑
j∈[m]

dimHj = dim(H).

به طوري که باشد H متناهی بعد با هیلبرت فضاي واحد نرم با مقیاس پذیر تکه اي قاب یک X = {xi : i ∈ I} کنید فرض .٢. ٨ قضیه
آنگاه باشد. {a١

i , a
٢
i , ..., a

m
i : i ∈ I} ثابت ضرایب و P١, ..., Pm متعامد تصاویر ∑با
i∈I min{(aji )٢ : j ∈ [m]} ≤ dim(H) الف)

.dim(H) ≤
∑

i∈I max{(aji )٢ : j ∈ [m]} ب)

می دهیم قرار i ∈ I هر به ازاي اثبات.
ci = min{(aji )

٢ : j ∈ [m]}

و
ℓi = max{(aji )

٢ : j ∈ [m]}.

لذا است، Hj پارسوال قاب {ajiPj(xi) : i ∈ I} j ∈ [m] هر به ازاي چون ∑الف)
k∈I

(aji )
٢∥Pj(xi)∥٢ = dimHj .

j ∈ [m] ،i ∈ I هر به ازاي چون

١ = ∥xi∥٢ =
∑
j∈[m]

∥Pj(xi)∥٢, dimH =
∑
j∈[m]

dimHj ,

∑آنگاه
i∈I

ci ≤
∑
i∈I

∑
j∈[m]

(aji )
٢∥Pj(xi)∥٢ ≤

∑
i∈I

li

می شود. کامل اثبات و

ادامه در است. قاب یک هیلبرت، فضاي در دلخواه قاب دو تانسوري حاصلضرب که دادند نشان ،[١١] مقاله در ب.خسروي و ا.خسروي
می کنیم. اثبات و بیان را قاب ها تانسوري حاصلضرب در مقیاس پذیر تکه اي کافی و لازم شرط یک

X آنگاه باشد. K A−تنگ قاب یک {yj : j ∈ J} و H قاب X = {xi : i ∈ I} ⊆ H کنید فرض .٢. ٩ قضیه
اگر تنها و اگر است {a١

i , a
٢
i , ..., a

m
i : i ∈ I} مقیاس ضرایب و P١, ..., Pm متعامد تصاویر با H مقیاس پذیر تکه اي قاب یک

با P ′
١ = P١ ⊗ IK , ..., P

′
m = Pm ⊗ IK متعامد تصاویر با H ⊗K مقیاس پذیر تکه اي قاب یک {xi ⊗ yj : i ∈ I, j ∈ J}

باشد.
{

١√
A
a١
i , ...,

١√
A
ami : i ∈ I

}
مقیاس ضرایب
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{
∑m

j=١ a
j
iPj(xi) : i ∈ I} همچنین و { ١√

A
yj : j ∈ J}پس است. A−تنگ قاب یک {yj : j ∈ J} چون (⇒) اثبات.

که می کند ایجاب [١١] در به دست آمده نتایج صورت این در هستند. H پارسوال }قاب هاي
m∑
l=١

aliPl(xi)⊗
١√
A
yj : i ∈ I, j ∈ J

}

بنابراین باشد. H ⊗K در پارسوال قاب }یک
m∑
l=١

١√
A
aliP

′
l (xi ⊗ yj) : i ∈ I, j ∈ J

}

است. H ⊗K مقیاس پذیر تکه اي قاب یک {xi ⊗ yj : i ∈ I, j ∈ J} درنتیجه است. H ⊗K در پارسوال قاب
بنابراین باشد. K در y ̸= ٠ و x ∈ H کنید فرض (⇐)

∥x∥٢∥y∥٢ = ∥x⊗ y∥٢ =
m∑
l=١

∑
i∈I

∑
j∈J

١
A
(ali)

٢|⟨x, Pl(xi)⟩|٢|⟨y, yj⟩|٢

= ∥y∥٢
m∑
l=١

∑
i∈I

(ali)
٢|⟨x, Pl(xi)⟩|٢.

درنتیجه

∥x∥٢ =
m∑
l=١

∑
i∈I

(ali)
٢|⟨x, Pl(xi)⟩|٢.

است. فوق اثبات شبیه زیر نتیجۀ اثبات

تصاویر Kبا مقیاس پذیر تکه اي قاب {yj : j ∈ J} صورت این در Hباشد. λ-تنگ قاب یک {xi : i ∈ I} کنید فرض .٢. ١٠ نتیجه
تکه اي قاب یک {xi ⊗ yj : i ∈ I, j ∈ J} اگر تنها و اگر است {b١

j , ..., b
m
j : j ∈ J}مقیاس ضرایب با و Q١, ..., Qm متعامد

باشد.
{

١√
λ
b١
j , ...,

١√
λ
bmj : j ∈ J

}
مقیاس ضرایب و IH ⊗Q١, ..., IH ⊗Qm متعامد تصاویر با H ⊗K مقیاس پذیر
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Extended Abstract

Introduction

C∗-dynamical systems are introduced and studied as a generalization of classical dynamical systems.
In particular, ergodic theory as an approach with analysis taste to dynamical systems is studied in the
framework of C∗-dynamical systems [1–4, 7, 8, 11].

The concepts like invariant measures [18], Birkhoff ergodic theorem [5] and von-Neumann ergodic
theorem [16, 17] are formulated and studied for C∗-dynamical systems. Also, there are some other
concepts such as the entropy, in classical dynamical systems [4, 19], which are extended toC∗-dynamical
systems. They generalize the corresponding concepts in the classical case.

In the classical ergodic theory for dynamical systems, invariant and ergodic measures play very im-
portant roles. These measures are applied in the formulation of ergodic theorems [5, 16–18], the intro-
duction of entropy [4, 19] and pressure [13, 19, 21] for dynamical systems. They are also applied in the
thermodynamic formalism of dynamical systems [14].

In the theory of C∗-dynamical systems, the concepts of state and invariant state correspond to prob-
ability and invariant measures for classical dynamical systems. They are applied to define the entropy of
a C∗-dynamical system [6].

In this paper, the concept of ergodic state is given and then, using the concept of a lift map, the
structure of invariant states is studied and connected to ergodic states.

Conclusion

In this paper, the following definitions and results are applied. One may see [10] for more discussions.

Definition 0.1. Let A be a C∗-algebra with the unit element 1 ∈ A. For a ∈ A, the spectrum of a is
defined by

spec(a) := {λ ∈ C : λ · 1− a is not invertible}.

The spectral radius of a is also defined by

r(a) := sup{|λ| : λ ∈ spec(a)}.

Theorem 0.2. We have the following properties:

1. If A is a unital C∗-algebra, then for any a ∈ A, the set spec(a) is non-empty and compact.

2. For every a ∈ A, we have r(a) ≤ ||a||. Indeed

r(a) = lim
n→∞

||an||
1
n .

3. If a∗ = a, then r(a) = ||a||.

Definition 0.3. LetA andB be two C∗-algebras on C. The set of all non-zero homomorphisms ϕ : A→
B is denoted by Hom(A,B). Recall that ϕ : A→ B is a homomorphism if

1. ϕ is linear.

١٢٠



2. ∀a, b ∈ A : ϕ(ab) = ϕ(a)ϕ(b).

Additionally, if ϕ(a∗) = ϕ(a)∗, then ϕ is called a ∗-homomorphism. Finally, if B = C, then we write
Ω(A) = Hom(A,C).

Remark 0.4. If A and B are two C∗-algebras and ρ : A→ B is a ∗-homomorphism, then ||ρ|| ≤ 1, that
is ||ρ(a)|| ≤ ||a||, for all a ∈ A.

Remark 0.5. Let A be a commutative unital C∗-algebra and ϕ ∈ Ω(A). Then,

1. ∀a ∈ A, ϕ(a) ∈ spec(a).

2. ||ϕ|| = 1.

3. ∀a ∈ A, ϕ(a∗) = ϕ(a)∗.

Let A∗ be the dual of A, equipped by weak-star topology. Then, Ω(A) ⊂ A∗. In this case, we have
the following proposition.

Proposition 0.6. If A is a commutative unital C∗-algebra, then Ω(A) is compact in weak-star topology
on the unit ball of A∗.

Lemma 0.7. Let a ∈ A. The evaluation map â : Ω(A)→ C defined by â(ϕ) := ϕ(a) is continuous with
the range spec(a).

Theorem 0.8. Let A be a commutative unital C∗-algebra. Then, the map Φ : A→ C(Ω(A)) defined by
Φ(a) := â is an isometric ∗-isomorphism from A to C(Ω(A)). In other words, A ∼= C(Ω(A)).

C∗-dynamical systems and invariant and ergodic states

In this section, invariant and ergodic states for a C∗-dynamical system are introduced and the structure
of these sets is studied.

Definition 0.9. LetA be aC∗-algebra onC. By aC∗-dynamical system onA, we mean amapα : A→ A

such that,

1. α is linear.

2. For every a ∈ A, we have α(a∗) = α(a)∗.

3. For every a, b ∈ A, we have α(ab) = α(a)α(b).

Definition 0.10. Let A be a C∗-algebra on C. A function ω : A→ C is called a state, if

1. ω is linear.

2. ω is positive, i.e., for every a ∈ A we have ω(aa∗) ≥ 0.

3. ||ω||op = 1, where || · ||op is the operator norm of ω.

The collection of all of states on a C∗-algebra A is denoted by S(A).

Definition 0.11. Let α : A → A be a C∗-dynamical system. A state ω : A → C is called α-invariant if
ω ◦ α = ω. The collection of all α-invariant states is denoted by S(A,α).

١٢١



Remark 0.12. Let A∗ be the dual of the C∗-algebra A. Then S(A) and S(A,α) are weak∗ compact
convex subsets of the unit ball of A∗.

Definition 0.13. An α-invariant state ω is called α-ergodic, if for any a ∈ A, the relation α(a) = a

implies â = c, where c is a constant.

The collection of allα-ergodic states is denoted bySe(A,α). It is obvious that,Se(A,α) ⊂ S(A,α) ⊂
S(A).

We have the following theorem.

Theorem 0.14. Let ω ∈ S(A). Then, there exists a unique positive probability measure µω on Borel
subsets of Ω(A) such that

g(ω) =

∫
Ω(A)

gdµω, ∀g ∈ C(Ω(A)).

Corollary 0.15. The map I : S(A) → M1(Ω(A)) defined by I(ω) := µω is affine and bijective. So,
there is a one-to-one correspondence between the elements of S(A) andM1(Ω(A)).

Definition 0.16. Let Φ : A → C(Ω(A)) be the isomorphism as in Theorem 0.8. For a C∗-dynamical
system α : A→ A, the lift map α̃ : C(Ω(A))→ C(Ω(A)) is defined by α̃ := Φ ◦ α ◦ Φ−1.

Definition 0.17. Let α : A → A be a C∗-dynamical system and α̃ be the corresponding lift map. The
collection of all probability measures µ on Borel σ-algebra of Ω(A) such that∫

Ω(A)
α̃(g)dµ =

∫
Ω(A)

gdµ, ∀g ∈ C(Ω(A))

is denoted by M(A, α̃). Also, the collection of all measures µ ∈ M(A, α̃) such that, given any g ∈
C(Ω(A)), the equality α̃(g) = g implies g = c, µ.a.e, where c is a constant, is denoted by E(A, α̃).

Lemma 0.18. 1. ω ∈ S(A,α) if and only if µω ∈M(A, α̃).

2. ω ∈ Se(A,α) if and only if µω ∈ E(A, α̃).

Note that, applying the proof of Theorem 6.10 in [20], one may easily see that, the set of extreme
points of M(A, α̃) is E(A, α̃). We have the following theorem for the states.

Theorem 0.19. The set of extreme points of S(A,α) is Se(A,α).

Theorem 0.20. (Choquet) Suppose that Y is a compact convex metrizable subset of a locally convex
space E, and that x0 ∈ Y . Then there exists a probability measure τ on Y which represents x0 and is
supported by the extreme points of Y , i.e., Φ(x0) =

∫
Y Φdτ for every continuous linear functional Φ on

E, and τ(ext(Y )) = 1.

See [8] for a proof of Choquet’s theorem.
The following result is a direct consequence of Choquet’s theorem [8].

Corollary 0.21. For any ω ∈ S(A,α), there exists a unique probability measure σ on Borel sets of
S(A,α) such that σ(Se(A,α)) = 1 and∫

Ω(A)
fdµω =

∫
Se(A,α)

(∫
Ω
fdµν

)
dσ(ν).
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دینامیکی ∗C-دستگاه هاي براي ارگودیک و پایا حالت هاي ساختار
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چکیده مقاله اطلاعات

با متناظر ارگودیک و پایا حالت هاي معرفی به مقاله این در
مجموعه ها این ساختار و پرداخته دینامیکی ∗C-دستگاه یک
یک با متناظر بالابر مفهوم از کار این براي می نماییم. مطالعه را

می نماییم. استفاده دینامیکی ∗C-دستگاه
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مقدمه ١

.[١١ ،٨ ،٧ ،۴–١] گرفته اند قرار مطالعه مورد و شده معرفی کلاسیک دینامیکی دستگاه هاي از تعمیمی به عنوان دینامیکی ∗C-دستگاه هاي

توجه مورد نیز دینامیکی ∗C-دستگاه هاي چارچوب در دینامیکی، دستگاه هاي به آنالیز طعم با رویکردي به عنوان ارگودیک نظریۀ خاص، به طور
دینامیکی دستگاه هاي -C∗ براي [١٧ ،١۶] نیومن فون و [۵] بیرخوف ارگودیگ قضایاي و [١٨] پایا اندازة مانند مفاهیمی گرفته اند. قرار
دینامیکی دستگاه هاي -C∗ براي نیز [١٩ ،۴] دینامیکی دستگاه هاي آنتروپی مانند مفاهیمی به علاوه، گرفته اند. قرار مطالعه مورد نیز
نظریۀ در هستند. دینامیکی دستگاه هاي نظریۀ در آن ها با متناظر مفاهیم از تعمیمی مفاهیم، این گرفته اند. قرار مطالعه مورد و شده تعریف
فرمول بندي در اندازه ها این می کنند. بازي مهمی بسیار نقش ارگودیک و پایا اندازه هاي دینامیکی، دستگاه هاي براي ارگودیک کلاسیک
ترمودینامیکی صورت بندي همچنین و [٢١ ،١٩ ،١٣] توپولوژیک فشار و [١٩ ،۴] آنتروپی مفهوم معرفی ،[١–١٨۶ ،۵] ارگودیک قضایاي
با متناظر پایا حالت هاي و حالت مفهوم دینامیکی، ∗C-دستگاه هاي نظریۀ در می کنند. بازي مهمی نقش [١۴] دینامیکی دستگاه هاي

.[۶] است گرفته قرار مطالعه مورد و شده معرفی دینامیکی ∗C-دستگاه یک آنتروپی مفهوم آن ها، کمک به و شده  معرفی پایا اندازه هاي
ارگودیک حالت هاي با آن ها ارتباط و پایا حالت هاي مجموعۀ  ساختار بالابر، نگاشت کمک به ارگودیک، حالت مفهوم معرفی ضمن مقاله، این در

می دهیم. قرار مطالعه مورد را

مقدماتی مفاهیم ٢

و است C بر ∗C-جبر یک A مقاله، این تمام در می پردازیم. مقاله این در استفاده مورد مقدماتی مفاهیم یادآوري و معرفی به بخش این در
مراجعه کرد. [۶] مرجع به می توان بخش این مقدماتی مفاهیم مورد در مفصل تر بحث دیدن براي است. بازگشت عمل همان ∗ : A→ A

از: است عبارت a طیف ،a ∈ A هر براي باشد. ١ ∈ A واحد عنصر با C بر ∗C-جبر یک A کنیم فرض .٢. ١ تعریف

Spec(a) := {λ ∈ C | نیست وارون پذیر λ.١− a}.

از است عبارت نیز a طیفی شعاع
r(a) := sup{|λ| | λ ∈ Spec(a)}.

برقرارند. زیر خواص

آنگاه باشد، واحد داراي ∗C-جبر یک A اگر .٢. ٢ قضیه

است. فشرده و ناتهی Spec(a) ،a ∈ A هر براي .١

.r(a) ≤ ||a|| داریم a ∈ A هر براي .٢

.r(a) = ||a|| آنگاه ،a = a∗ اگر .٣

Hom(A,B) با را φ : A→ B غیرصفر همومرفیسم هاي کلیۀ مجموعۀ باشند. C بر ∗C-جبرهایی ،B Aو کنیم فرض .٢. ٣ تعریف
هرگاه: می نامیم همومرفیسم یک را φ : A→ B که می شویم یادآور می دهیم. نمایش

باشد. خطی φ .١

.φ(ab) = φ(a)φ(b) باشیم، داشته a, b ∈ A هر براي .٢

می نویسیم آنگاه ،B = C اگر نهایت، در می نامیم. یک∗-همومرفیسم را φ آنگاه ،φ(a∗) = φ(a)∗ اگر به علاوه

Ω(A) = Hom(A,C).

یعنی ||φ|| ≤ ١ آنگاه باشد، یک∗-همومرفیسم φ : A→ B و بوده ∗C-جبر دو B و A اگر .۴ .٢ تذکر

∀a ∈ A : ||φ|| ≤ ||a||.
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آنگاه .φ ∈ Ω(A) و بوده یکدار و جابه جایی ∗C-جبر یک A کنیم فرض .۵ .٢ تذکر

.∀a ∈ A : φ(a) ∈ Spec(a) .١

.||φ|| = ١ .٢

.∀a ∈ A : φ(a∗) = φ(a) .٣

داریم. را زیر گزارة حالت این در و Ω(A) ⊆ A∗ صورت این در باشد. ضعیف-ستاره توپولوژي به مجهز ،A دوگان A∗ کنیم فرض

است. فشرده ،A∗ واحد گوي بر ضعیف-ستاره توپولوژي به نسبت Ω(A) آنگاه باشد، یکدار جابه جایی ∗C-جبر یک A اگر .۶ .٢ گزاره

است. Spec(a) آن برد و است پیوسته â(φ) := φ(a) ضابطۀ با â : Ω(A)→ C مقداردهی نگاشت .a ∈ A کنیم فرض .٢. ٧ لم

تابع صورت این در باشد. یکدار و جابه جایی ∗C-جبر یک A کنیم فرض .٢. ٨ قضیه

Φ : A→ C(Ω(A)) , a 7→ â

.A ∼= C(Ω(A)) به عبارت دیگر است. C(Ω(A)) بر A از طول پا یک∗-ایزومورفیسم

ارگودیک و پایا حالت هاي و دینامیکی ∗C-دستگاه هاي ٣

می دهیم. قرار مطالعه مورد را مجموعه ها این ساختار و کرده معرفی دینامیکی ∗C-دستگاه هاي براي را ارگودیک و پایا حالت هاي بخش این در

به گونه اي است α : A→ A مانند تابعی ،Aبر دینامیکی ∗C-دستگاه  یک از منظور باشد. C بر ∗C-جبر Aیک کنیم فرض تعریف٣. ١.
که:

است. خطی α .١

.α(a∗) = α(a)∗ داریم ،a ∈ A هر براي .٢

.α(ab) = α(a)α(b) داریم a, b ∈ A هر براي .٣

هرگاه: نامیم حالت تابع یک را ω : A→ C تابع باشد. C بر ∗C-جبر یک A کنیم فرض .٣. ٢ تعریف

است. خطی ω .١

باشیم: داشته a ∈ A هر براي یعنی باشد، مثبت  ω .٢

ω(aa∗) ≥ ٠

است. خطی تابعک یک به عنوان ω نرم همان ||.||op آن در که ،||ω||op = ١ .٣

می دهیم. نمایش S(A) نماد با را A ∗C-جبر حالت هاي کلیۀ از متشکل مجموعۀ

داشته هرگاه می نامیم α-پایا یک را ω : A → C حالت باشد. دینامیکی ∗C-دستگاه یک α : A → A کنیم فرض .٣. ٣ تعریف
می دهیم. نمایش S(A,α) نماد با را α-پایا حالت هاي کلیۀ مجموعۀ .ω ◦ α = ω باشیم

و A∗ بر ضعیف-ستاره توپولوژي گرفتن نظر در با باشد. A∗ در واحد گوي BA∗ و باشد A ∗C-جبر دوگان A∗ کنیم فرض .۴ .٣ تذکر
که است روشن به علاوه است. فشرده ضعیف-ستاره توپولوژي به نسبت BA∗ واحد گوي باناخ-آلاقلو، قضیۀ به توجه با

S(A,α), S(A) ⊆ BA∗

هستند. نیز فشرده نتیجه در و هستند BA∗ از محدبی و بسته زیرمجموعه هاي S(A,α) و S(A) که دید می توان به سادگی
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است. ثابت â = cte که بگیریم نتیجه α(a) = a رابطۀ از ،a ∈ A هر براي هرگاه نامیم α-ارگودیک را ω حالتα-پایاي .۵ .٣ تعریف
می دهیم. نمایش Se(A,α) نماد با را α ارگودیک حالت هاي کلیۀ از متشکل مجموعۀ

می کند. نظیر اندازه یک A ∗C-جبر بر حالت هر به زیر قضیۀ

که به گونه اي است موجود Ω(A) بورل σ-جبر بر µω یکتاي احتمال مثبت اندازة صورت این در .ω ∈ S(A) کنیم فرض .۶ .٣ قضیه

∀ g ∈ C(Ω(A)) : g(ω) =

∫
Ω(A)

g dµω

است روشن می کنیم. تعریف Lω(g) := g(ω) به صورت را Lω : C(Ω(A)) → C خطی تابعک .ω ∈ S(A) کنیم فرض اثبات.
به علاوه و است خطی Lω که

||Lω||op = sup
||g||=١

|Lω(g)| = sup
||g||=١

|g(ω)| ≤ ١.

بورل σ-جبر بر µω یکتاي اندازة ریس، نمایش قضیۀ طبق اکنون .Lω ∈ (C(Ω(A)))∗ درنتیجه و است کران دار عملگري Lω بنابراین
که: به گونه اي است موجود C(Ω(A))

∀ ∈ C(Ω(A)) : g(ω) = Lω(g) =

∫
Ω(A)

g dµω.

است. مثبت اندازه اي µω درنتیجه و Lω(g) ≥ ٠ آنگاه ،g ≥ ٠ اگر که است روشن

آفین یک به یک تناظر یک بنابراین است. دوسویی و آفین w 7−→ µw ضابطۀ  با I : S(A) −→ M١(Ω(A)) نگاشت .٣. ٧ نتیجه
است. برقرار M١(Ω(A)) اعضاي و S(A) عناصر بین

داریم: w,w′ ∈ S(A) هر و a ∈ A هر براي اثبات.

(λw + (Lλ)w
′)(a) = λw(a) + (١− λ)w′(a)

معادل به طور ∫یا
Ω(A)

âdµλw+(١−λ)w′ = λ

∫
Ω(A)

âdµw + (١− λ)
∫
Ω(A)

âdµw′ =

∫
Ω(A)

âd(λµw + (١− λ)µw′)

که می دهد نتیجه فوق رابطۀ
µλw+(١−λ)w′ = λµw + (١− λ)µw′

است موجود a ∈ A عنصر آنگاه w ̸= w′ و w,w′ ∈ S(A) اگر که چرا است، یک به یک I به علاوه، می دهد. نشان را I بودن آفین که
.µw ̸= µw′ درنتیجه و

∫
Ω(A) âdµw ̸=

∫
Ω(A) âdµw′ پس .w(a) ̸= w(a′) که به گونه اي

است. Φ→ C(Ω(A)) پوشایی از مستقیمی نتیجۀ نیز I پوشایی

α : A → A دینامیکی دستگاه -C∗ براي باشد. ٢. ٨ قضیه به مربوط ایزومورفیسم Φ : A → C(Ω(A)) کنید فرض .٣. ٨ تعریف
می کنیم: تعریف زیر به صورت را ∼

α: C(Ω(A))→ C(Ω(A)) بالابر نگاشت
∼
α:= Φ ◦ α ◦ Φ−١.

کلیۀ از متشکل مجموعۀ  باشد. آن متناظر بالابر نگاشت ∼α و بوده دینامیکی ∗C-دستگاه یک α : A → A کنید فرض .٣. ٩ تعریف
که خاصیت این با µ : BC(Ω(A)) → [٠, ١] احتمال اندازه هاي

∀g ∈ C(Ω)) :
∫
Ω(A)

∼
α (g)dµ =

∫
Ω(A)

gdµ

رابطۀ  ،g ∈ C(Ω(A)) هر براي آن در که µ ∈ M(A,
∼
α) اعضاي کلیۀ مجموعۀ به علاوه، می دهیم. نمایش M(A,

∼
α) نماد با را

می دهیم. نمایش E(A,
∼
α) نماد با را ،C(Ω(A)) در g هر تقریباً -µ براي ثابت g = c دهد نتیجه ∼α (g) = g
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داریم w ∈ S(A) هر براي چون .٣. ١٠ نتیجه

C(Ω(A))L
١(µw) = L١(µw)

رابطۀ ∫آنگاه
Ω(A)

gdµw = g(w)

بود. خواهد برقرار نیز C(Ω(A)) بر g کران دار و اندازه پذیر تابع هر براي

.µw ∈M(A,
∼
α) اگر تنها و اگر w ∈ S(A,α) .١ .٣. ١١ لم

.µw ∈ E(A,
∼
α) اگر تنها و اگر w ∈ Se(A,α) .٢

که بگیرید نظر در چنان را a ∈ A عنصر .g ∈ C(Ω(A)) کنید فرض به علاوه .w ∈ S(A,α) کنید فرض .١ اثبات.
صورت این در .g = â = Φ(a)∫

Ω(A)

∼
α (g)dµw =

∫
Ω(A)

∼
α (Φ(a))dµw =

∫
Ω(A)

Φ(α(a))dµw =

∫
Ω(A)

α̂(a)dµw

= α̂(a)(w) = (w ◦ α)(a) = w(a) = â(w) =

∫
Ω(A)

gdµw.

.µw ∈M(A,
∼
α) بنابراین

داریم: a ∈ A هر براي .µw ∈M(A,
∼
α) کنید فرض ∫برعکس

∼
α (â)dµw =

∫
âdµw

معادل: به طور ∫یا
Ω(A)

∼
α (Φ(a))dµw =

∫
Ω(A)

âdµw

درنتیجه و

(woα)(a) = α̂(a)(w) =

∫
Ω(A)

α̂(a)dµw =

∫
Ω(A)

Φ(α(a))dµw

=

∫
Ω(A)

∼
α (Φ(a))dµw =

∫
Ω(A)

âdµw = w(a).

.w ∈ S(A,α) پس w ◦ α = w به عبارت دیگر
طوري را a ∈ A عضو .∼α (g) = g که باشد به گونه اي g ∈ C(Ω(A)) کنید فرض به علاوه .w ∈ Se(A,α) کنید فرض .٢
چون حال .α(a) = a یا و αΦ−١(g) = Φ−١(g) درنتیجه و ΦαΦ−١(g) = g پس .â = Φ(a) = g که بگیرید نظر در
حکم برعکس اخیر اثبات روند کردن برعکس با .µw ∈ E(A,

∼
α) بنابراین همه جا. µw-تقریباً است ثابت â = g پس w ∈ Se(A,α)

می شود. ثابت نیز

.ext(M(A,
∼
α)) = E(A,

∼
α) که داد نشان می توان به سادگی [٢٠] مرجع در ١٠ .۶ قضیه اثبات روش کمک به .٣. ١٢ نتیجه

است. برقرار حالت ها براي نیز زیر قضیۀ

.ext(S(A,α)) = Se(A,α) داریم .٣. ١٣ قضیه

است. برقرار ٣. ١١ لم و I : S(A)→M١(Ω(A)) نگاشت بودن آفین به توجه با حکم اثبات.

این در .x٠ ∈ Y و باشد E محدب موضعاً فضاي از محدب متریک پذیر فشردة زیرمجموعۀ یک Y شوکه) فرض کنید (قضیۀ .١۴ .٣ قضیه
داریم E بر Φ خطی تابعک هر براي و σ(ext(Y )) = ١ که به گونه اي است موجود Y بورل زیرمجموعه هاي بر σ احتمال اندازة  صورت

.Φ(x٠) =
∫
Y Φdσ
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می آید: دست به [٨] شوکه قضیۀ از زیر نتیجۀ

که به گونه اي است موجود S(A,α) بورل زیرمجموعۀ بر σ احتمال اندازة ،w ∈ S(A,α) هر براي .١۵ .٣ نتیجه
داریم: f : Ω(A)→ R کران دار تابع هر براي و σ(Se(A,α)) = ١∫

Ω(A)
fdµw =

∫
Se(A,α)

(∫
Ω(A)

Sdµv

)
dσ(ν).

،Φ(w) =
∫
Ω(A) fdµw ضابطۀ  با Φ : E → C خطی تابعک و Y = S(A,α) و E = A∗ براي را شوکه قضیۀ کافیست اثبات.

بگیریم. نظر در است، کران دار تابعی f آن در که
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Extended Abstract

Introduction

In the classical ergodic theory, the concept of entropy is defined for measure-preserving Z-actions. The
definition of entropy is stated via different approaches, but with the same origin [1, 3, 4, 12–14, 17, 19].

Entropy of Z-actions is generalized to actions of general amenable groups. To have a nice entropy
theory for actions of amenable groups, the concept of Følner sequence is applied. A Følner sequence, for
an action, is a sequence of finite sets that exhaust the space and do not move too much when acted on by
any group element.

Many classical results for Z-actions, such as Shannon-McMillan-Brieman theorem [2, 6, 17], Ergodic
theorems [21, 23–25] and Rokhlin-Sinai results [16], are generalized for actions of general amenable
groups.

Traditionally, the entropy of an action is a non-negative extended real number which is invariant under
isomorphism. For Z-actions it is replaced by linear operators on Banach spaces [12, 13].

In this paper, we introduce a function corresponding to the action of an amenable group, which con-
tains the entropy of the group’s action. In other words, the entropy of the group action is obtained by
integrating this function, which we call the information function. With the help of information functions,
entropy operators can be introduced, and a spectral approach to the concept of entropy of the action of a
group is presented.

Conclusion

In this paper, the following definitions and results are applied.

Definition 0.1. Suppose that G is a topological group acting on a probability space (X,B, µ) such that
the action G ×X → X is measurable. The measure µ is called G-invariant if µ(gA) = µ(A) for any
g ∈ G.

Definition 0.2. An invariant measure µ is called ergodic if, for any measurable set A we have

∀g ∈ A, gA = A =⇒ µ(A) = 0 or µ(A) = 1.

The collection of all probability measures on B is denoted by M(X) and the collection of all G-
invariant measures on B is denoted byM(G,X). We also writeE(G,X) for the collection of all ergodic
measures.

It is known that M(X), equipped by the weak∗ topology, is a compact metrizable space [22]. The
proof of the following theorem is similar to [22] Theorem 6.10.

Theorem 0.3. Suppose that G acts on a metric space X and µ is a G-invariant measure on βX , the
σ-algebra of Borel sets of X , then

1. M(G,X) is a compact subset ofM(X);

2. M(G,X) is convex;

١٣١



3. ext(M(G,X)) = E(G,X), i.e., the collection of ergodic measures equals the extreme points of
the collection of G-invariant measures.

In the following, we recall the Choquet’s representation theorem.

Theorem 0.4. (Phelps [8]) Suppose that Y is a compact convex metrizable subset of a locally convex
space E, and that x0 ∈ Y . Then there exists a probability measure τ on Y which represents x0 and is
supported by the extreme points of Y , i.e., Ψ(x0) =

∫
Y Ψdτ for every continuous linear functional Ψ on

E, and τ(ext(Y )) = 1.

Let µ ∈M(G,X) and f : X → R be a bounded measurable function. Since we know that E(G,X)

agrees with the set of extreme points of M(X,ϕ), applying Choquet’s representation theorem for Y =

M(G,X) and Ψ(µ) =
∫
X fdµ, we will have the following corollary:

Corollary 0.5. Suppose that G is a topological group acting continuously on the compact metric space
X . Then for each µ ∈ M(G,X) there is a unique measure τ = τµ on the Borel subsets of the compact
metrizable spaceM(G,X) such that τµ(E(G,X)) = 1 and∫

X
f(x)dµ(x) =

∫
E(G,X)

(∫
X
f(x)dm(x)

)
dτµ(m)

for every bounded measurable function f : X → R.

Under the assumptions of Corollary 0.5, we write µ =
∫
E(G,X)mdτµ(m) and it is called the ergodic

decomposition of µ.
Suppose that G is a countable and discrete group. There are many equivalent formulations for the

concept of amenability. In the discrete case, one of the convenient definitions of amenability for discrete
groups is as follows:

A dicrete group G is amenable if for any finite set K ⊂ G and δ > 0 there is a finite set F ⊂ G such
that

∀k ∈ K |F∆kF | < δ|F |.

Such a set F is called (K, δ)-invariant.
A sequence {Fn}n≥1 of finite subsets of G is called a Følner sequence if for any K and δ > 0, Fn is

(K, δ)-invariant, for all large enough n. Without loss of generality, we may assume that |Fn| ≥ n.
Assume that G acts from the left on a measure space (X,B, µ) with µ(X) = 1. Let also µ preserve

the action of G on X . We have the following mean ergodic theorem for amenable groups. It may easily
be proved by the same method applied for Z-actions.

Theorem 0.6. If G is amenable and acts ergodically on (X,B, µ), then for any f ∈ L1(µ), and Følner
sequence {Fn}n≥1,

A(Fn, f)(x)n→∞ −→
∫
X
fdµ in L1(µ)

where
A(Fn, f)(x) :=

1

|F |
∑
g∈F

f(gx).

The pointwise version of Theorem 0.6 does not necessarily hold for any given Følner sequence [5].
The following definition is introduced in [18].
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Definition 0.7. (A. Shulman) A sequence of sets {Fn}n≥1 is said to be tempered if for some c > 0 and
all n ∈ N,

|
∪
k≤n

Fk
−1Fn+1| ≤ c|Fn+1|.

A version of the maximal ergodic theorem was proved for tempered sequences [20]. We also have
the following for tempered Følner sequences [5].

Theorem 0.8. (Pointwise ergodic theorem) Let G be an amenable group acting on a measure space
(X,B, µ), and let {Fn}n≥1 be a tempered Følner sequence. Then for any f ∈ L1(µ),

lim
n→∞

A(Fn, f)(x) =

∫
X
fdµ a.e.

A space (X,B, µ) on which acts, together with a partition P of X , is called a process.
If x ∈ X and P is a partition, then we denote the unique element of P containing x by P(x). If also,

F ⊂ G we set
PF :=

∨
g∈F

g−1P

where
∨

denotes the joint operation on the set of finite partitions.
We recall the definition of the entropy of a process.

Definition 0.9. For any F ⊂ G and ϵ > 0, we set

b(F, ϵ,P) := min{|C| : C ⊂ PF , µ(∪C) > 1− ϵ}.

Then the entropy hµ(P) is defined as

hµ(P) := lim
ϵ→∞

lim inf
n→∞

log b(Fn, ϵ,P)
|Fn|

where {Fn}n≥1 is a Følner sequence for G.

The following is a generalized version of the Shannon-McMillan-Breiman theorem [5].

Theorem 0.10. Let P be a finite partition, and assume that G is an amenable group acting ergodically
on a measure space (X,B, µ). Let hµ(P) denote the entropy of this process. Assume that {Fn}n≥1 is a
tempered sequence of Følner sets. Then for almost every x,

− log(µ(PFn(x)))

|Fn|
−→ hµ(P) as n→∞.

Information kernel for action of amenable groups

In the rest of the paper, let X be a metric space and βX be the σ-algebra of all Borel partitions. Let G be
an amenable group acting on the space (X,βX), µ ∈ M(G,X) and P be a measurable partition of X .
Let also {Fn}n≥1 be a tempered Følner sequence of G. We may assume that |Fn+1| ≥ |Fn|.

Definition 0.11. For x, y ∈ X and n ∈ N, we set

τn(x, y;P) := lim sup
m→∞

1

|Fm|
card({g ∈ Fm : y ∈ g−1PFn(x)})

and

τ∗n(x, y;P) :=

{
− 1

|Fn| log τn(x, y;P) : τn(x, y;P) ̸= 0

0 : τn(x, y;P) = 0
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Remark 0.12. For x, y ∈ X and a partition P , the sequence {τ∗n(x, y;P)}n≥1 is increasing.

Note that, the previous remark holds because of the following reason:
Let k ≤ n. The partition PFn is finer than PFk therefore, if x ∈ X , then PFn(x) ⊂ PFk(x) and
consequently g−1PFn(x) ⊂ g−1PFk(x) for any g ∈ G. Now, for m ∈ N we have

{g ∈ Fm : y ∈ g−1PFn} ⊂ {g ∈ Fm : y ∈ g−1PFk}

which easily results in τn(x, y;P) ≤ τk(x, y;P), therefore τ∗k (x, y;P) ≤ τ∗n(x, y;P).
By Remark 0.12, limn→∞ τ∗n(x, y;P) exists as an extended real non-negative number. So, we may

have the following definition:

Definition 0.13. For x, y ∈ X and the partition P of X , set

IG(x, y) := lim
n→∞

τ∗n(x, y;P).

The function IG : X ×X → [0,+∞] is called the information kernel of G-action on X .

Before we mention our first main result, we need to note that, when G is an amenable countably
infinite discrete group, for any finite measurable partition P of X and any µ ∈ M(G,X), one has the
equality

hµ(P) =
∫
E(G,X)

hm(P)dτµ(m) (0.1)

where µ =
∫
E(G,X)mdτµ(m) is the ergodic decomposition of µ. One can deduce (0.1) from [7] Propo-

sitions 5.3.2 and 5.3.5, and the proof in the case G = Z in [22] Theorem 8.4. (i).

Definition 0.14. Let µ ∈M(G,X) and µ =
∫
E(G,X)mdτ(m) be the ergodic decomposition of µ. Then

the diagonal measure of µ is defined by

diag(µ)(D) =

∫
M(G,X)

(m×m)(D)dτ(m) =

∫
E(G,X)

(m×m)(D)dτ(m).

The following theorem is our main result.

Theorem 0.15. Given any partition P , hµ(P) < +∞ if and only if IG ∈ L1(X ×X,µ× µ); moreover,
under the previous condition we have

||IG||L1(X×X,µ×µ) = hµ(P).
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١٣۶ ١۴٠٣ ،١ شماره ،٢ دوره کاربردها، و اندازه جبرهاي

مقدمه ١

کلاسیک نظریۀ در .[١٩ ،١٧ ،١۴–١٢ ،۴ ،٣ ،١] است گرفته قرار مطالعه مورد مختلفی رویکردهاي با ارگودیک، نظریۀ در آنتروپی مفهوم
اعمال براي مفهوم این می شود. تعریف می کند، حفظ را فضا روي موجود اندازة که اندازه، فضاي یک بر Z عمل براي مفهوم این ارگودیک،
است جایگزینی گروه، عمل یک براي فولنر دنبالۀ یک می باشیم. فولنر دنبالۀ نیازمند منظور بدین می کند. پیدا تعمیم میانگین پذیر گروه هاي

می گیرد. قرار استفاده مورد ارگودیک کلاسیک نظریۀ در Z عمل آنتروپی تعریف در که طبیعی اعداد دنبالۀ براي
شانون-مک قضیۀ مثال، به طور یافته اند. تعمیم میانگین پذیر گروه هاي عمل براي ارگودیک، کلاسیک نظریۀ در زیادي کلاسیک قضایاي
تعمیم میانگین پذیر گروه هاي عمل براي ،[١۶] روخلین-سیناي قضایاي و [٢۵–٢٣ ،٢١] ارگودیک قضایاي ،[١٧ ،۶ ،٢] میلان-بریمن
خطی فضاي عملگر با عدد این ،Z گروه عمل براي پایاست. یکریختی تحت که است حقیقی نامنفی عدد یک آنتروپی، سنتی، به طور یافته اند.
درون در که می پردازیم میانگین پذیر گروه یک عمل با متناظر تابعی معرفی به مقاله این در .[١٣ ،١٢] است شده جایگزین باناخ فضاهاي بر
به  می گوییم، اطلاعات تابع آن به که تابع، این از انتگرال گیري با گروه عمل آنتروپی به عبارت دیگر، دارد. نهفته را گروه عمل آنتروپی خود،
ارائه گروه یک عمل آنتروپی مفهوم به طیفی رویکردي و کرده معرفی را آنتروپی عملگرهاي می توان اطلاعات توابع کمک به می آید. دست

داد.

پیش نیازها ٢

گذراند. خواهیم نظر از می گیرند، قرار استفاده مورد مقاله ادامۀ در که را پیش نیازهایی بخش، این در

تابعی به عنوان عمل این که به گونه اي می کند عمل (X,β, µ) احتمال فضاي بر که باشد توپولوژیک گروهی G کنیم فرض .٢. ١ تعریف
باشیم داشته هرگاه نامیم G-پایا را µ اندازة صورت این در است. اندازه پذیر ،X به G×X از

∀A ∈ β, ∀g ∈ G : µ(gA) = µ(A).

باشیم داشته X در A اندازه پذیر مجموعۀ هر براي هرگاه می نامیم ارگودیک را µ G-پایاي اندازة  .٢. ٢ تعریف

∀g ∈ A : gA = A =⇒ µ(A) = ٠ یا µ(A) = ١.

می دهیم. نمایش M(G,X) با را X بر G-پایا اندازه هاي همۀ مجموعۀ و M(X) با را X بر احتمال اندازه هاي کلیۀ مجموعۀ
داد. خواهیم نشان E(G,X) با را ارگودیک اندازه هاي تمام مجموعۀ به علاوه،

.[٢٢] است متریک پذیر و فشرده توپولوژي این به نسبت و بوده ضعیف-ستاره توپولوژي به مجهز M(X) که است روشن
است. [٢٢] مرجع از ۶.١٠ قضیه اثبات مشابه زیر قضیۀ اثبات

مجموعه هاي بر G-پایا اندازه اي نیز µ و می کند عمل X فشرده متریک فضاي بر که باشد توپولوژیک گروهی G کنیم فرض .٢. ٣ قضیه
صورت این در باشد. X بورل

است. M(X) از فشرده زیرمجموعه اي M(G,X) .١

است. محدب M(G,X) .٢

است. E(G,X) برابر M(G,X) گوشه اي نقاط مجموعۀ .٣

است. معروف [٨] شوکه قضیۀ به زیر قضیۀ

در .x٠ ∈ Y و بوده E موضعی محدب برداري فضاي یک از متریک پذیر و محدب و فشرده زیرمجموعۀ یک Y کنیم فرض .۴ .٢ قضیه
پیوسته خطی تابعک هر براي و τ(ext(Y )) = ١ که به گونه اي است موجود Y بورل زیرمجموعه هاي بر τ احتمال اندازة صورت این

داریم ψ : E −→ R

ψ(x٠) =

∫
Y
ψ dτ.
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،µ ∈M(G,X) هر براي صورت این در Xباشد. فشرده متریک فضاي بر پیوسته عمل با توپولوژیک گروه Gیک کنیم فرض .۵ .٢ قضیه
هر براي به علاوه و τ(E(G,X)) = ١ که به گونه اي است موجود M(G,X) بورل زیرمجموعه هاي بر τ = τµ یکتاي احتمال اندازة

داریم f : X −→ R کران دار و اندازه پذیر ∫تابع
X
f(x) dµ(x) =

∫
E(G,X)

(∫
X
f(x) dm(x)

)
dµ(m).

،E(G,X) = ext(M(G,X)) چون باشد. کران دار و اندازه پذیر تابعی f : X −→ R و µ ∈ M(G,X) کنیم فرض اثبات.
می آید. به دست ψ =

∫
X f dµ تابعک و Y =M(G,X) براي شوکه قضیۀ به کارگیري از حکم

می نامیم. µ ارگودیک تجزیۀ را آن و µ =
∫
E(G,X)m dτ(m) می نویسیم ۵ .٢ قضیه شرایط تحت

گسسته، حالت در دارد. وجود میانگین پذیري مفهوم براي زیادي معادل فرمول بندي هاي باشد. شمارش پذیر گسستۀ گروه یک G کنیم فرض
داریم. را زیر معادل تعریف

زیرمجموعۀ ،δ > ٠ هر و K ⊂ G متناهی زیرمجموعۀ هر براي هرگاه می نامیم میانگین پذیر را G گسستۀ توپولوژیک گروه .۶ .٢ تعریف
که به گونه اي باشد موجود F ⊂ G متناهی

∀k ∈ K : | F∆kF |< δ | F | .

می نامیم. ,K)-پایا δ) را ۶ .٢ تعریف مانند مجموعه اي چنین
بزرگ، کافی قدر به n هر به ازاي و δ > ٠ هر و K هر براي هرگاه نامیم، فولنر دنبالۀ را G متناهی زیرمجموعه هاي از {Fn}n∈N دنبالۀ

.| Fn |⩾ n کرد فرض می توان کلیت، از کاستن بدون باشد. ,K)-پایا δ) ،Fn

زیر، میانگین ارگودیک قضیۀ باشد. G عمل حافظ µ کنیم فرض به علاوه کند. عمل (X,β, µ) احتمال فضاي بر چپ از G کنیم فرض
می شود. ثابت X بر Z عمل براي به سادگی

{Fn}n∈N فولنر دنبالۀ هر و f ∈ L١(µ) هر براي آنگاه کند، عمل (X,β, µ) بر ارگودیک به طور و بوده Gمیانگین پذیر اگر .٢. ٧ قضیه
داریم

A(Fn, f)(x)
n→∞

−→
∫
X
f dµ,

آن در که L١(µ) در
A(Fn, f)(x) =

١
| F |

∑
g∈F

f(g(x)).

نیست. برقرار ٢. ٧ قضیه در لزوماً نقطه اي همگرایی .٢. ٨ تذکر
داشته n ∈ N هر و c > ٠ مانند عددي براي هرگاه نامیم، تعدیل شده را G زیرمجموعۀ از {Fn}n∈N فولنر دنبالۀ ([١٨]) .٢. ٩ تعریف

باشیم
|
∪
k⩽n

F−١
k Fn+١ |⩽ c | Fn+١ | .

است. برقرار تعدیل شده فولنر دنباله هاي براي زیر قضیۀ
می کند. عمل (X,β, µ) اندازة فضاي بر که باشد میانگین پذیر و توپولوژیک Gگروهی کنیم فرض نقطه اي) ارگودیک (قضیۀ .٢. ١٠ قضیه

داریم f ∈ L١(µ) هر براي صورت این در باشد. تعدیل شده و فولنر دنبالۀ {Fn}n∈N کنید فرض به علاوه

lim
n→∞

A(Fn, f)(x) =

∫
X
f dµ.

می دهیم. نمایش P (x) با را است x شامل که P از یکتا عضو آنگاه ،x ∈ X و بوده (X,β, µ) از اندازه پذیر افرازي P اگر .٢. ١١ تذکر
می دهیم قرار ،F ⊂ G اگر به علاوه

PF =
∨
g∈F

g−١P,

یعنی؛ است، افرازها تلفیق معناي به ∨ آن در که

P ∨Q = {A ∩B : A ∈ P , B ∈ Q}.
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می دهیم قرار ε > ٠ هر و F ⊂ G هر براي .٢. ١٢ تعریف

b(F, ε, P ) := min
{
| C | : C ⊂ PF , µ(

∪
C) > ١− ε

}
.

می شود تعریف زیر صورت به µ به نسبت P افراز آنتروپی اکنون

hµ(P ) := lim
ε→٠

lim
n→∞

log(b(F, ε, P ))

| Fn |
,

است. G در فولنر دنبالۀ {Fn}n∈N آن در که

.[۵] است میلان-بریمن شانون-مک قضیۀ از تعمیمی زیر قضیۀ

عمل (X,β, µ) اندازة فضاي بر ارگودیک به طور که باشد میانگین پذیر Gگروهی و Xبوده از متناهی افرازي P کنید فرض .٢. ١٣ قضیه
داریم: x ∈ X هر تقریباً براي صورت این در باشد. تعدیل شده فولنري دنبالۀ {Fn}n⩾١ کنید فرض می کند.

lim
n→∞

− logµ(PFn(x))

|Fn|
= hµ(P).

میانگین پذیر گروه هاي عمل براي آنتروپی هستۀ ٣

فضاي یک X کنید فرض مقاله، این ادامۀ در می پردازیم. میانگین پذیر گروه یک عمل براي آنتروپی هستۀ مفهوم معرفی به قسمت این در
اندازه پذیر افرازي نیز P و می کند عمل (X,βX) بر که باشد میانگین پذیر گروه G کنید فرض به علاوه باشد. بورل σ-جبر ،βX و متریک

.|Fn+١| ⩾ |Fn| که به گونه اي باشد G در تعدیل شده و فولنر دنباله اي {Fn}n⩾١ و µ ∈M(G,X) همچنین باشد. X از

می دهیم قرار ،n ∈ N و x, y ∈ X براي .٣. ١ تعریف

τn(x, y,P) = lim sup
m→∞

١
|Fm|

|{g ∈ Fm : y ∈ g−١PFn(x)},

و

τ∗n(x, y,P) =

− ١
|Fn| log τn(x, y,P) τn(x, y,P) ̸= ٠

٠ τn(x, y,P) = ٠
.

موجود تعمیم یافته حقیقی عدد یک به عنوان آن حد بنابراین است، صعودي {τ∗n(x, y,P)}n≥١ دنبالۀ که دید می توان به سادگی
است. بامعنا زیر تعریف بنابراین است.

دهید قرار X از P افراز و x, y ∈ X براي .٣. ٢ تعریف

IG(x, y) = lim
n→∞

τ∗n(x, y,P).

می نامیم. X بر G عمل اطلاعات تابع را IG : X ×X → [٠,∞] تابع

می کنیم. مطرح را قطري اندازة مفهوم ،IG اطلاعات تابع خاصیت مهم ترین اثبات و بیان از قبل

به µ قطري اندازة صورت این در باشد. µ ارگودیک تجزیۀ µ =
∫
E(G,X)mdτ(m) و µ ∈ M(G,X) کنید فرض .٣. ٣ تعریف

می شود تعریف صورت این

diag(µ)(D) =

∫
M(G,X)

(m×m)(D)dτ(m) =

∫
E(G,X)

(m×m)(D)dτ(m).

آنگاه ،µ ∈ E(G,X) اگر خاص، به طور همچنین می شود. تعریف X × X حاصلضربی فضاي بر قطري اندازة که کنید توجه
کنیم. اثبات و بیان را مقاله اصلی قضیۀ تا آماده ایم اکنون .diag(µ) = µ× µ
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داریم فوق فرض تحت به علاوه .IG ∈ L١(X ×X,µ× µ) اگر تنها و اگر hµ(P) <∞ ،P افراز براي .۴ .٣ قضیه

||IG||L١(X×X,diag(µ)) = hµ(P).

براي صورت این در .n ∈ N و x, y ∈ X کنید فرض .diag(µ) = µ× µ صورت این در .µ ∈ E(G,X) کنید فرض ابتدا اثبات.
داریم: ٢. ١٣ قضیه به توجه با y ∈ X هر تقریباً

τn(x, y,P) = lim sup
k→∞

١
|Fk|
|{g ∈ Fk : y ∈ g−١PFn(x)}|

= lim sup
k→∞

١
|Fk|

∑
g∈Fk

χg−١PFn (x)(y)

= lim sup
k→∞

١
|Fk|

∑
g∈Fk

χPFn (x)(gy)

= lim sup
k→∞

A(Fk, χPFn (x)(y)

=

∫
X
χPFn (x)(y)dµ(y)

= µ(PFn(x)).

داریم: y ∈ X هر تقریباً براي پس

τ∗n(x, y,P) = −
logµ(PFn(x))

|Fn|
.

داریم: x, y ∈ X هر تقریباً براي از این رو
lim
n→∞

τ∗n(x, y,P) = hµ(P).

x, y ∈ X هر تقریباً براي بنابراین
IG(x, y) = hµ(P).

که می دهد نتیجه به سادگی فوق رابطۀ

||IG||L١(X×X,diag(µ)) = ||IG||L١(X×X,µ×µ) = hµ(P). (١)

قطري اندازة صورت این در باشد. µ ارگودیک تجزیۀ µ =
∫
E(G,X)mdτ(m) و µ ∈ M(X,G) کنید فرض کلی حالت در اکنون

از: است عبارت µ
diag(µ) =

∫
E(G,X)

m×mdτ(m).

داریم: ([٢٢] (مرجع ژاکوب قضیۀ و (١) رابطه به توجه با اکنون

||IG||L١(X×X,diag(µ)) =

∫
X×X

IGd(diag(µ))

=

∫
E(G,X)

(∫
X×X

IGdm×m
)
dτ(m)

=

∫
E(G,X)

hm(P)dτ(m) = hµ(P).

می شود. کامل اثبات و
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Extended Abstract

Introduction

Suppose that G is a finite group and we define

C = {(x, y) ∈ G×G
∣∣ xy = yx}. (1.1)

The commutativity degree of the finite group G, denoted by Pr(G), is defined as

Pr(G) =
|C|
|G|2

.

The commutativity degree represents the probability that two randomly selected elements ofG commute.
Suppose that H is a subgroup of G. The concept of relative commutativity degree of the subgroup, as a
generalization of commutativity degree, was defined in [3] as

Pr(H,G) =
|{(x, y) ∈ H ×G

∣∣ xy = yx}|
|H||G|

.

These concepts have been the basis for extensive research on finite groups, for example in [2, 4, 6, 8]. As
the above definitions show, the cardinalities of the sets play a crucial role in these definitions, therefore
these definitions are not directly applicable to infinite groups.

To address this issue, one can employ the notion of measure in the definitions. For the first time,
Gustafson in [6] defined the notion of commutativity degree in the more general way for a compact topo-
logical group, and established several properties similar to the finite case. In [5, 9], similar approaches
have been used to study the concept of the relative commutativity degree.

Suppose that G is a compact Hausdorff topological group, and µ is the unique probability Haar mea-
sure on G (note that µ is actually the left Haar measure with the normalization condition µ(G) = 1, and
for any x inG, we have µ(xE) = µ(E)). On the product spaceG×G, we consider the product measure
µ× µ. For each subgroup H of non-zero measure and every Borel subset D of G, we set

µH(D) :=
µ(H ∩D)

µ(H)
.

It can be easily observed that µH is the normalized Haar measure on H and µG will be the same as the
measure µ. In [7], the relative commutativity degree of the subgroupH , denoted by Pr(H,G), is defined
as follows:

Pr(H,G) := µH × µ(C) =
∫
G×G

χC(x, y) dµH(x) dµ(y)

where C is the set defined in equation (1.1) and χC is the characteristic function on C. The relative
commutativity degree of the subgroup can be defined in a more general way when H ≤ K ≤ G as:

Pr(H,K) := µH × µK(C) =

∫
G×G

χC(x, y) dµH(x) dµK(y).

In particular, Pr(H,H) is the same as Pr(H). We define

D(G) = {Pr(H,G) | H ≤ G},

which means that D(G) is the set of all relative commutativity degrees of the subgroups of G. For finite
groups, the study of groups whose set D(G) has a specific number of elements has been of great interest
to many researchers. One can refer to [1, 3] for example.

١۴٣



In this paper, we will study the structure of compact topological groups whose set D(G) has exactly
three elements. First, we will show that there is no group whose set D(G) is a set of two elements, and
then we will examine the groups with three relative commutativity degrees. Also, the set D(G) will be
computed for a class of groups with this property. We will observe that many properties will be similar
to the results obtained in the finite case.

Conclusion

In this paper, the following results have been obtained:

Lemma 0.1. Suppose that H ≤ K ≤ G, then for every x in G we have

µ(CK(x))

µ(K)
≤ µ(CH(x))

µ(H)
.

Lemma 0.2. Suppose that H ≤ K ≤ G, then we have Pr(H,G) ≤ Pr(K,G) and the equality holds if
and only if for every x in G we haveK = HCK(x).

Lemma 0.3. Suppose that G is a non-abelian group and x ∈ G \ Z(G). Then

Pr(⟨x⟩, G) /∈ {1,Pr(G)}.

Corollary 0.4. Suppose that G is a non-abelian group, then |D(G)| ̸= 2.

Lemma 0.5. Suppose that G is a non-abelian group and D(G) = {1, d,Pr(G)}. If H is a subgroup of
G such that Pr(H,G) = d, then H is abelian.

Theorem 0.6. Suppose that G is a group such that |D(G)| = 3. Then for every x ∈ G \ Z(G), the
subgroup CG(x) is a maximal abelian subgroup of G.

Theorem 0.7. Suppose that G is a group such that |D(G)| = 3 and D(G) = {1, d,Pr(G)}. If H is a
subgroup of G such that Pr(H,G) = d, x ∈ H \ Z(G) andM = CG(x), then

D(G) =
{
1,
µ(Z)

µ(M)
+ µ(M \ Z),Pr(G)

}
,

where Z =M ∩ Z(G).

Example 0.8. Let
G1 = {z ∈ C

∣∣ |z| = 1}.

Then G1 with the usual multiplication of complex numbers and the usual topology of complex numbers
is a compact topological group. Let p be an odd prime number and consider G = G1×D2p, whereD2p

is the dihedral group of order 2p given by

D2p = ⟨a, b|ap = b2 = id, bab = a−1⟩ = {id, a, · · · , ap−1, b, ab, · · · , ap−1b}.

By computing commutativity degrees of subgroups of G we have

D(G) =
{
1,
p+ 1

2p
,
p+ 3

4p

}
.

So G is a group whose D(G) has exactly three elements.
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Remark 0.9. By comparing the results obtained in this article and [1], it is observed that all these theo-
rems also hold in the finite case. Since every finite group with the discrete topology is a compact topo-
logical group, one can consider the proof of these theorems in the finite case as a special case of this
article. However, since in the finite case, the finiteness of the order of the group is an effective tool, one
can obtain more results regarding the structure of these groups, as can be seen in [1].
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کاربردها و اندازه جبرهاي
١۴١- ٢۵٣ ص ،١ شماره ،٢ دوره ،١۴٠٣ سال

نسبی جابه جایی درجه سه با توپولوژیک گروه هاي

١ موسوي علی سید

s. a.mousavi@qom. ac. ir رایانامه: ایران. قم، قم، دانشگاه پایه، علوم دانشکده ریاضی، گروه .١

چکیده مقاله اطلاعات

H و هاسدورف فشردة توپولوژیک گروه یک G کنید فرض
G در H نسبی جابه جایی درجۀ باشد. G از بسته زیرگروهی
جابه جایی احتمال می شود، داده نمایش Pr(H,G) نماد با که
D(G) کنید فرض می دهد. نشان Gرا عضو یک Hبا عضو یک
این در باشد. G زیرگروه هاي نسبی درجات تمام مجموعۀ
سه دقیقاً داراي که پرداخت خواهیم گروه هایی بررسی به مقاله
به ویژه هستند. خود زیرگروه هاي براي نسبی جابه جایی درجۀ
عضو هر مرکزساز گروه هایی چنین براي که داد خواهیم نشان
همچنین بود. خواهد آبلی ماکسیمال زیرگروه یک غیرمرکزي
نسبی جابه جایی درجۀ سه داراي که گروه هایی از مثال هایی

کرد. خواهیم معرفی را هستند
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١۴٧ نسبی جابه  جایی درجه سه با توپولوژیک گروه هاي

مقدمه ١

می دهیم قرار و باشد متناهی گروه یک G کنید فرض

C = {(x, y) ∈ G×G
∣∣ xy = yx}. (١. ١)

می شود تعریف زیر به صورت می شود داده نمایش Pr(G) نماد با که G متناهی گروه جابه جایی درجۀ

Pr(G) =
|C|
|G|٢

.

زیرگروهی H که کنید فرض می دهد. نشان را باشند شده انتخاب تصادفی به صورت که G از عضو دو شدن جابه جا احتمال جابه جایی درجۀ
شد تعریف زیر به صورت [٣] در جابه جایی درجۀ از تعمیمی به عنوان زیرگروه نسبی جابه جایی درجۀ مفهوم باشد. G از

Pr(H,G) =
|{(x, y) ∈ H ×G

∣∣ xy = yx}|
|H||G|

.

تعاریف در که همان طور کرد. مراجعه [٨ ،۶ ،۴ ،٢] به می توان نمونه براي که بوده متناهی گروه هاي در زیادي تحقیقات زمینۀ فوق مفاهیم
نامتناهی گروه هاي حالت در فوق تعاریف می شوند باعث که دارند فوق تعاریف در اساسی نقش مجموعه ها اعضاي تعداد است مشخص فوق

گرفت. کار به فوق تعاریف در را اندازه مفهوم می توان مشکل این رفع جهت نباشند. بیان قابل
چند آن از استفاده با و کرد تعریف فشرده توپولوژیک گروه یک براي کلی تر حالت در را جابه جایی درجۀ [۶] در گوستافسون بار اولین
قرار بررسی مورد نسبی جابه جایی درجۀ مفاهیم مشابهی رویکرد با [٩ ،۵] در کرد. ثابت گروه ها این براي را متناهی حالت مشابه خاصیت

است. گرفته
µ که کنید (توجه باشد G منحصربه فرد احتمال اندازة µ کنید فرض و باشد هاسدورف و فشرده توپولوژیک گروه یک G کنید فرض
داریم G گروه از x هر به ازاي همچنین است. شده لحاظ آن روي µ(G) = ١ نرمال سازي شرط که است چپ هار اندازة حقیقت در
هر و غیرصفر اندازة از H زیرگروه هر به ازاي می گیریم. نظر در را µ× µ حاصل ضرب اندازة G×G فضاي روي .( µ(xE) = µ(E)

می دهیم قرار G از D بورل زیرمجموعۀ
µH(D) :=

µ(H ∩D)

µ(H)
,

درجۀ [٧] در بود. خواهد µ اندازة همان µG و است H روي نرمال شده هار اندازة µH که کرد مشاهده می توان به راحتی صورت این در
است شده تعریف زیر به صورت می شود، داده نمایش Pr(H,G) نماد با که H زیرگروه نسبی جابه جایی

Pr(H,G) := µH × µ(C) =
∫
G×G

χC(x, y)dµH(x)dµ(y), (١. ٢)

حالت در می توان را زیرگروه نسبی جابه جایی درجۀ است. C روي مشخصه تابع χC و (١. ١) رابطه در تعریف شده مجموعۀ همان C که
کرد تعریف زیر به صورت ،H ≤ K ≤ G که وقتی براي کلی تر

Pr(H,K) := µH × µK(C) =

∫
G×G

χC(x, y)dµH(x)dµK(y), (١. ٣)

می دهیم قرار بود. خواهد Pr(H) همان Pr(H,H) به ویژه

D(G) = {Pr(H,G) | H ≤ G},

داراي آن ها D(G) مجموعۀ که گروه هایی بررسی متناهی گروه هاي در است. G زیرگروه هاي نسبی درجات تمام مجموعۀ D(G) یعنی
کرد. مراجعه [٣ ،١] به می توان نمونه براي است. بوده زیادي محققان توجه مورد است عضو مشخصی تعداد

است. عضو سه داراي دقیقاً آن ها D(G) مجموعۀ که پرداخت خواهیم فشرده اي توپولوژیک گروه هاي ساختار بررسی به مقاله این در
درجۀ سه با گروه هاي سپس و باشد عضوي دو مجموعۀ یک آن D(G) مجموعۀ که ندارد وجود گروهی هیچ که داد خواهیم نشان ابتدا در
که کرد خواهیم مشاهده کرد. خواهیم معرفی را دارند ویژگی چنین که گروه ها از رده اي همچنین کرد. خواهیم بررسی را نسبی جابه جایی

بود. خواهد مشابه متناهی حالت در به دست آمده نتایج با ویژگی ها از بسیاري
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مقدماتی قضایاي و احکام ٢

منظور همواره مقاله سراسر در گرفت. خواهند قرار استفاده مورد مقاله در که پرداخت خواهیم مقدماتی قضایاي و احکام بیان به بخش این در
گرفته نظر در غیرصفر اندازة از بسته زیرگروهی همواره H زیرگروه و است µ احتمال اندازة با هاسدورف توپولوژیک گروه یک ،G گروه از
نماد از گروه مرکز براي و داده نشان CG(x) نماد با را G در x عضو مرکزساز است. مقدمه بخش در تعریف شده اندازة همان µH و می شود
را گروه ها به مربوط لم چند ابتدا در بود. خواهد G گروه در H زیرگروه شاخص نشان دهندة |G : H| همچنین می کنیم. استفاده Z(G)

می کنیم. بیان

در .K ≤ H ≤ G به طوري که باشند G از زیرگروه هایی K و H و باشد گروه یک G کنید فرض .( [١٠] از ۵ .١. ٣ حکم ) ٢. ١ قضیه
داریم صورت این

|G : K| = |G : H||H : K|.

داریم صورت این در باشند. G از زیرگروه هایی K و H و باشد گروه یک G کنید فرض .( [١٠] از ١. ٣. ١١ حکم ) ٢. ٢ قضیه

|G : H ∩K| ≤ |G : H||G : K|,

.G = HK اگر تنها و اگر می افتد اتفاق تساوي و

صورت این در باشد. G از زیرگروهی H و گروه یک G کنید فرض .( [٩] از ٢. ٢ لم ) ٢. ٣ لم

µ(H) =

 ١
|G:H| |G : H| <∞ اگر
٠ |G : H| =∞ اگر

.

داریم صورت این در باشد. G از زیرگروهی H کنید فرض .۴ .٢ لم

Pr(H,G) =
١

µ(H)

∫
G
µ(CH(y))dµ(y) =

١
µ(H)

∫
H
µ(CG(x))dµ(x). (٢. ١)

شود. مراجعه [٧] از ٣. ٣ لم به اثبات.

.Pr(H,G) = ١ آنگاه ،H ⊆ Z(G) اگر باشد. آن از Hزیرگروهی و غیرآبلی گروه Gیک کنید فرض .( [٧] از ٢ .۴ قضیه ) ۵ .٢ قضیه

اصلی نتایج ٣

خواهیم لم یک اثبات به ابتدا در هستند. نسبی جابه جایی درجۀ سه دقیقاً داراي که پرداخت خواهیم گروه هایی بررسی به بخش این در
گرفت. خواهد قرار استفاده مورد بعدي نتایج در که پرداخت

داریم G از x هر به ازاي صورت این  در ،H ≤ K ≤ G کنید فرض .٣. ١ لم

µ(CK(x))

µ(K)
≤ µ(CH(x))

µ(H)
.

که است این با معادل فوق رابطۀ اثبات.

µ(H)µ(CK(x)) ≤ µ(K)µ(CH(x)).

چون .|G : CK(x)| ̸= ∞ کنید فرض پس است. برقرار حکم حالت این در و µ(CK(x)) = ٠ آنگاه |G : CK(x)| = ∞ اگر
نوشت می توان ٢. ٢ و ٢. ١ قضایاي به توجه با ،CH(x) = H ∩ CK(x)

|K : H||H : CH(x)| = |K : CH(x)| ≤ |K : H||K : CK(x)|, (٣. ١)
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|G : K| در فوق رابطۀ طرفین ضرب با .K = HCK(x) باشیم داشته x هر به ازاي اگر تنها و اگر است برقرار تساوي رابطه این در و
داشت خواهیم

|G : K||K : H||H : CH(x)| ≤ |G : K||K : H||K : CK(x)|,

می دهد نتیجه که
|G : H||H : CH(x)| ≤ |K : H||G : CK(x)|.

که است این با معادل رابطه این
|G : CH(x)| ≤ |K : H||G : CK(x)|.

داریم کنیم ضرب |G : K| در دوباره را بالا رابطۀ طرفین اگر حال

|G : K||G : CH(x)| ≤ |G : H||G : CK(x)|,

می شود نتیجه دوطرف کردن معکوس با و

١
|G : H|

١
|G : CK(x)|

≤ ١
|G : K|

١
|G : CH(x)|

,

است برقرار تساوي لذا است (٣. ١) رابطه با معادل فوق نامساوي اینکه به توجه با همچنین است. نظر مورد نتیجۀ همان ٢. ٣ لم به توجه با که
.K = HCK(x) باشیم داشته G از x هر به ازاي اگر تنها و اگر

هر به ازاي اگر تنها و اگر است برقرار تساوي و Pr(H,G) ≤ Pr(K,G) داریم صورت این  در ،H ≤ K ≤ G کنید فرض .٣. ٢ لم
.K = HCK(x) باشیم داشته G از x

داریم ٣. ١ لم به توجه با اثبات.
µ(CK(x))

µ(K)
≤ µ(CH(x))

µ(H)
,

داشت خواهیم ۴ .٢ لم و فوق رابطۀ ترکیب از .K = HCK(x) باشیم داشته G از x هر به ازاي اگر تنها و اگر است برقرار تساوي و

Pr(K,G) =
١

µ(H)

∫
G
µ(CK(y))dµ(y)

=

∫
G

µ(CK(y))

µ(K)
dµ(y)

≤
∫
G

µ(CH(y))

µ(H)
dµ(y) = Pr(H,G),

.K = HCK(x) باشیم داشته G از x هر به ازاي اگر تنها و اگر است برقرار تساوي همچنین شد. ثابت نظر مورد نامساوي و

صورت این  در .x ∈ G \ Z(G) و باشد غیرآبلی گروه یک G کنید فرض .٣. ٣ لم

Pr(⟨x⟩, G) /∈ {١,Pr(G)}.

.Pr(⟨x⟩, G) ̸= ١ درنتیجه و نیست گروه مرکز زیرمجموعۀ ⟨x⟩ لذا است غیرمرکزي عضو یک x چون که می کنیم توجه ابتدا اثبات.
به ویژه .G = ⟨x⟩CG(y) داریم G از y عضو هر به ازاي ٣. ٢ لم به توجه با صورت این در ،Pr(⟨x⟩, G) = Pr(G) کنید فرض حال
بنابراین است. فرض با متناقض که x ∈ Z(G) می دهد نتیجه Gکه = ⟨x⟩CG(x) = CG(x) داشت خواهیم y = x دهیم قرار اگر

شد. ثابت حکم و Pr(⟨x⟩, G) ̸= Pr(G)

نیست. نسبی جابه جایی درجۀ دو داراي غیرآبلی گروه هیچ می دهد نشان که داشت خواهیم را زیر نتیجۀ فوق لم از

.|D(G)| ̸= ٢ صورت این در باشد، غیرآبلی گروه یک G کنید فرض .۴ .٣ نتیجه
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،Pr(H,G) = d به طوري که Gباشد از Hزیرگروهی اگر .D(G) = {١, d,Pr(G)} و باشد غیرآبلی Gگروهی کنید فرض لم٣. ۵.
است. آبلی H صورت این در

h چون و Pr(⟨h⟩, G) ̸= Pr(G) داریم ٣. ٣ لم به توجه با صورت این در ،h ∈ H \ Z(H) و باشد غیرآبلی H کنید فرض اثبات.
از x عضو هر به ازاي که می دهد نتیجه ٣. ٢ لم حال .Pr(⟨h⟩, G) = Pr(H,G) بنابراین .Pr(⟨h⟩, G) ≠ ١ پس نیست هم مرکزي
h ∈ Z(H) می دهد نشان که H = CH(h) داشت خواهیم کنیم جایگزین h خود با را x اگر به ویژه .H = ⟨h⟩CH(x) داریم G

است. فرض با متناقض که

یک CG(x) زیرگروه ،x ∈ G \Z(G) هر به ازاي صورت این در .|D(G)| = ٣ به طوري که باشد گروه یک G کنید فرض .۶ .٣ قضیه
است. G از آبلی ماکسیمال زیرگروه

٣. ٣ لم  به توجه با آنگاه باشد غیرآبلی گروه یک CG(x) اگر .x ∈ G \ Z(G) و D(G) = {١, d,Pr(G)} کنید فرض اثبات.
.Pr(CG(x), G) = Pr(G) بنابراین ،Pr(CG(x), G) ̸= ١ لذا نیست مرکزي CG(x) چون و Pr(CG(x), G) ̸= d داریم
داشت خواهیم g = x دادن قرار با به ویژه .G = CG(x)CG(g) داریم G از g عضو هر به ازاي که می دهد نتیجه ٣. ٢ لم حال
CG(x) اگر است. آبلی CG(x) لذا است. فرض با متناقض که x ∈ Z(G) می دهد نشان که G = CG(x)CG(x) = CG(x)

اول، قسمت برهان مشابه آنگاه باشد غیرآبلی M اگر .CG(x) < M < G که است موجود M مانند زیرگروهی آنگاه نباشد ماکسیمال
M = CG(x) درنتیجه و است Mآبلی پس است. تناقض Gکه =M که است معنی این به Gکه =MCG(x) که می شود نتیجه

است. ماکسیمال CG(x) بنابراین است. تناقض بازهم که

به طوري که باشد G از زیرگروهی H اگر .D(G) = {١, d,Pr(G)} و |D(G)| = ٣ که باشد گروهی G کنید فرض .٣. ٧ قضیه
آنگاه ،M = CG(x) و x ∈ H \ Z(G) ،Pr(H,G) = d

D(G) =
{

١,
µ(Z)

µ(M)
+ µ(M \ Z),Pr(G)

}
,

.Z =M ∩ Z(G) آن در که

و CG(y) = G داریم y ∈ Z هر به ازاي .Z = M ∩ Z(G) دهید قرار است. آبلی زیرگروه یک M ،۶ .٣ قضیه به توجه با اثبات.
داریم تعریف به توجه با لذا .CG(y) =M لذا است ماکسیمال آبلی M چون y ∈M \ Z اگر .µ(CG(y)) = ١ درنتیجه

Pr(M,G) =
١

µ(M)

∫
M
µ(CG(y))dµ(y)

=
١

µ(M)

(∫
Z
µ(CG(y))dµ(y) +

∫
M\Z

µ(CG(y))dµ(y)

)

=
١

µ(M)

(∫
Z
dµ(y) +

∫
M\Z

µ(M)dµ(y)

)

=
µ(Z)

µ(M)
+ µ(M \ Z).

اعداد معمولی توپولوژي و مختلط اعداد معمولی ضرب با G١ صورت این در ،G١ = {z ∈ C
∣∣ |z| = ١} کنید فرض .٣. ٨ مثال

گروه D٢p آن در که ،G = G١ ×D٢p می دهیم قرار و باشد فرد اول عدد یک p کنید فرض است. فشرده توپولوژیک گروه یک مختلط،
است زیر به صورت آن اعضاي و است ٢p مرتبۀ از دووجهی

D٢p = ⟨a, b|ap = b٢ = id, bab = a−١⟩ = {id, a, · · · , ap−١, b, ab, · · · , ap−١b}.

که داد خواهیم نشان مثال این در
D(G) =

{
١,
p+ ١

٢p
,
p+ ٣

۴p

}
.
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هستند زیر به صورت G غیرمرکزي زیرگروه هاي که می کنیم توجه موضوع این بررسی براي

H١ = G١ × ⟨a⟩,H٢ = G١ × ⟨aib⟩, i = ٠, · · · , p− ١.

کنید فرض می کنیم. محاسبه را نسبی جابه جایی درجۀ H = H١ زیرگروه براي ابتدا

K١ = {(g, id) | g ∈ G١}, K٢ = {(g, y) | g ∈ G١, y ∈ {a, · · · , ap−١}}.

عضو هر براي همچنین .CG(g, id) = G درنتیجه و است مرکزي عضو یک K١ از (g, id) عضو هر که است واضح صورت این در
بنابراین .CG(g, a

i) = H داریم K٢ از (g, ai)

Pr(H,G) =
١

µ(H)

∫
H
µ(CG(y))dµ(y)

=
١

µ(H)

(∫
K١

µ(CG(y))dµ(y) +

∫
K٢

µ(CG(y))dµ(y)

)
=

١
µ(H)

(∫
K١

dµ(y) +

∫
K٢

µ(H)dµ(y))

)
=

١
µ(H)

(µ(K١) + µ(K٢)µ(H)) .

داریم بنابراین .µ(H) = ١
٢ و µ(K٢) =

p−١
٢p ،µ(K١) =

١
٢p که است واضح ٢. ٣ لم K٢و K١و مجموعه هاي تعاریف به توجه با اما

Pr(H,G) = ٢(
١

٢p
+
p− ١

٢p
· ١

٢
) =

١
p
+
p− ١

٢p
=
p+ ١

٢p
.

دهید قرار و H = G١ × ⟨aib⟩ و ١ ≤ i ≤ p− ١ کنید فرض حال

K١ = {(g, id) | g ∈ G١}, K٢ = {(g, aib) | g ∈ G١}}.

همۀ قبل قسمت مانند همچنین .µ(H) = ١
p و µ(K١) = µ(K٢) =

١
٢p که است واضح ٢. ٣ لم به توجه با بازهم صورت این در

داریم بنابراین .CG(g, a
ib) = H داریم K٢ اعضاي براي و است گروه کل برابر آن ها مرکزساز و هستند مرکزي K١ اعضاي

Pr(H,G) =
١

µ(H)

∫
H
µ(CG(y))dµ(y)

=
١

µ(H)

(∫
K١

µ(CG(y))dµ(y) +

∫
K٢

µ(CG(y))dµ(y)

)
=

١
µ(H)

(∫
K١

dµ(y) +

∫
K٢

µ(H)dµ(y))

)
=

١
µ(H)

(µ(K١) + µ(K٢)µ(H))

= p

(
١

٢p
+

١
٢p
· ١
p

)
=

١
٢
+

١
٢p

=
p+ ١

٢p
.

لذا است. p+١
٢p برابر و بوده یکسان قبل حالت با زیرگروه جابه جایی Hدرجۀ = G١×⟨aib⟩ شکل به زیرگروه هر براي که می شود مشاهده

زیرگروه هاي براي که است واضح ۵ .٢ قضیه به توجه با همچنین داریم. نسبی جابه جایی درجۀ یک Gفقط غیرمرکزي زیرگروه هاي تمام براي
می دهیم قرار می پردازیم. G گروه جابه جایی درجۀ محاسبۀ به حال .Pr(H,G) = ١ داریم مرکزي

K١ = G١ × id,K٢ = G١ × ⟨a⟩,
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و
Hi = G١ × ⟨aib⟩, i = ١, · · · , p− ١.

که است واضح صورت این در

µ(K١) =
١

٢p
, µ(K٢) =

١
٢
, µ(K٢ \K١) =

p− ١
٢p

, µ(Hi) =
١
p
, µ(Hi \K١) =

١
٢p
,

( µ(G) = ١ که کنید (توجه داریم بنابراین

Pr(G,G) =
١

µ(G)

∫
G
µ(CG(y))dµ(y) =

∫
G
µ(CG(y))dµ(y)

=

(∫
K١

µ(CG(y))dµ(y) +

∫
K٢\K١

µ(CG(y))dµ(y) +

p−١∑
i=٠

∫
Hi\K١

µ(CG(y))dµ(y)

)

=

(∫
K١

dµ(y) +

∫
K٢\K١

µ(K٢)dµ(y) +

p−١∑
i=٠

∫
Hi\K١

µ(Hi)dµ(y)

)

=

(
µ(K١) + µ(K٢ \K١)µ(K٢) +

p−١∑
i=٠

µ(Hi \K١)µ(Hi)

)

=

(
١

٢p
+
p− ١

٢p
١
٢
+

p−١∑
i=٠

١
٢p

١
p

)

=

(
١

٢p
+
p− ١

۴p
+

١
٢p

)
=
p+ ٣

۴p
.

پس
D(G) =

{
١,
p+ ١

٢p
,
p+ ٣

۴p

}
,

است. نسبی جابه جایی درجۀ سه با گروه یک G لذا و

در هستند، برقرار هم متناهی حالت در احکام این همۀ که می شود مشاهده [١] و مقاله این در به دست آمده نتایج مقایسۀ با .٣. ٩ ملاحظه
به عنوان را متناهی حالت در احکام این برهان می توان است فشرده توپولوژیک گروه یک گسسته توپولوژي با متناهی گروه هر چون حقیقت
همان طور لذا است کارآمد ابزار یک گروه بودن متناهی مرتبۀ متناهی، حالت در اینکه به توجه با البته گرفت. نظر در مقاله این از خاصی حالت

آورد. دست به گروه ها این ساختار مورد در بیشتري نتایج می توان می شود دیده [١] در که
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Extended Abstract

Introduction

Let H be a Hilbert space and let I be a finite or countable index set. A family F = {fi}i∈I ⊆ H is a
frame forH, if there exist 0 < AF ≤ BF <∞, such that

AF∥f∥2 ≤
∑
i∈I
|⟨f, fi⟩|2 ≤ BF∥f∥2,

for each f ∈ H. The sequence F is called a Bessel sequence if only the second inequality is required
(see [4]).

For each i ∈ I , let Hi be a Hilbert space and let L(H,Hi) be the set of all bounded operators from
H into Hi. We call Λ = {Λi ∈ L(H,Hi) : i ∈ I} a g-frame for H with respect to {Hi : i ∈ I} if there
exist two positive constants A and B such that

A∥f∥2 ≤
∑
i∈I
∥Λif∥2 ≤ B∥f∥2,

for each f ∈ H. If only the second inequality is required, we call it a g-Bessel sequence with upper bound
B (see [13]).

Another important generalization of frames is the fusion frame introduced in [2].
Let {Wi}i∈I be a family of closed subspaces of a Hilbert spaceH, and {ωi}i∈I be a family of weights,

i.e., ωi > 0 for each i ∈ I . ThenW = {(Wi, ωi)}i∈I is a fusion frame, if there are two positive numbers
A and B such that for each f ∈ H,

A∥f∥2 ≤
∑
i∈I

ω2
i ∥πWi(f)∥2 ≤ B∥f∥2,

where πWi is the orthogonal projection onto the subspaceWi. If only the right-hand inequality is required,
thenW is called a Bessel fusion sequence.

It is easy to see that ifW = {(Wi, ωi)}i∈I is a Bessel fusion sequence, then the operator SW defined
onH by SWf =

∑
i∈I ω

2
i πWif is well-defined, bounded and positive. Also, ifW is a fusion frame, then

SW is invertible.
Note thatW = {(Wi, ωi)}i∈I is a fusion frame if and only if ΛW := {ωiπWi}i∈I is a g-frame.
Tensor products of g-frames and fusion frames in Hilbert spaces were considered in [7] and α-duals

of g-frames and fusion frames in Hilbert spaces were studied in [1, 12].
HilbertC∗-modules are generalizations of Hilbert spaces by allowing the inner product to take values

in a C∗-algebra rather than in the field of complex numbers.
Let A be a unital C∗-algebra and suppose that E is a left A-module such that the linear structures of

A and E are compatible. Then E is called a pre-Hilbert A-module if E is equipped with an A-valued
inner product ⟨·, ·⟩ : E × E −→ A, such that

(i) ⟨αx+ βy, z⟩ = α⟨x, z⟩+ β⟨y, z⟩, for each α, β ∈ C and x, y, z ∈ E;

(ii) ⟨ax, y⟩ = a⟨x, y⟩, for each a ∈ A and x, y ∈ E;

(iii) ⟨x, y⟩ = ⟨y, x⟩∗, for each x, y ∈ E;

(iv) ⟨x, x⟩ ≥ 0, for each x ∈ E and if ⟨x, x⟩ = 0, then x = 0.

١۵۵



For each x ∈ E, we define ∥x∥ = ∥⟨x, x⟩∥
1
2 . If E is complete with ∥.∥, it is called a Hilbert A-module

or a Hilbert C∗-module over A.
Let E be a Hilbert A-module. A family F = {fi}i∈I ⊆ E is a frame for E, if there exist real

constants 0 < AF ≤ BF <∞, such that for each x ∈ E,

AF ⟨x, x⟩ ≤
∑
i∈I
⟨x, fi⟩⟨fi, x⟩ ≤ BF ⟨x, x⟩.

If the second inequality is required, F is a Bessel sequence. If the series
∑

i∈I⟨x, fi⟩⟨fi, x⟩ is convergent
with respect to the norm, then F is called a standard frame (see [5]).

A closed submodule M of E is orthogonally complemented if E = M ⊕M⊥. In this case πM ∈
LA(E,M), where πM : E −→M is the projection onto M.
Suppose that {ωi : i ∈ I} ⊆ A is a family of weights, i.e., each ωi is a positive, invertible element from
the center of A, and {Wi : i ∈ I} is a family of orthogonally complemented submodules of E. Then
{(Wi, ωi)}i∈I is a fusion frame if there exist positive numbers A and B such that

A.⟨x, x⟩ ≤
∑
i∈I

ω2
i ⟨πWi(x), πWi(x)⟩ ≤ B.⟨x, x⟩,

for each x ∈ E. If we only require to have the upper bound, then {(Wi, ωi)}i∈I is called a Bessel fusion
sequence with upper bound B.

Let {Ei}i∈I be a sequence of Hilbert A–modules. A sequence Λ = {Λi ∈ L(E,Ei) : i ∈ I} is
called a g-frame for E with respect to {Ei : i ∈ I} if there exist real constants A,B > 0 such that for
each x ∈ E,

A.⟨x, x⟩ ≤
∑
i∈I
⟨Λix,Λix⟩ ≤ B.⟨x, x⟩.

If only the second-hand inequality is required, then Λ is called a g-Bessel sequence. Standard g-frames
and fusion frames are defined similar to frames.

If W = {(Wi, ωi)}i∈I is a standard Bessel fusion sequence, then the operator SW : E −→ E which
is defined by SWx =

∑
i∈I ωi

2πWix is adjointable and called the operator ofW . For a standard g-Bessel
sequence Λ, the operator SΛ : E −→ E which is defined by SΛ(x) =

∑
i∈I Λ

∗
iΛi(x) is adjointable and

it is called the operator of Λ. If Λ is a standard (A,B) g-frame, then A.IdE ≤ SΛ ≤ B.IdE . For more
results about fusion frames and g-frames in Hilbert C∗-modules, see [6, 11].

In this paper, all C∗-algebras are unital and Hilbert C∗-modules are finitely or countably generated.
All fusion frames, g-frames and Bessel sequences are standard.

Throughout this paper I and Ik, for each 1 ≤ k ≤ n, are subsets of N. Ak is a unital C∗-algebra,
E, Ek and Ei(k) are finitely or countably generated Hilbert C∗-modules, for each k ∈ {1, . . . , n} and
i(k) ∈ Ik.

Recall that if Ak is a C∗-algebra, for each 1 ≤ k ≤ n, then ⊗n
k=1Ak is a C∗-algebra with the spatial

norm and for each ak ∈ Ak, we have ∥a1 ⊗ . . . ⊗ an∥ = Πn
k=1∥ak∥. The multiplication and involu-

tion on simple tensors are defined by (⊗n
k=1ak)(⊗n

k=1bk) = ⊗n
k=1(akbk) and (⊗n

k=1ak)
∗ = ⊗n

k=1a
∗
k,

respectively.
Now, ifEk is a Hilbert Ak-module, for each 1 ≤ k ≤ n, then the (Hilbert C∗-module) tensor product

⊗n
k=1Ek = E1 ⊗ . . . ⊗ En is a Hilbert (⊗n

k=1Ak)-module. The module action and inner product for
simple tensors are defined by

(⊗n
k=1ak)(⊗n

k=1xk) = (a1x1)⊗ . . .⊗ (anxn)

= ⊗n
k=1(akxk),

١۵۶



and

⟨⊗n
k=1xk,⊗n

k=1yk⟩

= ⟨x1, y1⟩ ⊗ . . .⊗ ⟨xn, yn⟩

= ⊗n
k=1⟨xk, yk⟩,

respectively, where ak ∈ Ak and xk, yk ∈ Ek. For more results, see [8].
In this paper Φ(k) = {Λi(k) ∈ LAk

(Ek, Ei(k))}i(k)∈Ik , Ψ(k) = {Γi(k) ∈ LAk
(Ek, Ei(k)) : i(k) ∈

Ik}, W(k) = {(Wi(k), ωi(k))}i(k)∈Ik V
(k) = {(Vi(k), υi(k)) : i(k) ∈ Ik}, where Wi(k) and Vi(k) are

orthogonally complemented submodules ofEk and ωi(k) and υi(k) are weights in Ak, for each 1 ≤ k ≤ n.
⊗n

k=1Φ
(k) and ⊗n

k=1W(k) are

{Λi(1) ⊗ . . .⊗ Λi(n) ∈ L(A1⊗...⊗An)(⊗
n
k=1Ek, Ei(1) ⊗ . . .⊗ Ei(n)), (i(1), . . . , i(n)) ∈ (I1 × . . .× In)},

{(Wi(1) ⊗ . . .⊗Wi(n), ωi(1) ⊗ . . .⊗ ωi(n)) : (i(1), . . . , i(n)) ∈ (I1 × . . .× In)}.

Tensor products of g-frames and fusion frames in Hilbert C∗-modules were studied in [9]. Here, we
consider the tensor product of α-duals in Hilbert C∗-modules. Indeed, some obtained results in [12] are
generalized to Hilbert C∗-modules.

Conclusion

In the present paper, the following definitions and theorems are stated:

Definition 0.1. Let α ∈ Z and let Λ = {Λi ∈ L(E,Ei) : i ∈ I} be a g-frame. A g-frame Γ = {Γi ∈
L(E,Ei) : i ∈ I} is called an α-dual of {Λi}i∈I if

∑
i∈I Λ

∗
iΓif = Sα

Λf , for each f ∈ E.

Theorem 0.2. Suppose that Φ(k)’s and Ψ(k)’s are g-frames. If Ψ(k) is an α-dual of Φ(k), for each k ∈
{1, . . . , n}, then ⊗n

k=1Ψ
(k) is an α-dual of ⊗n

k=1Φ
(k).

Definition 0.3. Let α ∈ Z andW = {(Wi, ωi)}i∈I and V = {(Vi, υi)}i∈I be two fusion frames for E.
Then, V is called an α-dual ofW if

∑
i∈I υiωiπWiπVif = Sα

Wf , for each f ∈ E.

Theorem 0.4. Suppose thatW(k)’s and V(k)’s are fusion frames. If V(k) is an α-dual ofW(k), for each
k ∈ {1, . . . , n}, then ⊗n

k=1V(k) is an α-dual of ⊗n
k=1W(k).

١۵٧



کاربردها و اندازه جبرهاي
١۵۴ -١۶۴ ص ،١ شماره ،٢ دوره ،١۴٠٣ سال

∗C-مدول هاي در مخلوط قاب هاي و g-قاب ها α-دوگان هاي براي تانسوري حاصل ضرب هاي
هیلبرت

١ میرارکلائی زمانی فاطمه

std–zamani243@khu. ac. ir رایانامه: ایران. تهران، خوارزمی، دانشگاه ریاضی، گروه .١
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١۵٩ هیلبرت ∗C-مدول هاي در مخلوط قاب هاي و g-قاب ها α-دوگان هاي براي تانسوري حاصل ضرب هاي

مقدمه ١

معرفی به نیاز احساس بودند ، غیرهارمونیک فوریۀ سري هاي مورد در اساسی مسئلۀ چند بررسی حال در که شیفر و دافین ،١٩۵٢ سال در
و گراسمان دوبچیز، مقالۀ چاپ از پس هیلبرت فضاهاي در قاب ها ارزش اما .([۴]) نامیدند هیلبرت فضاي قاب یک را آن و کردند مفهومی

شد. مشخص بیش ازپیش ١٩٨۶ سال در ([٣]) مِیِر

دو اگر می شود نامیده H براي گسسته قاب یک F = {fi}i∈I دنبالۀ باشد. جدایی پذیر هیلبرت فضاي یک H کنیم فرض .١. ١ تعریف
باشیم: داشته f ∈ H هر براي به طوري که باشند داشته وجود BF و AF مثبت عدد

AF∥f∥٢ ≤
∑
i∈I
|⟨f, fi⟩|٢ ≤ BF∥f∥٢.

شدند. معرفی [١٣] در قاب ها مهم تعمیم هاي از یکی به عنوان g-قاب ها یا تعمیم یافته قاب هاي

براي g-قاب یک Λ = {Λi ∈ L(H,Hi) : i ∈ I} دنبالۀ باشد. هیلبرت فضاي یک Hi ،i ∈ I به ازاي هر کنیم فرض .١. ٢ تعریف
باشد: برقرار زیر نامساوي ،f ∈ H هر براي به طوري که باشند موجود B و A مثبت عدد دو اگر می شود نامیده {Hi}i∈I به نسبت H

A∥f∥٢ ≤
∑
i∈I
∥Λif∥٢ ≤ B∥f∥٢.

می نامیم. g-قاب (A,B) یک را Λ حالت این در
سمت نامساوي در Λ فوق تعریف در اگر می نامیم). بالا کران یک را B و پایین کران یک را A) می شوند نامیده g-قاب کران هاي B و A

می نامیم. بسل g-دنبالۀ یک را Λ آنگاه کند، صدق راست

تفاوت این با هستند داخلی ضرب یک داراي هیلبرت فضاهاي همانند که هستند هیلبرت فضا هاي از تعمیم هایی هیلبرت، ∗C-مدول هاي

این آنگاه باشد، مختلط اعداد میدان ∗C-جبر این اگر و است ∗C-جبر یک از عضوي هیلبرت ∗C-مدول یک از عضو دو داخلی ضرب که
بود. خواهد هیلبرت فضاي یک هیلبرت، ∗C-مدول

داخلی ضرب اگر گوییم هیلبرت ∗C-مدول پیش یک را E باشد. چپ A-مدول یک E و ∗C-جبر یک A کنیم فرض .١. ٣ تعریف
باشیم: داشته a ∈ A و α, β ∈ C ، x, y, z ∈ E هر به ازاي به طوري که باشد موجود ⟨., .⟩ : E × E → A A-مقدار

+αx⟩؛ βy, z⟩ = α⟨x, z⟩+ β⟨y, z⟩ (آ)

,ax⟩؛ y⟩ = a⟨x, y⟩ (ب)

,x⟩؛ y⟩∗ = ⟨y, x⟩ (پ)

.x = ٠ آنگاه ،⟨x, x⟩ = ٠ اگر و ⟨x, x⟩ ≥ ٠ (ت)

∗C-مدول یک یا هیلبرت A-مدول یک Eرا آنگاه باشد، کامل نرم این Eبا اگر .∥x∥ := ∥⟨x, x⟩∥ ١
٢ می کنیم تعریف ،x ∈ E هر براي

.|x| := ⟨x, x⟩ ١
٢ می کنیم تعریف x ∈ E هر براي اینک و |a| = (a∗a)

١
٢ داریم ،a ∈ A هر براي می نامیم. A روي هیلبرت

T ∗ : F → E عملگر یک اگر گوییم الحاقی پذیر را T : E → F عملگر باشند. هیلبرت ∗C-مدول دو F Eو کنیم فرض تعریف١. ۴.
باشد برقرار زیر تساوي y ∈ F و x ∈ E هر به ازاي به طوري که باشد موجود

⟨T (x), y⟩ = ⟨x, T ∗(y)⟩.

می نامیم. T الحاقی را T ∗ عملگر

تمام مجموعۀ .(T (ax) = aT (x) داریم x ∈ E و a ∈ A هر به ازاي (یعنی است خطی و کران دار T مانند الحاقی پذیر عملگر هر
که است ∗C-جبر یک L(E,E) که شود دقت می دهیم. نمایش L(E,F ) با یا LA(E,F ) با را F به  E از الحاقی پذیر عملگرهاي

می دهیم. نشان L(E) با را آن
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باشد. ∗C-جبر یک A کنیم فرض .۵ .١ تعریف

به طوري که باشد موجود {x١, · · ·, xn} ⊆ E متناهی زیرمجموعۀ اگر گوییم تولیدشده متناهی به طور را E هیلبرت A-مدول (آ)
نوشت. ai ∈ A ، x =

∑n
i=١ aixi مانند A-خطی ترکیب یک به صورت بتوان را x ∈ E هر

،x ∈ E هر به طوري که باشد موجود {xi}i∈I مانند شمارایی زیرمجموعۀ اگر گوییم تولیدشده شمارا به طور Eرا هیلبرت A-مدول (ب)
باشد. {xi}i∈I A-خطی غلاف بستار در

کنید. رجوع [٨] به هیلبرت ∗C-مدول هاي مورد در بیشتر مطالعۀ براي
هیلبرت ∗C-مدول هاي در مخلوط قاب هاي همچنین شدند. معرفی [۶] و [۵] در به ترتیب هیلبرت ∗C-مدول هاي در g-قاب ها و قاب ها

شده اند. معرفی [۶] در نیز

B و A مثبت عدد دو اگر گوییم E براي قاب یک را {fi}i∈I ⊆ E دنبالۀ باشد. هیلبرت ∗C-مدول یک E کنیم فرض .۶ .١ تعریف
باشد: برقرار زیر نامساوي ،x ∈ E هر به ازاي به طوري که باشند موجود

A⟨x, x⟩ ≤
∑
i∈I
⟨x, fi⟩⟨fi, x⟩ ≤ B⟨x, x⟩.

می نامیم. (A,B)-قاب یک را {fi}i∈I حالت این در

{fi}i∈I باشد برقرار راست سمت نامساوي اگر گوییم). بالا کران یک را B و پایین کران یک (Aرا می نامیم قاب کران  هاي را B Aو
گوییم. استاندارد را قاب آنگاه باشد، همگرا نرم ,i∈I⟨x∑با fi⟩⟨fi, x⟩ سري ،x ∈ E هر به ازاي اگر می نامیم. بسل دنبالۀ یک را

g-قاب یک Λ = {Λi ∈ L(E,Ei) : i ∈ I} دنبالۀ باشد. هیلبرت ∗C-مدول هاي از دنباله اي {Ei}i∈I کنیم فرض .١. ٧ تعریف
برقرار زیر نامساوي ،x ∈ E هر به ازاي به طوري که باشند موجود B و A مثبت عدد دو اگر می شود نامیده {Ei}i∈I به نسبت E براي

باشد

A⟨x, x⟩ ≤
∑
i∈I
⟨Λix,Λix⟩ ≤ B⟨x, x⟩.

،x ∈ E هر براي اگر گوییم استاندارد را Λ g-قاب می نامیم. g-قاب کران هاي Bرا Aو می نامیم. g-قاب (A,B) یک را Λ حالت این در
می نامیم. بسل g-دنبالۀ یک را Λ آنگاه باشد، برقرار راست سمت نامساوي اگر همچنین باشد. همگرا نرم i∈I⟨Λix,Λix⟩∑با سري

باشد A مرکز در وارون پذیر و مثبت عضو یک ωi هر یعنی باشد وزن ها از خانوادهاي {ωi : i ∈ I} ⊆ A کنیم فرض .١. ٨ تعریف
مخلوط قاب یک را {(Wi, ωi)}i∈I صورت این در باشد. E در مکمل دار متعامد به طور زیرمدول هاي از خانواده اي {Wi : i ∈ I} و

باشیم: داشته x ∈ E هر براي به طوري که باشند موجود B و A اعداد اگر می نامیم

A.⟨x, x⟩ ≤
∑
i∈I

ω٢
i ⟨πWi(x), πWi(x)⟩ ≤ B.⟨x, x⟩.

عملگر آنگاه باشد، مخلوط قاب یک W = {(Wi, ωi)}i∈I اگر

SW : E −→ E, SWx =
∑
i∈I

ωi
٢πWix

آنگاه باشد، بسل g-دنبالۀ یک Λ اگر همجنین است. الحاقی پذیر

SΛ : E −→ E, SΛ(x) =
∑
i∈I

Λ∗
iΛi(x)

نمایید. مطالعه را [١١ ،١٠] مراجع بیشتر مطالعۀ براي است. الحاقی پذیر
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اصلی نتایج ٢

[٩] مقاله در هیلبرت ∗C-مدول هاي براي و [٧] مقاله در هیلبرت فضاهاي براي مخلوط قاب هاي و g-قاب ها تانسوري حاصل ضرب هاي
گرفتند. قرار مطالعه مورد [١٢ ،١] در هیلبرت فضاهاي براي مخلوط قاب هاي و g-قاب ها α-دوگان هاي همچنین شدند. بررسی

دست به هیلبرت ∗C-مدول هاي در α-دوگان ها مورد در مشابهی نتایج فوق، مقالات در به دست آمده نتایج از استفاده با مقاله، این در
می آوریم.

-C∗ Ei(k) و Ek ،E است، یکدار ∗C-جبر یک Ak هستند. N از زیرمجموعه هایی (١ ≤ k ≤ n (براي Ik و I مقاله این در
.(i(k) ∈ Ik و k ∈ {١, . . . , n} (براي هستند تولیدشده شمارا یا متناهی به طور هیلبرت مدول هاي

،Ψ(k) = {Γi(k) ∈ LAk
(Ek, Ei(k)) : i(k) ∈ Ik} ،Φ(k) = {Λi(k) ∈ LAk

(Ek, Ei(k))}i(k)∈Ik
زیرمدول هاي Vi(k) و Wi(k) آن ها در که ،V(k) = {(Vi(k), υi(k)) : i(k) ∈ Ik} W(k)و = {(Wi(k), ωi(k))}i(k)∈Ik
تعریف زیر به صورت ⊗n

k=١W(k) و ⊗n
k=١Φ

(k) هستند. Ak در وز ن هایی υi(k) و ωi(k) و هستند Ekدر مکمل دار متعامد به طور
می شوند:

{Λi(١) ⊗ . . .⊗Λi(n) ∈ L(A١⊗...⊗An)(⊗
n
k=١Ek, Ei(١) ⊗ . . .⊗Ei(n)), (i(١), . . . , i(n)) ∈ (I١ × . . .× In)},

{(Wi(١) ⊗ . . .⊗Wi(n), ωi(١) ⊗ . . .⊗ ωi(n)) : (i(١), . . . , i(n)) ∈ (I١ × . . .× In)}.

داریم ak ∈ Ak هر براي و است ∗C-جبر یک ⊗n
k=١Ak آنگاه باشد، ∗C-جبر یک Ak اگر که می کنیم یادآوري

می شوند تعریف زیر به صورت ساده تانسورهاي روي برگشت و ضرب .∥a١ ⊗ . . .⊗ an∥ = Πn
k=١∥ak∥

(⊗n
k=١ak)(⊗n

k=١bk) = ⊗n
k=١(akbk)

و
(⊗n

k=١ak)
∗ = ⊗n

k=١a
∗
k.

یک ⊗n
k=١Ek = E١ ⊗ . . . ⊗ En تانسوري حاصل ضرب آنگاه ،(١ ≤ k ≤ n (براي باشد هیلبرت ∗C-مدول یک Ek اگر اکنون

می شوند: تعریف زیر صورت به داخلی ضرب و مدولی اعمال است. هیلبرت n⊗)-مدول
k=١Ak)

(⊗n
k=١ak)(⊗n

k=١xk) = (a١x١)⊗ . . .⊗ (anxn)

= ⊗n
k=١(akxk),

و

⟨⊗n
k=١xk,⊗n

k=١yk⟩ = ⟨x١, y١⟩ ⊗ . . .⊗ ⟨xn, yn⟩ = ⊗n
k=١⟨xk, yk⟩.

g-قاب باشد. g-قاب یک Λ = {Λi ∈ L(E,Ei) : i ∈ I} و α ∈ Z کنیم فرض .٢. ١ تعریف
باشیم: داشته f ∈ E هر براي اگر می شود نامیده {Λi}i∈I α-دوگان یک Γ = {Γi ∈ L(E,Ei) : i ∈ I}∑

i∈I
Λ∗
iΓif = Sα

Λf.

،(k ∈ {١, . . . , n} هر (به ازاي باشد Φ(k) براي α-دوگان یک Ψ(k) اگر باشند. g-قاب Ψ(k)ها و Φ(k)ها کنیم فرض .٢. ٢ قضیه
است. ⊗n

k=١Φ
(k) براي α-دوگان یک ⊗n

k=١Ψ
(k) آنگاه

باشند، Φ(٢) و Φ(١) براي بالا کران هاي B٢ و B١ کنیم فرض کنیم. ثابت n = ٢ براي را قضیه است کافی اثبات.
می کنیم تعریف y ∈ E٢ و x ∈ E١ براي سپس .I٢ := {i٢١, . . . , i٢q, . . .} و I١ := {i١١, . . . , i١p, . . .}

و ∥S١p∥ ≤ ∥SΦ(١)∥ داریم p, q ∈ N هر براي اکنون .S٢qy =
∑q

t=١ Λ
∗
i٢t
Λi٢ty و S١px =

∑p
r=١ Λ

∗
i١r
Λi١rx

داشت خواهیم k ∈ {١, ٢} براي پس هستند، استاندارد g-قاب هاي Φ(٢) و Φ(١) چون و ∥S٢q∥ ≤ ∥SΦ(٢)∥
درنتیجه ٠ ≤ SΦ(k) ≤ Bk.IdEk
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٠ ≤ SΦ(١) ⊗ SΦ(٢) ≤ B١B٢.Id(E١⊗E٢).

داریم p, q ∈ N و z ∈ E١ ⊗ E٢ هر براي ،[٨] در ١ .۴ لم از لذا

⟨(S١p ⊗ S٢q)z, z⟩ ≤ ⟨(SΦ(١) ⊗ SΦ(٢))z, z⟩ ≤ B١B٢.⟨z, z⟩. (٢. ١)

داریم z =∑m
l=١ xl ⊗ yl ∈ E١ ⊗alg E٢ هر براي که کرد مشاهده می توان به سادگی همچنین

lim
p,q

(S١p ⊗ S٢q)z = (SΦ(١) ⊗ SΦ(٢))z.

نامساوي از استفاده با و z٠ ∈ E١ ⊗alg E٢ یک مناسب انتخاب با آنگاه ،z ∈ E١ ⊗ E٢ اگر اینک

∥(S١p ⊗ S٢q)z − (SΦ(١) ⊗ SΦ(٢))z∥

≤ ∥SΦ(١)∥∥SΦ(٢)∥∥z − z٠∥

+ ∥(S١p ⊗ S٢q)z٠ − (SΦ(١) ⊗ SΦ(٢))z٠∥

+ B١B٢∥z − z٠∥,

داشت خواهیم
lim
p,q

(S١p ⊗ S٢q)z = (SΦ(١) ⊗ SΦ(٢))z.

،(٢. ١) از استفاده با و است همگرا نرم I٢×I١∋((٢)i,(١)i)∑با
⟨(Λi(١)⊗Λi(٢))z, (Λi(١)⊗Λi(٢))z⟩ سري می دهد نشان رابطه این

∑داریم
(i(١),i(٢))∈I١×I٢

⟨(Λi(١) ⊗ Λi(٢))z, (Λi(١) ⊗ Λi(٢))z⟩

= ⟨(SΦ(١) ⊗ SΦ(٢))z, z⟩ ≤ B١B٢.⟨z, z⟩. (٢. ٢)

است. B١B٢ کران با استاندارد بسل g-دنبالۀ یک Φ(١) ⊗ Φ(٢) می دهد نشان این
چون باشند. A٢ و A١ پایین کران هاي با استاندارد g-قاب هاي ،Φ(٢) و Φ(١) کنیم فرض حال

A١A٢.IdE١⊗E٢

≤ (∥S−١
Φ(١)∥−١∥S−١

Φ(٢)∥−١).IdE١⊗E٢

= ∥(SΦ(١) ⊗ SΦ(٢))−١−∥١.IdE١⊗E٢

≤ SΦ(١) ⊗ SΦ(٢) ,

است. A١A٢ پایین کران با استاندارد g-قاب یک ⊗٢
k=١Φ

(k) که می آوریم دست به ،(٢. ٢) و (٢. ١) از استفاده با
است. استاندارد g-قاب یک ⊗٢

k=١Ψ
(k) که داد نشان می توان مشابه به طور

که می آوریم دست به (٢. ٢) رابطه از همچنین هستند. استاندارد g-قاب هاي ⊗n
k=١Ψ

(k) n⊗و
k=١Φ

(k) که دادیم نشان اینجا تا پس
داریم m ∈ N هر براي بنابراین ⊗n

k=١SΦ(k) = S⊗n
k=١Φ

(k)

⊗n
k=١S

m
Φ(k) = (⊗n

k=١SΦ(k))m = Sm
⊗n

k=١Φ
(k) ,

و
⊗n

k=١S
−١
Φ(k) = (⊗n

k=١SΦ(k))−١ = S−١
⊗n

k=١Φ
(k) .

داشت خواهیم α ∈ Z هر براي لذا

⊗n
k=١S

α
Φ(k) = (⊗n

k=١SΦ(k))α = Sα
⊗n

k=١Φ
(k) .
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داریم: ⊗n
k=١fi(k) ∈ ⊗n

k=١Ek هر براي ∑پس
(i(١),...,i(n))∈(I١×...×In)

(Λi(١) ⊗ . . .⊗ Λi(n))
∗(Γi(١) ⊗ . . .⊗ Γi(n))(⊗n

k=١fi(k))

= ⊗n
k=١S

α
Φ(k)(⊗n

k=١fi(k)) = (⊗n
k=١SΦ(k))α(⊗n

k=١fi(k))

= Sα
⊗n

k=١Φ
(k)(⊗n

k=١fi(k)).

است. ⊗n
k=١Φ

(k) براي α-دوگان یک ⊗n
k=١Ψ

(k) که می دهد نشان رابطه این

α-دوگان یک V = {(Vi, υi)}i∈I مخلوط قاب باشد. مخلوط قاب Wیک = {(Wi, ωi)}i∈I و α ∈ Z کنیم فرض .٢. ٣ تعریف
.∑i∈I υiωiπWiπVif = Sα

Wf باشیم داشته f ∈ E هر براي اگر می شود Wنامیده

هر (به ازاي W(k)باشد براي α-دوگان یک V(k) اگر باشند. مخلوط قاب هاي V(k)ها و W(k)ها کنیم فرض .۴ .٢ قضیه
است. ⊗n

k=١W(k) براي α-دوگان یک ⊗n
k=١V(k) آنگاه ،(k ∈ {١, . . . , n}

است استاندارد g-قاب یک Φ(k) := {ωi(k)πWi(k)
}i(k)∈Ik که می آید دست به حقیقت این از استفاده با و ٢. ٢ قضیه از نتیجه اثبات.

⊗n
k=١Φ

(k) = {(ωi(١)⊗ . . .⊗ωi(n))π(Wi(١)⊗...⊗Wi(n))}(i(١),...,i(n))∈(I١×...×In) اگر فقط و اگر (١ ≤ k ≤ n هر (براي
.([٩]) باشد استاندارد g-قاب یک
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