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Extended Abstract

Introduction

Let G be a locally compact topological group, then by [6], there exists a Haar measure µ on the Borel
σ-algebra. Suppose that H is a closed subgroup with non-zero measure, i.e., µ(H) ̸= 0. Define the
measure µH on Borel subsets by

µH(D) :=
µ(D ∩H)

µ(H)
.

In this paper, we define the relative commutativity degree of subgroup H as follows:

Pr(H,G) := µH × µ(C) =

∫
G×G

χc(x, y)dµH(y)dµ(x),

where C = {(x, y) ∈ G×G | xy = yx} and µ is the normalized Haar measure on G. We will show that

Pr(H,G) =
1

µ(H)

∫
G
µ(CH(y))dµ(y) =

1

µ(H)

∫
H
µ(CG(x))dµ(x).

Using the above result, we will prove that

Pr(G) ≤ Pr(H,G) ≤ Pr(H),

and ifH is a non-normal subgroup, then both of the above inequalities are strict. Also we will state some
necessary and sufficient conditions such that the equality holds in the above inequalities.

In Section 4, we will find upper bounds for the relative commutativity degree of a subgroup. In fact,
it will be shown that

Pr(H,G) ≤ µ(H) + µ(Z ∩H)

2µ(H)
.

We will show that Pr(H,G) ≤ 3
4 and if H is non-abelian, then Pr(H,G) ≤ 5

8 and we will provide some
examples of groups for which these upper bounds occur.

Finally, we state a theorem about the groups that reach these upper bounds, in particular, we will show
that if Pr(H,G) = 3

4 , then
H

Z(G) ∩H
∼= Z2

and if Pr(H,G) = 5
8 and H is non-abelian, then

H

Z(G) ∩H
∼= Z2 × Z2.

Conclusion

In this article, we defined the notion of relative permutation degree for a subgroup in a compact topologi-
cal group and examined some properties of this concept for these groups. We observed that the properties
that hold for finite groups also hold for compact topological groups. In fact, since finite groups have the
discrete topology, the definition in the finite case can be considered as a special case of the above defi-
nition for compact topological groups, and the results obtained for finite groups can be seen as a special
case of the results obtained for compact groups.
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کاربردها و اندازه جبرهاي
١٢- ١ ص ،١ شماره ،١ دوره ،١۴٠٢ سال

توپولوژیک گروه هاي از برخی براي نسبی جابه جایی درجه

١ موسوي علی سید

s. a.mousavi@qom. ac. ir رایانامه: ایران. قم، قم، دانشگاه پایه، علوم دانشکده ریاضی، گروه .١

چکیده مقاله اطلاعات

H و هاسدورف فشرده، توپولوژیک گروه یک G کنید فرض
درجۀ تعریف به مقاله، این در باشد. G از بسته زیرگروهی
از تعمیمی که پرداخت خواهیم H زیرگروه نسبی جابه جایی
خواهد متناهی گروه هاي حالت در نسبی جابه جایی درجۀ مفهوم
که نسبی جابه جایی درجۀ ویژگی هاي از برخی ادامه، در بود.
ثابت گروه ها این براي را هستند برقرار متناهی گروه هاي براي
نسبی جابه جایی درجۀ براي بالایی کران به ویژه، کرد. خواهیم
گروه هایی مورد در ساختاري قضیۀ یک و آورد خواهیم دست به
همچنین کرد. خواهیم اثبات و بیان دارند را بالا کران این که
ذکر شده کران هاي که نامتناهی فشردة گروه هاي از مثال هایی

کرد. خواهیم ارائه را هستند برقرار آنها براي
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۴ ١۴٠٢ ،١ شماره ،١ دوره کاربردها، و اندازه جبرهاي

مقدمه ١

زیر به صورت و می شود داده نمایش Pr(G) نماد با G گروه جابه جایی درجۀ باشد. G از زیرگروهی H و متناهی گروه یک G کنید فرض
می شود تعریف

Pr(G) =
|C|
|G|٢

,

آن در که

C = {(x, y) ∈ G×G
∣∣ xy = yx}. (١. ١)

جابه جایی درجۀ باشند. شده انتخاب تصادفی به صورت که است G از عضو دو جابه جاشدن احتمال نشان دهندة درحقیقت جابه جایی درجۀ
درجۀ مفهوم نویسندگان [٣] در است. شده انجام محققان توسط زمینه این در زیادي بسیار کارهاي و است شده مطرح [٢] در بار اولین براي

می شود تعریف زیر به صورت که کردند مطرح جابه جایی درجۀ مفهوم از تعمیمی به عنوان را زیرگروه نسبی جابه جایی

Pr(H,G) =
|{(x, y) ∈ H ×G

∣∣ xy = yx}|
|H||G|

.

کرد. مراجعه [٨ ،۵ ،٣] به می توان نمونه براي که است گرفته قرار بررسی مورد محققان از بسیاري توسط نیز زیرگروه نسبی جابه جایی درجۀ
که به گونه اي کرد مطرح هم نامتناهی گروه هاي براي را فوق مفاهیم می توان آیا که است این می رسد ذهن به طبیعی به طور که سؤال یک
را جابه جایی درجۀ [۵] در گوستافسون بار اولین سؤال، این به پاسخ در باشند؟ داشته مطابقت فوق تعاریف با متناهی حالت در مفاهیم این
ثابت گروه ها این براي را متناهی حالت مشابه خاصیت چند آن از استفاده با و کرد تعریف فشرده توپولوژیک گروه یک براي کلی تر حالت در
قرار بررسی مورد را موضوعات این مشابه، روشی به [٩] در روسو و رضایی ٢٠١١ سال در و [۴] در روسو و عرفانیان ٢٠٠٨ سال در کرد.

کردند. ثابت را متناهی حالت مشابه احکام برخی و داده
قرار بررسی مورد را آن ویژگی هاي و کرد خواهیم تعریف فشرده توپولوژیک گروه هاي براي را نسبی جابه جایی درجۀ مفهوم مقاله، این در
دید خواهیم به ویژه آمد. خواهند دست به متناهی حالت مشابه توجه، مورد خاصیت هاي و تعریف این دید خواهیم که همان طور داد. خواهیم
قبلی نتایج با متناهی گروه هاي خاص حالت در فوق نتایج است، فشرده توپولوژیک گروه یک گسسته توپولوژي با متناهی گروه هر چون که
و تعریف شیوة ولی است؛ مشابه [٩] در بیان شده نتایج با مقاله، این در به دست آمده نتایج اغلب که است ذکر به لازم دارد. مطابقت کاملاً
جهت در که پرداخت خواهیم موضوع این با ارتباط در مثال هایی ارائۀ به مقاله این در همچنین است. متفاوت موارد بسیاري در آنها برهان

بود. خواهد اثرگذار بسیار مفاهیم، شدن روشن تر

مقدماتی قضایاي و تعاریف ٢

x عضو مرکزساز گرفت. خواهند قرار استفاده مورد مقاله ۴ و ٣ بخش در که پرداخت خواهیم مقدماتی احکام و تعاریف بیان به بخش این در
شد. خواهد داده نشان |G : H| نماد با G گروه در H زیرگروه شاخص همچنین می دهیم. نشان CG(x) نماد با را G در

در .K ≤ H ≤ G به طوري که باشند G از زیرگروه هایی K و H و باشد گروه یک G کنید فرض .( [١٠] از ۵ .١. ٣ حکم ) ٢. ١ قضیه
داریم صورت این

|G : K| = |G : H||H : K|.

داریم صورت این در باشند. G از زیرگروه هایی K و H و باشد گروه یک G کنید فرض .( [١٠] از ١. ٣. ١١ حکم ) ٢. ٢ قضیه

|G : H ∩K| ≤ |G : H||G : K|,

.G = HK اگر تنها و اگر می افتد اتفاق تساوي و

چپ هار اندازة یک ،[٧] دوم فصل از ٩ و ٨ بخش هاي طبق صورت این در باشد. هاسدورف و فشرده توپولوژیک گروه Gیک کنید فرض
نرمال سازي شرط اعمال با دارد. وجود G از x عضو هر به ازاي µ(xE) = µ(E) خاصیت با بورل مجموعه هاي شامل -جبر σ روي µ
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نظر در را µ × µ حاصل ضرب اندازة G ×G فضاي روي است. G منحصربه فرد احتمال اندازة µ که کنیم فرض می توانیم µ(G) = ١
ضابطۀ با را f : G×G→ G تابع اگر حال می گیریم.

f(x, y) = xyx−١y−١,

گوستافسون [۵] در بود. خواهد اندازه پذیر نتیجه در و بسته مجموعۀ Cیک لذا Cو = f−(١)١ و است پیوسته تابعی f آنگاه کنیم، تعریف
کرد تعریف زیر به صورت G فشردة گروه براي را جابه جایی درجۀ

Pr(G) := µ× µ(C), (٢. ١)

متناهی گروه هاي مشابه احکام که داد نشان سپس گوستافسون است. (١. ١) رابطه در تعریف شده مجموعۀ همان C و هار اندازة µ آن در که
که دارد وجود فشرده غیرآبلی گروه یک جابه جایی درجۀ براي یکسانی بالاي کران که داد نشان او مثال براي هستند، برقرار گروه ها این براي

است. شده بیان بعد قضیۀ در

.Pr(G) ≤ ۵
٨ صورت این در باشد. فشرده غیرآبلی گروه یک G کنید فرض .( [۵] دو بخش از اول قضیۀ ) ٢. ٣ قضیه

خواهیم فشرده توپولوژیک گروه یک نسبی جابه جایی درجۀ تعریف به مقاله این سوم بخش در [۵] در مطرح شده مفاهیم با مشابه
مقدماتی حکم چند ادامه در دارند. وجود متناهی گروه هاي با مقایسه در گروه ها، این براي مشابهی احکام که داد خواهیم نشان و پرداخت
توپولوژیک گروه یک G گروه از منظور همواره مقاله، این ادامۀ در گرفت. خواهند قرار استفاده مورد بعد بخش هاي در که شد خواهند بیان
G گروه روي نرمال شده هار اندازة ،µ اندازة از منظور همچنین است. غیرصفر اندازة از بسته زیرگروه یک H زیرگروه و هاسدورف فشرده،

بود. خواهد

صورت این در باشد. G از زیرگروهی H و گروه یک G کنید فرض .( [٩] از ٢. ٢ لم ) ۴ .٢ لم

µ(H) =

 ١
|G:H| |G : H| <∞ اگر
٠ |G : H| = ∞ اگر

صورت این در باشد. C روي مشخصه تابع χC کنید فرض .( [۵] دوم بخش از ١ قضیه برهان ) ۵ .٢ ∫لم
G
χC(x, y)dµ(y) = µ(CG(x)).

داریم صورت این در باشد. G از زیرگروهی H و گروه یک G کنید فرض .۶ .٢ لم
µ(H)

µ(CG(x))
≤ ١
µ(CG(x))

(٢. ٢)

.G = HCG(x) اگر تنها و اگر می افتد اتفاق تساوي و

که است این با معادل (٧. ١) رابطه اثبات.

µ(H)µ(Cx(G)) ≤ µ(CH(x)), (٢. ٣)

کنیم. ثابت را فوق رابطۀ است کافی حکم اثبات براي لذا
اگر است. برقرار حکم حالت این در که است واضح و µ(CG(x)) = ٠ داریم ۴ .٢ لم توجه به با آنگاه ،|G : CG(x)| = ∞ اگر
چون طرفی از .µ(CH(x)) = ١

|G:CH(x)| و µ(H) = ١
|G:H| ،µ(CG(x)) = ١

|G:CG(x)| آنگاه ،|G : CG(x)| < ∞
داریم ٣٣. ٢ قضیه توجه به با لذا ،CH(x) = H ∩ CG(x)

|G : CH(x)| ≤ |G : H||G : CG(x)| (۴ .٢)

می دهد نتیجه که
١

|G : CH(x)|
≥ ١

|G : H|
١

|G : CG(x)|
داشته اگر تنها و اگر است برقرار تساوي (۴ .٢) رابطه در ،٣٣. ٢ قضیه توجه به با دیگر سوي از می آید. دست به حکم ۴ .٢ لم توجه به با و

می شود. کامل اثبات و G = HCG(x) اگر تنها و اگر است برقرار تساوي (٧. ١) در می دهد نتیجه که ،G = HCG(x) باشیم
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زیرمجموعه هاي بر را µH اندازة باشد. G از بورل زیرمجموعه اي D و باشد غیرصفر اندازة از G از زیرگروهی H کنید فرض .٢. ٧ تعریف
می کنیم تعریف زیر به صورت G بورل

µH(D) :=
µ(H ∩D)

µ(H)
,

خواهد µ اندازة همان µG که است واضح همچنین Hاست. روي نرمال شده هار اندازة µH که کرد مشاهده می توان به راحتی صورت این در
بود.

گرفته نظر در غیرصفر اندازة از Hهمواره زیرگروه و است ٢. ٧ تعریف در بیان شده اندازة همان µH از منظور همواره مقاله، این ادامۀ در
می شود.

µ اندازة بودن صفر با که داد نشان بتوان A مثل اندازه پذیر مجموعۀ هر براي اگر گویند، µ به نسبت پیوسته مطلقاً را ν اندازة .٢. ٨ تعریف
یعنی است، صفر نیز A روي ν اندازة ،A روي

µ(A) = ٠ ⇒ ν(A) = ٠,

می دهند. نشان ν ≪ µ به صورت را آن و

روي تعریف شده -متناهی σ اندازة دو µ و ν و باشد اندازه فضاي یک (X,Σ) کنید فرض .( ([١١] از ۶ (بخش رادون-نیکودیم ) ٢. ٩ قضیه
زیرمجموعه اي هر براي و بوده نامنفی که است موجود f مثل اندازه پذیر تابع یک آنگاه باشد، µ به نسبت پیوسته مطلقاً ν اندازة اگر باشند. آن

داریم: ،(A (مانند X از

ν(A) =

∫
A
fdµ

می دهیم. نشان dν
dµ شکل به و گوییم µ به نسبت ν رادون-نیکودیم مشتق را تابعی چنین

که معنی این به است. صفر آن ها µ اندازة که نقاطی در مگر است، تعیین و تشخیص قابل منحصربه فردي شکل به فوق قضیۀ در f تابع
.f = g داریم همه جا تقریباً کند، صدق رابطه این در که باشد دیگري تابع ،g اگر

داریم g -انتگرال پذیر µ تابع هر براي آنگاه ،ν ≪ µ ∫اگر
X
gdν =

∫
X
gfdµ.

مشتق که کرد بررسی می توان به راحتی و µH ≪ µ صورت این در باشد. ٢. ٧ تعریف در بیان شده اندازة µH کنید فرض .٢. ١٠ ملاحظه
برابر µ به نسبت µH رادون-نیکودیم

dµH
dµ

=
١

µ(H)
χH

داریم g انتگرال پذیر تابع هر به ازاي لذا است. H مشخصۀ تابع χH آن در که ∫است
X
gdµH =

∫
X

١
µ(H)

gχHdµ =
١

µ(H)

∫
X
gχHdµ. (۵ .٢)

کرد. خواهیم استفاده رابطه این به مستقیم ارجاع بدون و مکرر به صورت فوق رابطۀ از مقاله چهارم و سوم بخش احکام اثبات در

نسبی جابه جایی درجۀ ٣

و فشرده گروه یک براي µH و µ توابع از استفاده با را زیرگروه یک نسبی جابه جایی درجۀ ،[۵] در بیان شده تعریف با مشابه بخش این در
کرد. خواهیم اثبات آن براي را متناهی حالت مشابه قضایاي و احکام و کرد خواهیم تعریف آن از بسته زیرگروه یک

می کنیم تعریف زیر به صورت و داده نمایش Pr(H,G) نماد با را H زیرگروه نسبی جابه جایی درجۀ .٣. ١ تعریف

Pr(H,G) := µH × µ(C) =

∫
G×G

χC(x, y)dµH(x)dµ(y), (٣. ١)

است. C روي مشخصه تابع χC(x, y) و (١. ١) رابطه در تعریف شده مجموعۀ همان C که
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کرد تعریف زیر به صورت ،H ≤ K ≤ G که وقتی براي کلی تر حالت در می توان را زیرگروه نسبی جابه جایی درجۀ .٣. ٢ تذکر

Pr(H,K) := µH × µK(C) =

∫
G×G

χC(x, y)dµH(x)dµK(y), (٣. ٢)

است. مشاهده قابل ۵ .٣ قضیه دوم قسمت اثبات در آن برهان که بود خواهد Pr(H) همان Pr(H,H) به ویژه

داریم همواره .٣. ٣ لم

Pr(H,G) =
١

µ(H)

∫
G
µ(CH(y))dµ(y) =

١
µ(H)

∫
H
µ(CG(x))dµ(x). (٣. ٣)

داریم فوبینی، قضیۀ و H زیرگروه نسبی جابه جایی درجۀ تعریف توجه به با اثبات.

Pr(H,G) =

∫
G×G

χC(x, y)dµH(x)dµ(y)

=

∫
G

(∫
G
χC(x, y)dµH(x)

)
dµ(y)

=
١

µ(H)

∫
G

(∫
G
χC(x, y)χH(x)dµ(x)

)
dµ(y)

=
١

µ(H)

∫
G

(∫
H
χC(x, y)dµ(x)

)
dµ(y)

=
١

µ(H)

∫
G
µ(CH(y))dµ(y)

داریم تعریف از مجدد استفادة با همچنین می شود. ثابت اول تساوي و

Pr(H,G) =

∫
G×G

χC(x, y)dµH(x)dµ(y)

=

∫
G

(∫
G
χC(x, y)dµ(y)

)
dµH(x)

=

∫
G
µ(CG(x))dµH(x)

=
١

µ(H)

∫
G
µ(CG(x))χH(x)dµ(x)

=
١

µ(H)

∫
H
µ(CG(x))dµ(x)

شد. حاصل هم دوم تساوي و

،G١ = {z ∈ C
∣∣ |z| = ١} کنید فرض می دهیم. ارائه نامتناهی، فشردة گروه یک براي نسبی جابه جایی درجۀ از مثالی حال

آینده مثال هاي در است. فشرده توپولوژیک گروه یک مختلط، اعداد معمولی توپولوژي و مختلط اعداد معمولی ضرب با G١ صورت این در
کرد. خواهیم استفاده G١ گروه از همواره

قرار باشد. G روي نرمال شده هار اندازة µ که کنید فرض و است ٣ درجۀ از متقارن گروه S٣ که G = G١ × S٣ کنید فرض .۴ .٣ مثال
نسبی جابه جایی درجۀ حال .µ(H) = ١

٣ نتیجه در و |G : H| = ٣ که است واضح صورت این در .H = G١ × ⟨(١٢)⟩ می دهیم
کنید فرض می کنیم. محاسبه را H

H١ = {(g, id) | g ∈ G١}, H٢ = {(g, (١٢)) | g ∈ G١}.
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داریم (g, id) ∈ H١ براي که است واضح همچنین .µ(H١) = µ(H٢) = ١
۶ نتیجه در و |G : H١| = ۶ داریم صورت این در

داشت خواهیم لذا .CG(g, (١٢)) = H داریم (g, (١٢)) ∈ H٢ براي و CG(g, id) = G

Pr(H,G) =
١

µ(H)

∫
H
µ(CG(x))dµ(x) = ٣

(∫
H١

µ(CG(x))dµ(x) +

∫
H٢

µ(CG(x))dµ(x)

)
= ٣

(∫
H١

µ(G)dµ(x) +

∫
H٢

µ(H)dµ(x)

)
= ٣ (µ(H١) + µ(H)µ(H٢))

= ٣
(
١
۶
+

١
٣
· ١
۶

)
=

٢
٣
.

داریم صورت این در باشد. G از زیرگروهی H کنید فرض .۵ .٣ قضیه

Pr(G) ≤ Pr(H,G) ≤ Pr(H), (۴ .٣)

است. H جابه جایی درجۀ همان Pr(H) که

داریم ٣. ٣ لم از استفاده با اثبات.

Pr(H,G) =
١

µ(H)

∫
G
µ(CH(y))dµ(y)

=

∫
G

µ(CH(y))

µ(H)
dµ(y)

≥
∫
G
µ(CG(y))dµ(y) = Pr(G),

داریم ٣. ٣ لم از استفاده با که می کنیم توجه ابتدا دوم نامساوي اثبات براي است. دست آمده به  ۶ .٢ لم از استفاده با آخر رابطۀ که

Pr(H,G) =
١

µ(H)

∫
H
µ(CG(x))dµ(x)

داریم دیگر سوي از

Pr(H,H) =

∫
G

(∫
G
χC(x, y)dµH(y)

)
dµH(x)

=
١

µ(H)

∫
G

(∫
G
χC(x, y)χH(y)dµ(y)

)
dµH(x)

=
١

µ(H)

∫
G
µ(CH(x))dµH(x)

=
١

µ(H)

∫
G
µ(CH(x))

١
µ(H)

χH(x)dµ(x)

=
١

µ(H)

∫
H

µ(CH(x))

µ(H)
dµ(x)

≥ ١
µ(H)

∫
H
µ(CG(x))dµ(x) = Pr(H,G)

است). شده گرفته کار به ۶ .٢ لم دوباره آخر رابطۀ در که کنید (توجه شد ثابت هم دوم نامساوي و

باشیم داشته y ∈ G هر به ازاي اگر تنها و اگر Pr(H,G) = Pr(G) صورت این در باشد، G از زیرگروهی H کنید فرض .۶ .٣ قضیه
.G = HCG(y)

باشیم داشته y ∈ G هر به ازاي اگر تنها و اگر Pr(H,G) = Pr(G) که دید می توان ۵ .٣ قضیه اثبات توجه به با اثبات.
µ(CH(y))

µ(H)
= µ(CG(y))

باشد. برقرار y ∈ G هر به ازاي G = HCG(y) اگر تنها و اگر است برقرار تساوي این ۴ .٢ لم توجه به با و
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هر به ازاي اگر تنها و اگر است برقرار تساوي ۵ .٣ قضیه دوم نامساوي در که کرد بررسی می توان به راحتی قبل قضیۀ مشابه استدلالی با
دوم نامساوي اثبات در که است این می شود بیان H اعضاي براي فقط رابطه این اینکه دلیل و G = HCG(x) باشیم داشته x ∈ H

داشت. خواهیم را زیر قضیۀ لذا هستند. H مجموعۀ روي نهایی انتگرال هاي ۵ .٣ قضیه

باشیم داشته x ∈ H هر به ازاي اگر تنها و اگر Pr(H,G) = Pr(H) صورت این در باشد، G از Hزیرگروهی کنید فرض .٣. ٧ قضیه
.G = HCG(x)

که شد خواهند تبدیل اکید نامساوي هاي به ۵ .٣ قضیه در نامساوي ها آنگاه بگیریم، نظر در غیرنرمال زیرگروه یک را H زیرگروه اگر
آمد. خواهد ادامه در آن برهان

داریم صورت این در باشد. G از غیرنرمال زیرگروهی H کنید فرض .٣. ٨ قضیه

Pr(G) < Pr(H,G) < Pr(H). (۵ .٣)

فرض بود. خواهد G از نرمالی زیرگروه H آنگاه ،G = HCG(x) باشیم داشته x ∈ H هر به ازاي اگر که می دهیم نشان ابتدا اثبات.
چون باشد. G از دلخواه عضوي g ∈ G که کنید فرض و h ∈ H و است برقرار فوق شرط که کنید

G = HCG(x) = CG(x)H,

داریم حال .h١ ∈ H و c١ ∈ CG(h) که g = c١h١ نوشت می توان لذا

g−١hg = h−١
١ c−١

١ hc١h١ = h−١
١ hh١ ∈ H,

استدلال و ٣. ٧ و ۶ .٣ قضایاي توجه به با آنگاه باشد، برقرار تساوي ۵ .٣ قضیه در اگر حال است. G از نرمالی زیرگروه H می دهد نشان که
است. فرض خلاف که است G از نرمال زیرگروهی H که می شود نتیجه فوق

زیرگروه نسبی جابه جایی درجۀ براي بالایی کران ۴

می شوند. جابه جا G گروه اعضاي تمام با که اعضایی یعنی است؛ G گروه مرکز Z از منظور همواره بخش این در

داریم صورت این در باشد. G گروه مرکز Z و G از زیرگروهی H کنید فرض .١ .۴ قضیه

Pr(H,G) ≤ µ(H) + µ(Z ∩H)

٢µ(H)
. (١ .۴)

اگر همچنین .µ(CG(x)) = ١ نتیجه در و CG(x) = G داریم x ∈ K هر به ازاي صورت این در .K = Z ∩H دهید قرار اثبات.
داشت خواهیم ۴ .٢ لم به توجه با لذا ،|G : CG(x)| ≥ ٢ می دهد نتیجه که CG(x) < G آنگاه ،x ∈ H −K

µ(CG(x)) ≤
١
٢
.
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داریم زیرگروه نسبی جابه جایی درجۀ تعریف توجه به با حال

Pr(H,G) =
١

µ(H)

∫
H
µ(CG(x))dµ(x)

=
١

µ(H)

(∫
K
µ(CG(x))dµ(x) +

∫
H−K

µ(CG(x))dµ(x)

)
≤ ١
µ(H)

(∫
K
dµ(x) +

∫
H−K

١
٢
dµ(x)

)
=

١
µ(H)

(
µ(K) +

µ(H −K)

٢

)
=

٢µ(K) + µ(H −K)

٢µ(H)

=
µ(H) + µ(K)

٢µ(H)
.

بنابراین
Pr(H,G) ≤ µ(H) + µ(Z ∩H)

٢µ(H)
,

شد. ثابت حکم و

به دست آ مده نتایج با نتایج این آورد. دست به زیرگروه ها نسبی جابه جایی درجۀ براي بالایی کران هاي می توان فوق قضیۀ از استفاده با
است. یکسان کاملاً متناهی حالت در

داریم صورت این در باشد. آن از زیرگروهی H و غیرآبلی گروه یک G کنید فرض .٢ .۴ قضیه
Pr(H,G)؛ = ١ آنگاه ،H ⊆ Z اگر الف.

Pr(H,G)؛ ≤ ٣
۴ آنگاه ،H ̸⊆ Z اگر ب.

.Pr(H,G) ≤ ۵
٨ آنگاه باشد، غیرآبلی H و H ̸⊆ Z اگر پ.

نتیجه در و µ(CG(x)) = µ(G) = ١ داریم x ∈ H هر به ازاي آنگاه ،H ⊆ Z اگر الف. اثبات.

Pr(H,G) =
١

µ(H)

∫
H
µ(CG(x))dµ(x) =

١
µ(H)

∫
H
dµ(x) =

µ(H)

µ(H)
= ١.

بنابراین .|H : Z ∩H| ≥ ٢ می دهد نتیجه که Z ∩H < H پس H ̸⊆ Z چون ب.

|G : Z ∩H| = |G : H||H : Z ∩H| ≥ ٢|G : H|,

می دهد نتیجه ۴ .٢ لم توجه به با که
µ(Z ∩H) ≤ ١

٢
µ(H).

داشت خواهیم ١ .۴ قضیه بردن به کار با حال

Pr(H,G) ≤ µ(H) + µ(Z ∩H)

٢µ(H)
≤
µ(H) + ١

٢µ(H)

٢µ(H)
=

٣
۴
.

داشت خواهیم ۵ .٣ قضیه توجه به با بنابراین ،Pr(H) ≤ ۵
٨ داریم ٢. ٣ قضیه از لذا است؛ غیرآبلی H چون پ.

Pr(H,G) ≤ Pr(H) ≤ ۵
٨
.
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گروه مولدهاي براي که کنید (توجه است b و a مولدهاي با ١٠ مرتبۀ از دووجهی گروه D٨ که G = G١ ×D٨ کنید فرض .٣ .۴ مثال
در H = G١ × ⟨a⟩ به صورت را G از H زیرگروه باشد. G روي نرمال شده هار اندازة µ که کنید فرض و ( a۴ = b٢ = ١ داریم D٨

کنید فرض .µ(H) = ١
٢ داشت خواهیم لذا و |G : H| = ٢ که است واضح می گیریم. نظر

H١ = {(g, x) | g ∈ G١, x ∈ {١, a٢}}, H٢ = {(g, y) | g ∈ G١, y ∈ {a, a٣}}.

براي لذا Z(D٨) = {١, a٢} چون همچنین .µ(H١) = µ(H٢) = ١
۴ نتیجه در و |G : H١| = ۴ داریم صورت این در

بنابراین .CG(g, y) = H داریم (g, y) ∈ H٢ براي و CG(g, x) = G داریم (g, x) ∈ H١

Pr(H,G) =
١

µ(H)

∫
H
µ(CG(x))dµ(x) = ٢

(∫
H١

µ(CG(x))dµ(x) +

∫
H٢

µ(CG(x))dµ(x)

)
= ٢

(∫
H١

µ(G)dµ(x) +

∫
H٢

µ(H)dµ(x)

)
= ٢ (µ(H١) + µ(H)µ(H٢))

= ٢
(
١
۴
+

١
٢
· ١
۴

)
=

٣
۴
.

گروه اینجا (در است. ٢ مرتبۀ از دوري گروه C٢ و ٨ مرتبۀ از کواترنیون گروه Q٨ آن در که G٢ = Q٨ × C٢ دهید قرار .۴ .۴ مثال
را G از H زیرگروه و G = G١ × G٢ می دهیم قرار حال گرفته ایم). نظر در Q٨ = {±١,±i,±j,±k} به صورت را کواترنیون

کنید فرض .µ(H) = ١
٢ داشت خواهیم لذا و |G : H| = ٢ که است واضح می گیریم. نظر در H = G١ ×Q٨ به صورت

H١ = {(g, x) | g ∈ G١, x ∈ {١−,١}}, H٢ = {(g, y) | g ∈ G١, y ∈ {±i,±j,±k}}.

اگر و CG(g, x) = G آنگاه ،(g, x) ∈ H١ اگر .µ(H١) = ١
٨ می دهد نتیجه که |G : H١| = ٨ داریم صورت این در

داشت خواهیم (g, y) ∈ H٢ براي لذا است؛ ۴ برابر ⟨y⟩ مرتبۀ چون .CG(g, y) = G١ × (⟨y⟩ ×C٢) داریم آنگاه ،(g, y) ∈ H٢

می شود حاصل زیر به صورت H زیرگروه نسبی جابه جایی درجۀ لذا .µ(CG(g, y)) =
١
٢

Pr(H,G) =
١

µ(H)

∫
H
µ(CG(x))dµ(x) = ٢

(∫
H١

µ(CG(x))dµ(x) +

∫
H٢

µ(CG(x))dµ(x)

)
= ٢

(∫
H١

µ(G)dµ(x) +

∫
H٢

١
٢
dµ(x)

)
= ٢

(
µ(H١) +

١
٢
µ(H٢)

)
= ٢

(
١
٨
+

١
٢
· ۶
١۶

)
=

۵
٨
.

بیان شده، کران هاي لذا و داد خواهند رخ واقعاً ٢ .۴ قضیه در بیان شده بالاي کران هاي که می دهند نشان ۴ .۴ و ٣ .۴ مثال هاي .۵ .۴ ملاحظه
هستند. ممکن کران هاي بهترین

اتفاق آنها براي نسبی جابه جایی درجۀ بالاي کران هاي که فشرده اي گروه هاي مورد در ساختاري قضیۀ یک به مقاله این قضیۀ آخرین
هستند. برقرار مشابهی کاملاً نتایج هم متناهی حالت در که است ذکر شایان دارد. اختصاص می افتد،

داریم صورت این در باشد. G از زیرگروهی H کنید فرض .۶ .۴ قضیه
. H
Z∩H

∼= Z٢ آنگاه ،Pr(H,G) = ٣
۴ اگر الف.

. H
Z∩H

∼= Z٢ × Z٢ آنگاه باشد، غیرآبلی H و Pr(H,G) = ۵
٨ اگر ب.

داریم ١ .۴ قضیه توجه به با صورت این در .Pr(H,G) = ٣
۴ کنید فرض الف. اثبات.

٣
۴
≤ µ(H) + µ(Z ∩H)

٢µ(H)

می دهد نتیجه که Z ∩H = H آنگاه ، |G:Z∩H|
|G:H| = ١ اگر . |G:Z∩H|

|G:H| ≤ ٢ داریم ۴ .٢ لم از لذا . µ(H)
µ(Z∩H) ≤ ٢ می دهد نتیجه که

خواهیم لذا ،| H
Z∩H | = ٢ نتیجه در و |G:Z∩H|

|G:H| = ٢ بنابراین است؛ فرض با متناقض که Pr(H,G) = ١ نتیجه در و H ⊆ Z
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. H
Z∩H

∼= Z٢ داشت
. |G:Z∩H|

|G:H| ≤ ۴ می دهد نتیجه که µ(H)
µ(Z∩H) ≤ ۴ داریم قبل حالت استدلال مشابه صورت این در .Pr(H,G) = ۵

٨ کنید فرض ب.
است غیردوري H

Z∩H چون و | H
Z∩H | = ۴ پس است. فرض خلاف که است Hآبلی آنگاه باشد، دوري H

Z∩H اگر .| H
Z∩H | ≤ ۴ بنابراین

. H
Z∩H

∼= Z٢ × Z٢ لذا

قدردانی ۵

جهت در را سازنده اي و مفید بسیار نظرات و نموده مطالعه را مقاله خود، ارزشمند وقت صرف با که گرامی داوران از که می دانم خود وظیفۀ
باشم. داشته را قدردانی و تشکر کمال نمودند، بیان مقاله بهبود
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Extended Abstract

Introduction

Let g be a function in L2(R) and a, b be two positive constants. The collection {EmbTnag}m,n∈Z where
Embf(x) = e2πimbxf(x) and Tnaf(x) = f(x−na) is called a Gabor frame in L2(R) if it is a frame for
the Hilbert space L2(R).
Gabor frames, introduced by D. Gabor in 1946 (see [7]), have been extensively studied. One of the most
important results for Gabor frames is the Ron-Shen duality principle that precisely characterizes Gabor
frames. It states that for every g ∈ L2(R) and a, b > 0 with ab ≤ 1, {EmbTnag}m,n∈Z is a frame with
bounds A,B for L2(R) if and only if { 1√

ab
Em

a
Tn

b
g}m,n∈Z is a Riesz sequence with bounds A,B.

For a generalization of the duality principle from Gabor frames to abstract frame theory, the concept of
R-duality with respect to orthonormal bases was defined as follows (see [10]):
Let (ej)j∈N and (hi)i∈N be orthonormal bases for a separable Hilbert space H. Let (fi)i∈N be a sequence
such that for every j ∈ N,

∑
i∈N |⟨fi, ej⟩|2 <∞ and

ωf
j :=

∑
i∈N

⟨fi, ej⟩hi.

The sequence (ωf
j )j∈N is called the R-dual sequence of (fi)i∈N with respect to (ej)j∈N and (hi)i∈N.

Conclusion

The main results of this paper are:

Theorem 5.1. Assume that I is a subset of N. Let (ej)j∈I and (hi)i∈I be Riesz bases in H and (fi)i∈I

be a sequence such that
∑

i∈I |⟨fi, ej⟩|2 <∞, for every j ∈ I. Then, the following statements hold:

1. For every i ∈ I
fi =

∑
j∈I

⟨ωf
j , h̃i⟩ẽj ,

where (ẽj)j∈I and (h̃i)i∈I are the canonical dual frames of (ej)j∈I and (hi)i∈I , respectively.

2. (fi)i∈I is the R-dual sequence of (ωf
j )j∈I with respect to (h̃i)i∈I and (ẽj)j∈I .

Theorem 5.2. Let (fi)i∈I be a Bessel sequence with Bessel boundA, (hi)i∈I and (ej)j∈I be Riesz bases
inH andM be defined as

M : H → H

M(f) =
∑
i∈I

⟨fi, f⟩hi.

If (ωf
j )j∈I is the R-dual of (fi)i∈I with respect to (hi)i∈I and (ej)j∈I , then (ωf

j )j∈I is a Bessel sequence
inH. Moreover, the following statements are equivalent:

1. R(M) is closed andM is injective.

١۴



2. M is bounded below.

3. (fi)i∈I is a frame inH.

Theorem 5.3. Let (fi)i∈I be a Bessel sequence inH and let (hi)i∈I be a Riesz basis inH. LetM be

M : H → H

M(f) =
∑
i∈I

⟨fi, f⟩hi.

ThenM : H → H is an invertible anti-linear map if and only if (fi)i∈I is a Riesz basis inH.

Theorem 5.4. Let F = (fi)i∈I and G = (gi)i∈I be frames inH and (hi)i∈I and (ej)j∈I be Riesz bases
forH. Suppose that

M1(f) =
∑
i∈I

⟨fi, f⟩hi, M2(f) =
∑
i∈I

⟨gi, f⟩h̃i,

and
SF ,G(f) =

∑
i∈I

⟨f, fi⟩gi.

Then the following statements are equivalent:

1. F = (fi)i∈I is an alternate dual frame of G = (gi)i∈I .

2. SF ,G = SG,F = IdH.

3. ⟨M1(ej),M2(ẽk)⟩ = δjk for every j, k ∈ I.

١۵
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مقدمه ۶

آن در که {EmbTnag}m,n∈Z خانوادة صورت، این در باشند. مثبت عدد دو a, b و L٢(R) در تابع یک g کنیم فرض
هیلبرت فضاي براي قاب یک آن اگر می شود نامیده گابور قاب یک Tnaf(x) = f(x − na) و Embf(x) = e٢πimbxf(x)

باشد. L٢(R)
مراجع نمونه براي گرفتند، قرار مطالعه مورد وسیع به طور و شدند معرفی [٧] مرجع در ١ گابور توسط ١٩۴۶ سال در گابور قاب هاي

کنید. مشاهده را [٨ ،٧]
را گابور قاب هاي دقیقاً که کنید) ملاحظه را [٩] (مرجع است ٢ شن رن- دوگانی اصل گابور، قاب هاي مورد در مهم نتایج از یکی
قاب یک {EmbTnag}m,n∈Z صورت این در ،ab ≤ ١ با a, b > ٠ ،g ∈ L٢(R) اگر که می کند بیان واقع، در می کند. ساختارسازي

باشد. A,B کران هاي با ریس دنبالۀ یک { ١√
ab
Em

a
Tn

b
g}m,n∈Z اگر فقط و اگر است L٢(R) براي A,B کران هاي با

متعامدیکه پایه هاي به نسبت R-دوگان یک مفهوم ،H هیلبرت فضاي در قاب ها به L٢(R) در گابور قاب هاي از اصل این تعمیم براي
شد. معرفی [۵] در

H در دنباله یک {fi}i∈N کنیم فرض همچنین Hباشند. هیلبرت فضاي براي متعامدیکه پایه هاي {hi}i∈N و {ej}j∈N کنیم فرض
،ωf

j :=
∑

i∈N⟨fi, ej⟩hi می کنیم تعریف صورت این در .∑i∈N |⟨fi, ej⟩|٢ <∞ باشیم داشته ،j ∈ N هر به ازاي به طوري که باشد
می شود. نامیده {hi}i∈N و {ej}j∈N متعامد یکه پایه هاي به نسبت {fi}i∈N R-دوگان یک {ωf

j }j∈N دنبالۀ و
کنید. ملاحظه را [۴] و [٣] ،[٢] ،[۵] مقالات است، گرفته قرار توجه مورد زیادي مقالات در متعامدیکه پایه هاي به نسبت R-دوگانی مفهوم

می آیند. دست به آن ها خواص از برخی و می گیرند قرار مطالعه و بررسی مورد ریس پایه هاي به نسبت R-دوگان ها مقاله، این در

اصلی نتایج ٧

است. شده ارائه [١٠] مرجع در مفهوم این می کنیم. آغاز ریس پایه هاي به نسبت R-دوگان یک مفهوم با را بخش این

براي به طوري که باشد H در دنباله اي {fi}i∈I کنیم فرض باشند. H براي ریس پایۀ دو {hi}i∈I و {ej}j∈I کنیم فرض .٧. ١ تعریف
براي R-دوگان یک را (ωf

j )j∈I دنبالۀ ،ωf
j :=

∑
i∈I⟨fi, ej⟩hi براي صورت، این در .∑i∈I |⟨fi, ej⟩|٢ < ∞ ،j ∈ I هر

می نامیم. {hi}i∈I و {ej}j∈I به نسبت {fi}i∈I

در مطالب ارائۀ براي .∑i∈I |⟨fi, ej⟩|٢ < ∞ داریم ،j ∈ I هر براي آن گاه باشد، بسل دنبالۀ یک {fi}i∈I اگر که کنید دقت
هستیم. مزدوج-خطی عملگر یک تعریف نیازمند مقاله، این

این در باشد. ٠ < B١ ≤ B٢ < ∞ کران هاي با ریس یک پایۀ {hi}i∈I و A کران با H در بسل دنبالۀ یک {fi}i∈I کنیم فرض
به صورت را M : H → H مزدوج-خطی عملگر صورت،

M(f) =
∑
i∈I

⟨fi, f⟩hi (٧. ١)

داریم f ∈ H هر براي زیرا است، کران دار و خوش تعریف عملگر این می کنیم. تعریف

∥M(f)∥٢ =

∥∥∥∥∥∑
i∈I

⟨fi, f⟩hi

∥∥∥∥∥
٢

≤ B٢
∑
i∈I

|⟨fi, f⟩|٢ ≤ AB٢∥f∥٢

لذا
∥M∥ ≤

√
AB٢.

است زیر به صورت مزدوج-خطی عملگر یک M∗ یعنی M الحاقی

⟨M∗(f), g⟩ = ⟨M(g), f⟩
1Gabor
2Ron-Shen
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داریم: f, g ∈ H هر براي بنابراین کنید). ملاحظه را [۶] (مرجع

⟨M∗f, g⟩ = ⟨Mg, f⟩ =

⟨∑
i∈I

⟨fi, g⟩hi, f

⟩

=
∑
i∈I

⟨hi, f⟩⟨fi, g⟩ =

⟨∑
i∈I

⟨hi, f⟩fi, g

⟩
,

بنابراین
M∗f =

∑
i∈I

⟨hi, f⟩fi.

عملگر M اگر صورت، این در باشند. H براي ریس پایۀ دو {hi}i∈I و {ej}j∈I بسل، دنبالۀ یک {fi}i∈I کنیم فرض .٧. ٢ ملاحظه
{fi}i∈I R-دوگان یک {M(ej)}j∈I پس ωf

j = M(ej) لذا ،M(ej) =
∑

i∈I⟨fi, ej⟩hi آن گاه باشد، (٧. ١) در تعریف شده
است. {hi}i∈I و {ej}j∈I به نسبت

(مراجع دهد نمایش ریس پایه هاي به نسبت R-دوگانش یک برحسب را {fi}i∈I که می کنیم معرفی را الگوریتمی زیر، قضیۀ در
کنید). ملاحظه را [١٢ ،۵]

j ∈ I هر براي به طوري که باشد H در دنباله اي {fi}i∈I و باشند H براي ریس پایۀ دو {hi}i∈I و {ej}j∈I کنیم فرض .٧. ٣ قضیه
هستند: برقرار زیر شرایط صورت، این در .∑i∈I |⟨fi, ej⟩|٢ <∞ باشیم داشته

داریم: i ∈ I هر براي (الف)
fi =

∑
j∈I

⟨ωf
j , h̃i⟩ẽj ,

هستند. {hi}i∈I و {ej}j∈I کانونی دوگان هاي به ترتیب {h̃i}i∈I و {ẽj}j∈I آن، در که

است. {ẽj}j∈I و {h̃i}i∈I به نسبت {ωf
j }j∈I R-دوگان یک {fi}i∈I (ب)

.⟨ωf
j , h̃i⟩ = ⟨fi, ej⟩ داریم لذا ⟨hi, h̃j⟩ = δi,j ،i, j ∈ I هر براي پس است، ریس یک پایۀ {hi}i∈I چون (الف) اثبات.

داریم i ∈ I هر براي بنابراین،
fi =

∑
j∈I

⟨fi, ej⟩ẽj =
∑
j∈I

⟨ωf
j , h̃i⟩ẽj .

قسمت از استفاده با نتیجه اکنون .∑j∈I |⟨ω
f
j , h̃i⟩|٢ < ∞ پس ،⟨ωf

j , h̃i⟩ = ⟨fi, ej⟩ داریم i, j ∈ I هر براي چون (ب)
می آید. دست به (الف)

عملگر را M و باشند H براي ریس پایۀ دو {ej}j∈I و {hi}i∈I باشد، A کران با بسل دنبالۀ  یک {fi}i∈I کنیم فرض .۴ .٧ قضیه
این در باشد. {ej}j∈I و {hi}i∈I به نسبت {fi}i∈I R-دوگان یک {ωf

j }j∈I کنیم فرض می گیریم. نظر در (٧. ١) در تعریف شده
هستند. معادل زیر گزاره هاي این، علاوه بر است. H در بسل دنبالۀ یک {ωf

j }j∈I صورت،

است. یک به یک M و است بسته ( M (برد R(M) (١)

است. کران دار پایین از M (٢)

است. H براي قاب یک {fi}i∈I (٣)



١٩ هیلبرت فضاهاي در R-دوگان ها درمورد نتایجی

کران هاي به ترتیب ٠ < C١ ≤ C٢ < ∞ و ٠ < B١ ≤ B٢ < ∞ و باشد (٧. ١) در تعریف شده عملگر M کنیم فرض اثبات.
داریم: f ∈ H هر به ازاي صورت، این در باشند. {hi}i∈I و {ej}j∈I∑

j∈I
|⟨ωf

j , f⟩|
٢ =

∑
j∈I

|⟨M(ej), f⟩|٢ =
∑
j∈I

|⟨M∗(f), ej⟩|٢ ≤ B٢∥M∗(f)∥٢

= B٢

∥∥∥∥∥∑
i∈I

⟨hi, f⟩fi

∥∥∥∥∥
٢

≤ AB٢
∑
i∈I

|⟨hi, f⟩|٢ ≤ AB٢C٢∥f∥٢.

است. H براي بسل دنبالۀ یک {ωf
j }j∈I بنابراین

به صورت را M : H → H خطی عملگر باشد. H براي متعامد یکه یک پایۀ {εi}i∈I کنیم فرض .(٢) ⇐ (١)
و است بسته R(M) چون می کنیم. تعریف ،α ∈ C و ،M(εi) =

∑
j∈I⟨εi, fj⟩hj آن در که ،M(αεi) = αM(εi)

به صورت را M ′ اگر اکنون است. M ′ مانند چپی وارون داراي لذا است، بسته برد با یک به یک عملگر یک M پس است، یک به یک M
لذا است، M چپ وارون یک M ′ که می آید دست به به سادگی آن گاه کنیم، تعریف M ′(αεi) = αM ′(εi) ،M ′ : R(M) → H

می آید. دست به (٢) و است کران دار پایین از M
است. واضح (١) ⇐ (٢) استلزام

اعداد لذا باشد؛ کران دار پایین از M کنیم فرض و باشند {hi}i∈I ریس کران هاي ٠ < C١ ≤ C٢ < ∞ کنیم فرض .(٣) ⇐ (٢)
داریم: f ∈ H هر براي به طوري که موجودند A٢ و A١ مثبت

A١∥f∥٢ ≤ ∥M(f)∥٢ ≤ A٢∥f∥٢,

∑لذا
i∈I

|⟨f, fi⟩|٢ ≥
١
C٢

∥∥∥∥∥∑
i∈I

⟨fi, f⟩hi

∥∥∥∥∥
٢

=
١
C٢

∥M(f)∥٢ ≥ A١

C٢
∥f∥٢.

می آید. دست به (٣) و است قاب یک {fi}i∈I که می گیریم نتیجه است، بسل دنبالۀ یک {fi}i∈I چون اکنون
ریس کران هاي ٠ < C١ ≤ C٢ < ∞ و باشد ٠ < A١ ≤ A٢ < ∞ کران هاي با قاب یک {fi}i∈I کنیم فرض .(٢) ⇐ (٣)

داریم: f ∈ H هر براي صورت، این در باشند. {hi}i∈I

∥M(f)∥٢ =

∥∥∥∥∥∑
i∈I

⟨fi, f⟩hi

∥∥∥∥∥
٢

≤ C٢
∑
i∈I

|⟨fi, f⟩|٢ ≤ A٢C٢∥f∥٢.

می شود. حاصل (٢) و ∥M(f)∥٢ ≥ A١C١∥f∥٢ که آورد دست به می توان مشابه به طور

می شود. ارائه ریس پایه هاي براي ساختارسازي یک ،M مزدوج-خطی عملگر از استفاده با زیر، قضیۀ در

مزدوج-خطی عملگر صورت، این در باشد. H براي ریس یک پایۀ {hi}i∈I و بسل دنبالۀ یک {fi}i∈I کنیم فرض .۵ .٧ قضیه
باشد. ریس پایۀ یک  {fi}i∈I اگر فقط و اگر است وارون پذیر ( (٧. ١) در (تعریف شده M : H → H

بسته R(M) و است یک به یک M ،٢٠. ٢ قضیه بنابر و است قاب یک {fi}i∈I لذا باشد، ریس یک پایۀ {fi}i∈I کنیم فرض اثبات.
هر براي لذا ،⟨fi, f̃j⟩ = δij داریم i, j ∈ I هر براي است، ریس یک پایۀ {fi}i∈I چون است. پوشا M می دهیم نشان اکنون است.

داشت: خواهیم j ∈ I

hj =
∑
i∈I

⟨fi, f̃j⟩hi =M(f̃j) ∈ R(M).

است، Mپوشا که می گیریم نتیجه است، بسته H R(M)در و است H براي ریس یک پایۀ {hi}i∈I که نکته این گرفتن نظر در با حال،
است. وارون پذیر M لذا

داریم: f ∈ H هر براي صورت، این در باشند. {hi}i∈I ریس کران هاي ٠ < A١ ≤ A٢ <∞ و وارون پذیر M کنیم فرض برعکس،

∑
i∈I

|⟨fi, f⟩|٢ ≥
١
A٢

∥∥∥∥∥∑
i∈I

⟨fi, f⟩hi

∥∥∥∥∥
٢

=
١
A٢

∥M(f)∥٢ ≥ ١
A٢

١
∥M−٢∥١

∥f∥٢.
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به طوري که {ci}i∈I ∈ ℓ٢(I) اگر که دهیم نشان است کافی برهان، کامل کردن براي است. H براي قاب یک {fi}i∈I بنابراین،
داریم i ∈ I هر به ازاي پس ،M∗(f) =

∑
j∈I⟨hj , f⟩fj چون .ci = ٠ داریم i ∈ I هر به ازاي آن گاه ،∑i∈I cifi = ٠

پس است پیوسته M∗ چون و fi =M∗(h̃i)∑
i∈I

cifi =M∗

(∑
i∈I

cih̃i

)
= ٠.

هر به ازاي است، ریس یک پایۀ {h̃i}i∈I چون و ∑i∈I cih̃i = ٠ داشت خواهیم لذا است، یک به یک M∗ است، پوشا M چون اما
می شود. ثابت حکم و ci = ٠ داریم i ∈ I

ریس پایۀ دو به نسبت {S−١fi}i∈I R-دوگان یک {ω∗
j }j∈I اگر باشد. S عملگر با قاب یک {fi}i∈I کنیم فرض .۶ .٧ ملاحظه

داریم: j, k ∈ I هر براي آن گاه باشد، {h̃i}i∈I و {ẽj}j∈I

⟨ωf
j , ω

∗
k⟩ =

⟨∑
i∈I

⟨fi, ej⟩hi,
∑
l∈I

⟨S−١fl, ẽk⟩h̃l

⟩
=

∑
i∈I

⟨fi, ej⟩⟨ẽk, S−١fi⟩

=

⟨
ẽk,
∑
i∈I

⟨ej , fi⟩S−١fi

⟩
= ⟨ẽk, ej⟩ = δjk.

مجرد قاب هاي نظریۀ در [١١] ١ راز وِکسلِر- دومتعامدي روابط به عنوان می توان است، فوق نکتۀ از تعمیمی واقع در که را زیر قضیۀ
دانست.

فرض همچنین باشند. H براي ریس پایۀ دو {ej}j∈I ، {hi}i∈I و قاب دو G = {gi}i∈I و F = {fi}i∈I کنیم فرض .٧. ٧ قضیه
شوند: تعریف زیر به صورت H روي SF ,G و M٢ ،M١ می کنیم

M١(f) =
∑
i∈I

⟨fi, f⟩hi, M٢(f) =
∑
i∈I

⟨gi, f⟩h̃i, SF ,G(f) =
∑
i∈I

⟨f, fi⟩gi,

هستند: معادل زیر گزاره هاي صورت این در

است. G براي دوگان یک F (١)

.SF ,G = SG,F = IdH (٢)

.⟨M١(ej),M٢(ẽk)⟩ = δjk داریم j, k ∈ I هر براي (٣)

است. واضح (٢) و (١) ارزي هم قاب، یک دوگان تعریف به توجه با اثبات.
داریم هستند، دومتعامد {h̃i}i∈I و {hi}i∈I اینکه گرفتن نظر در با و SF ,G = SG,F = IdH چون .(٣) ⇐ (٢)

⟨M١(f),M٢(g)⟩ = ⟨g, f⟩.

لذا
⟨M١(ej),M٢(ẽk)⟩ = ⟨ẽk, ej⟩ = δjk.

داریم، x, y ∈ H هر براي ،SG,F و M٢ ،M١ تعریف به توجه با باشد. برقرار (٣) کنیم فرض .(٢) ⇐ (٣)

⟨M١(x),M٢(y)⟩ = ⟨SG,F (y), x⟩.
1Wexler-Raz
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می شود: حاصل زیر تساوي فرض، از استفاده با اینک،

δjk = ⟨ẽk, ej⟩ = ⟨ej , ẽk⟩ = ⟨M١(ej),M٢(ẽk)⟩ = ⟨SG,F (ẽk), ej⟩.

داشت خواهیم است، H در کامل دنبالۀ یک {ẽj}j∈I و کران دار عملگر یک SG,F چون حال .(k ∈ I هر (براي SG,F (ẽk) = ẽk پس
می شود. حاصل نیز SF ,G = IdH تساوي مشابه، اثباتی با .SG,F = IdH

است. فوق قضیۀ از خاصی حالت [۵] در ٣ قضیه که است ذکر به لازم
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Extended Abstract

Introduction

Hilbert space frames were originally introduced by Duffin and Schaeffer to deal with some problems
in non-harmonic Fourier analysis [8], [7]. Frames can be viewed as redundant bases which are gener-
alizations of Riesz bases [3], [4], [5], [6], [2], [12], [13],[17]. This redundancy property sometimes is
extremely important in some applications such as signal and image processing, data compression, and
sampling theory.

In recent years, many mathematicians get significant results by extending the theory of frames from
Hilbert spaces to HilbertC∗-modules. HilbertC∗-modules are generalizations of Hilbert spaces by allow-
ing the inner product to take values in a C∗-algebra rather than in the field of real or complex numbers.
They were introduced and investigated initially by Kaplansky (see also [11, 15]). Frank and Larson
[9] introduced the concept of frames in finitely or countably generated Hilbert C∗-modules over a uni-
tal C∗-algebra. The second author and B. Khosravi in [12] introduced modular Riesz bases in Hilbert
C∗-modules and showed that they share many properties with Riesz bases in Hilbert spaces. Frames in
Hilbert C∗-modules are called Hilbert C∗-modular frames or just simply modular frames. Recently, Be-
mrose, Casazza, Grochenig, Lammers, and Lynch in [3] (see also [5], [14], [18]) introduced the concept
of weaving frames which is motivated by a problem regarding distributed signal processing.

Let {fi}i∈I and {gi}i∈I be two frames for a Hilbert space H . {{fi}i∈I , {gi}i∈I} is said to be woven
if there are universal constants A and B so that for every subset σ of I , the family {fi}i∈σ

∪
{gi}i∈σc , is

a frame for H with lower and upper frame bounds A and B, respectively. The family {fi}i∈σ
∪
{gi}i∈σc

is called a weaving, for more details see [5]. {{fi}i∈I , {gi}i∈I} is called partition-woven, or simply
P-woven, if there exists a nonempty proper subset σ of I such that {fi}i∈σ

∪
{gi}i∈σc is a frame (see

[5]).

Conclusion

In this paper, the following definitions are stated:

Definition 7.8. A pre-Hilbert A-module is a left A-module H equipped with an A-valued inner product
⟨., .⟩ : H ×H −→ A, such that
(i) ⟨x, x⟩ ≥ 0 for all x ∈ H and ⟨x, x⟩ = 0 if and only if x = 0,
(ii)⟨x, y⟩ = ⟨y, x⟩∗ for all x, y ∈ H ,
(iii) ⟨ax+ y, z⟩ = a⟨x, z⟩+ ⟨y, z⟩ for all a ∈ A and x, y, z ∈ H .

Definition 7.9. Let A be a unital C∗-algebra. A sequence {xi : i ∈ I} in H is called a frame for H , if
there exist two constants 0 < C ≤ D <∞ such that

C|x|2 ≤
∑
i∈I

|⟨x, xi⟩|2 ≤ D|x|2,

for every x ∈ H, it is called a tight frame if C = D, is called a Parseval frame if C = D = 1 and is
called a Bessel sequence, if the right-hand side inequality is required.
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Definition 7.10. (i) A frame {xi : i ∈ I} for H is called a Riesz basis if xi ̸= 0 for each i ∈ I and∑
i∈S aixi = 0 for coefficients {ai : i ∈ S} ⊆ A,S ⊆ I, implies that aixi = 0 for each i ∈ S.

(ii) Let {xi : i ∈ I} ⊆ H be a sequence in H. We say that {xi : i ∈ I} is a modular Riesz basis, if
there exists an invertible U ∈ B(ℓ2I(A),H) such that for every {ai : i ∈ I} in ℓ2I(A), U(

∑
i∈I aiei) =∑

i∈I aixi, where {ei : i ∈ I} is the standard orthonormal basis of ℓ2I(A).

Definition 7.11. A sequence {xi : i ∈ I} in H which is a frame for its closed A-linear hull is called a
frame sequence. If every subsequence of {xi : i ∈ I} is a frame sequence, we say that the frame has the
subframe property. If {xi : i ∈ I} is a frame for H with the subframe property and additionally there
are uniform upper and lower frame bounds for all subsequences of the frame, then we call {xi : i ∈ I}
a Riesz frame.

Definition 7.12. A family {xji : i ∈ I} for j = 1, 2, ...,m of frames in H is called woven, if there exist
constantsC,D > 0 such that for every partitionP = {σ1, σ2, ..., σm} of I, {xji : i ∈ σj , j = 1, 2, ...,m}
is a frame with bounds C,D. Each family {xji : i ∈ σj , j = 1, 2, ...,m} is called a weaving.

Definition 7.13. (i) A family {xji : i ∈ I}, j = 1, 2, ...,m of Bessel sequences inH is called a P-woven
frame, if there exists a partition P = {σ1, σ2, ..., σm} of I such that {xji : i ∈ σj , j = 1, 2, ...,m} is a
frame for H.
(ii) A family {xji : i ∈ I} for j = 1, 2, ...,m of Bessel sequences in H is CP-woven, if there exists
a partition P = {σ1, σ2, ..., σm} of I such that for each permutation (λ1, λ2, ..., λm) of {1, 2, ...,m},
{xji : i ∈ σλj

, j = 1, 2, ...,m} is a frame for H.

Also, the next theorems and propositions are presented:

Theorem 7.14. Let {xi = Uei : i ∈ I} be a modular Riesz basis. Then
(i) {xi : i ∈ I} is a frame with synthesis operator U and with a unique dual frame {(U∗)−1(ei) : i ∈ I},
which is a modular Riesz basis.
(ii) If

∑
i∈I aixi = 0, for some {ai : i ∈ I} ⊆ A, then ai = 0 for each i ∈ I .

(iii) If
∑

i∈I aixi converges for some {ai : i ∈ I} ⊆ A, then {ai : i ∈ I} ∈ ℓ2I(A).
(iv) There exist 0 < A ≤ B <∞ such that for every {ai : i ∈ I} ∈ ℓ2I(A),

A

∥∥∥∥∥∑
i∈I

|ai|2
∥∥∥∥∥ ≤

∥∥∥∥∥∑
i∈I

aixi

∥∥∥∥∥
2

≤ B

∥∥∥∥∥∑
i∈I

|ai|2
∥∥∥∥∥ .

Theorem 7.15. Let {xi : i ∈ I} be a frame for H with analysis operator T : H → ℓ2I(A). Then the
following are equivalent:
(i) {xi : i ∈ I} is a modular Riesz basis.
(ii) T ∗ : ℓ2I(A) → H is one to one.
(iii) {xi : i ∈ I} has a unique dual frame.
(iv) There exist positive constants A,B such that for every {ai : i ∈ I} in ℓ2I(A),

A

∥∥∥∥∥∑
i∈I

|ai|2
∥∥∥∥∥ ≤

∥∥∥∥∥∑
i∈I

aixi

∥∥∥∥∥
2

≤ B

∥∥∥∥∥∑
i∈I

|ai|2
∥∥∥∥∥ .

Proposition 7.16. Every modular Riesz basis has the subframe property.
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Proposition 7.17. Let {xji : i ∈ I} for j = 1, 2, ...,m be a woven frame for H and Q ∈ B(H) be
surjective. Then {Qxji : i ∈ I} for j = 1, 2, ...,m is a woven frame.

Theorem 7.18. Let {xji : i ∈ I} for j = 1, 2, ...,m be a woven frame with bounds C,D. Suppose that
J ⊆ I for which there exist a constant 0 < E < C and a partition P = {σ′

1, σ
′
2, ..., σ

′
m} of J such that

for every x ∈ H

m∑
j=1

∑
i∈σ′

j

| ⟨x, xji ⟩ |
2≤ E | x |2 .

Then {xji : i ∈ I \ J} for j = 1, 2, ...,m is a woven frame for H.

Theorem 7.19. Let {xji : i ∈ I} be a frame with bounds Cj , Dj for each j = 1, 2, ...,m such that there
exist a constant 0 < E <

∑m
j=1Cj and a partition P = {σ1, σ2, ..., σm} of I such that

m∑
j=1

∑
i∈σc

j

| ⟨x, xji ⟩ |
2≤ E | x |2 (x ∈ H).

Then {xji : i ∈ I} for j = 1, 2, ...,m is a P-woven frame.

Theorem 7.20. Let {xji : i ∈ I} be a frame for H with frame operator Sj for each j = 1, 2, ...,m.

Assume that there exist a constant 0 < E < m and a partition P = {σ1, σ2, ..., σm} of I such that

m∑
j=1

∑
i∈σc

j

| ⟨x, S− 1
2

j xji ⟩ |
2≤ E | x |2,

for every x ∈ H. Then the family {S− 1
2

j xji : i ∈ I}, j = 1, 2, ...,m is a P-woven frame for H .
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کاربردها و اندازه جبرهاي
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چکیده مقاله اطلاعات

-C∗ در مدولار ریس پایۀ و ریس پایۀ قاب ها، مقاله، این در
نشان می دهیم. قرار مطالعه مورد را هیلبرت مدول هاي
فضاي یک از ریس پایه هاي خواص از برخی که داد خواهیم
سپس هستند. انتقال قابل مدولار ریس پایه هاي به هیلبرت
قاب هاي و درهم تنیده −P قاب هاي درهم تنیده، قاب هاي
مطالعه مورد هیلبرت مدول هاي -C∗ در درهم تنیده -CP
نتایج از برخی این، علاوه بر گرفت. خواهند قرار بحث و
هیلبرت، مدول هاي -C∗ به را هیلبرت فضاهاي در به دست آمده
افزونگی و آشفتگی دررابطه با نتایجی و داد خواهیم تعمیم

کرد. خواهیم ارائه درهم تنیده قاب هاي
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٢٧ هیلبرت مدول هاي -C∗ در مدولار ریس پایه هاي و درهم تنیده قاب هاي

تعاریف و تاریخچه ٨

قرار استفاده مورد و معرفی غیرهمساز هارمونیک آنالیز مسائل از برخی حل در شفر و دافین توسط اولین بار براي هیلبرت فضاهاي در قاب ها
مراجع داد. تعمیم ریس پایه هاي به را آن ها  می توان که هستند برداري فضاهاي پایه هاي توسیع یافتۀ حقیقت در قاب ها، .[٧] ،[٨] گرفتند
سیگنال پردازش مانند کاربردي مسائل از برخی حل در قاب ها خاصیت از نمایید. ملاحظه را [١٧] ،[١٣] ،[١٢] ،[٢] ،[۶] ،[۵] ،[۴] ،[٣]

می شود. استفاده است، بسیاري اهمیت داراي که نمونه گیري نظریۀ و داده ها فشرده سازي تصویر، و
از قاب ها نظریۀ تعمیم با ، [١۵] ،[١٠] ،[٩] ،[١١] لارسون٣ و ٢ فرانک ،١ کاپلانسکی جمله از ریاضی دانان از بسیاري اخیر، سال هاي در
هیلبرت فضاي یک تعمیم واقع در مدول هیلبرت -C∗ یک یافته اند. دست توجهی قابل نتایج به هیلبرت مدول هاي -C∗ به هیلبرت فضاهاي

است. جبر -C∗ یک از مقادیري باشد، مختلط یا حقیقی اعداد میدان از مقادیري اینکه به جاي آن برد که است داخلی ضرب یک با
هیلبرت فضاهاي در قاب ها نموده اند. معرفی را هیلبرت مدول هاي -C∗ در مدولار ریس پایه هاي [١٢] در خسروي ب. و مقاله دوم نویسندة
،[٣] در دیگران و لاممرس گراچین، کاسازا، بمروسو، اخیراً، هستند. هیلبرت مدول هاي -C∗ در قاب ها اولیۀ یا ابتدایی حالت طبیعی به طور
موجب که داده اند قرار بررسی مورد و مطرح را درهم تنیده قاب هاي نام به جدیدي مفهوم کنید) ملاحظه هم را [١٨] ،[١۴] ،[۵] (مراجع
دریافت بی سیم حسگر شبکۀ در هستند، قاب چندین به صورت که ارسالی پیام هاي مثال، براي می شود. فرستاده شده سیگنال هاي پردازش

می شود. داده تشخیص اصلی پیام نتیجه در و می شوند تفکیک هم از و می گیرند قرار پردازش مورد و می شوند
از σ زیرمجموعۀ هر به ازاي به طوري که باشند موجود B Aو جهانی ثابت هاي هرگاه گویند، درهم تنیده قاب یک را {{fi}i∈I , {gi}i∈I}
{fi}i∈σ ∪ {gi}i∈σc خانوادة باشد. B و A ترتیب به بالایی و پایینی کران هاي با H در قاب یک {fi}i∈σ ∪ {gi}i∈σc خانوادة ،I
گویند، درهم تنیده −P یا افراز-درهم تنیده قاب را {{fi}i∈I , {gi}i∈I} است. مشاهده قابل [۵] در بیشتر جزئیات گویند. تنیدگی را
نمایید). ملاحظه را [۵]) باشد H در قاب یک {fi}i∈σ ∪ {gi}i∈σc خانوادة به طوري که باشد موجود ،I از σ محض زیرمجموعۀ هرگاه
-C∗ در درهم تنیده −P قاب هاي و درهم تنیده قاب هاي هیلبرت، مدول هاي -C∗ از پایه اي خواص و تعاریف از برخی ابتدا مقاله، این در
تعداد روي درهم تنیده −CP قاب هاي و درهم تنیده −P قاب هاي درهم تنیده، قاب هاي همچنین، نمود. خواهیم بیان را هیلبرت مدول هاي
هیلبرت مدول هاي -C∗ به و است برقرار هیلبرت فضاي در که خواصی از برخی و داد خواهیم قرار بحث وبررسی مورد را قاب ها از متناهی
قرار مطالعه مورد هیلبرت مدول هاي -C∗ در را مدولار ریس پایه هاي و ریس پایه هاي این، علاوه بر کرد. خواهیم مطرح را می شوند، منتقل

داد. خواهیم
شمارا یا متناهی به طور مدول هاي -A ،Ki ،H و یکدار جبر -C∗ یک A ،N از نامتناهی یا متناهی زیرمجموعۀ یک I مقاله، کل در
-A ،ℓ٢I(A) کنید فرض است. Ki به H از الحاقی پذیر عملگرهاي همۀ مجموعۀ نماد B(H,Ki) , i ∈ I هر به ازاي هستند. تولید شده

باشد: زیر به صورت تعریف شده هیلبرت مدول

ℓ٢I(A) =

{
{ai}i∈I ⊆ A | باشد. همگرا نرم با

∑
i∈I

aia
∗
i

}
.

A-مقداري داخلی ضرب با H چپ مدول -A یک از است عبارت H هیلبرت مدول -A پیش یک .٨. ١ تعریف
نماید: صدق زیر شرایط در به طوري که ،⟨., .⟩ : H ×H −→ A

.x = ٠ اگر تنها و اگر ⟨x, x⟩ = ٠ و ⟨x, x⟩ ≥ ٠ ،x ∈ H هر به ازاي آ)
.⟨x, y⟩ = ⟨y, x⟩∗ ،x, y ∈ H هر به ازاي ب)

.⟨ax+ y, z⟩ = a⟨x, z⟩+ ⟨y, z⟩ ،x, y, z ∈ H و a ∈ A هر براي ج)

.λ(ax) = (λa)x ، x ∈ H و a ∈ A ،λ ∈ C هر به ازاي یعنی هستند. شرکت پذیر H و A روي خطی اعمال می کنیم فرض
می کنیم: تعریف ،x ∈ H هر به ازاي

∥x∥ = ∥⟨x, x⟩∥
١
٢ , |x| = ⟨x, x⟩

١
٢ .

-C∗ بر مقاله این در نامند. هیلبرت مدول -C∗ یک را آن باشد، کامل ∥.∥ نرم تحت (H, ⟨., .⟩) ،H هیلبرت مدول -A پیش اگر
هستیم. متمرکز A یکدار جبر -C∗ روي تولیدشده شمارش پذیر و متناهی به طور هیلبرت مدول هاي

به طوري که باشد، داشته Hوجود از {x١, x٢, ..., xm}متناهی زیرمجموعۀ هرگاه گوییم، تولید شده متناهی به طور Hرا هیلبرت مدول -A
1Kaplansky
2Frank
3Larson



٢٨ ١۴٠٢ ،١ شماره ،١ دوره کاربردها، و اندازه جبرهاي

براي .x =
∑m

i=١ aixi, ai ∈ A یعنی نمود. بیان A جبر از ضرایبی با خطی −A پیمایۀ به وسیلۀ را آن بتوان x ∈ H هر به ازاي
کنید. ملاحظه را [١۵] بیشتر جزئیات دیدن

می دهیم. ارائه را هیلبرت مدول هاي -C∗ در ریس پایۀ و قاب تعاریف اکنون
مدول -C∗ عناصر از {xi : i ∈ I} دنبالۀ باشد. شمارا یا متناهی اندیس گذار مجموعۀ I و ∗C-جبر یک A کنیم فرض .٨. ٢ تعریف

،x ∈ H هر به ازاي به طوري که باشند داشته وجود ٠ < C ≤ D <∞ ثابت هاي هرگاه گویند، قاب را H هیلبرت

C⟨x, x⟩ ≤
∑
i∈I

⟨x, xi⟩⟨xi, x⟩ ≤ D⟨x, x⟩. (٨. ١)

و نامند ١ تنگ را {xi : i ∈ I} قاب آنگاه ،C = D اگر گویند. قاب کران هاي را (C سوپریمم و D اینفیمم (یعنی، مطلوب ثابت هاي
باشد. برقرار بالا راست سمت نامساوي فقط هرگاه گویند، بسل را {xi : i ∈ I} دنبالۀ گویند. پارسوال را قاب C = D = ١ درصورتی که

گویند. استاندارد را قاب آنگاه باشد، همگرا نرم در x ∈ H هر به ازاي ٣. ٢۵ سري اگر
وجود ٠ < C ≤ D <∞ ثابت هاي اگر تنها و اگر است استاندارد قاب یک {xi : i ∈ I} ⊆ H که کرد ثابت [١] بیسیک آرام

به طوري که باشند داشته

C∥x∥٢ ≤

∥∥∥∥∥∑
i∈I

|⟨x, xi⟩|٢
∥∥∥∥∥ ≤ D∥x∥٢, (x ∈ H). (٨. ٢)

کنیم. تعریف را قاب عملگر و ترکیب عملگر تحلیل، عملگر می توانیم که باشید داشته توجه
می شود تعریف ،Tx = {⟨x, xi⟩}i∈I به صورت T : H → ℓ٢I(A) تحلیل عملگر ،{xi : i ∈ I} ⊆ H بسل دنبالۀ هر به ازاي
کنیم، ترکیب را عملگر دو این درصورتی که است، T ∗{ai}i∈I =

∑
i∈I aixi ،T ∗ : ℓ٢(A) → H به صورت، آن الحاقی عملگر که

می آید: دست به زیر به صورت S : H → H قاب عملگر

Sx = T ∗Tx =
∑
i∈I

⟨x, xi⟩xi (x ∈ H). (٨. ٣)

گویند. {xi : i ∈ I} قاب کانونی دوگان را {S−١xi : i ∈ I} قاب
داشت: خواهیم x ∈ H هر به ازاي ٣. ١٠۵ معادله از همچنین

x = SS−١x =
∑
i∈I

⟨S−١x, xi⟩xi =
∑
i∈I

⟨x, S−١xi⟩xi. (۴ .٨)

ریس پایه هاي ٩

می گیرند. قرار مطالعه مورد مدولار ریس پایه هاي و ریس پایه هاي بخش این در
i∈S∑که aixi = ٠ درصورتی که و xi ̸= ٠ , i ∈ I هر به ازاي هرگاه گویند، ریس پایۀ را H از {xi : i ∈ I} قاب آ) .٩. ١ تعریف

.aixi = ٠ ،i ∈ S که گرفت نتیجه بتوان ،S ⊆ I و {ai : i ∈ S} ⊆ A آن در
باشد داشته وجود U ∈ B(ℓ٢I(A),H) وارون پذیر عملگر هرگاه گویند مدولار ریس پایۀ یک را {xi : i ∈ I} ⊆ H دنبالۀ ب)
استاندارد متعامد پایۀ {ei : i ∈ I} آن در که ،U(

∑
i∈S aiei) =

∑
i∈S aixi ،{ai : i ∈ I} ∈ ℓ٢I(A) هر به ازاي به طوري که

.ej = (δij١A)i∈I یعنی است، ℓ٢I(A)
صورت، این در باشد. مدولار ریس پایۀ یک {xi = Uei : i ∈ I} کنید فرض .٩. ٢ قضیه

است. مدولار ریس پایۀ یک که است {(U∗)−١ei : i ∈ I} قاب کانونی دوگان و U ترکیب عملگر با قاب یک {xi : i ∈ I} ⊆ H آ)
.ai = ٠ ،i ∈ S هر به ازاي آنگاه ،∑i∈S aixi = ٠ به طوري که باشد موجود {ai : i ∈ S} ⊆ A اگر ب)

.{ai : i ∈ I} ∈ ℓ٢I(A) آنگاه باشد، i∈I∑همگرا aixi به طوري که باشد موجود {ai : i ∈ I} ⊆ A اگر ج)
،{ai : i ∈ S} ∈ ℓ٢I(A) هر به ازاي به طوري که هستند موجود ٠ < A ≤ B <∞ ثابت هاي د)

A

∥∥∥∥∥∑
i∈I

|ai|٢
∥∥∥∥∥ ≤

∥∥∥∥∥∑
i∈I

aixi

∥∥∥∥∥
٢

≤ B∥U∥٢∥x∥٢.

1tight
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آنگاه .x ∈ H کنید فرض آ) ∑∥∥∥∥∥اثبات.
i∈I

|⟨x,Uei⟩|٢
∥∥∥∥∥ =

∥∥∥∥∥∑
i∈I

|⟨U∗(x), ei⟩|٢
∥∥∥∥∥

= ∥U∗x∥٢

≤ ∥U∥٢∥x∥٢.

∑∥∥∥∥∥همچنین
i∈I

|⟨x,Uei⟩|٢
∥∥∥∥∥ = ∥U∗x∥٢ ≥ ١

∥U−٢∥١
∥x∥٢.

در و U−١x ∈ ℓ٢I(A) دیگر، سوي از است. ترکیب عمگر U و است ∥U−٢−∥١, ∥U∥٢ کران هاي با قاب یک {xi : i ∈ I} بنابراین
پس ،U−١x =

∑
i∈I⟨U−١x, ei⟩ei نتیجه

U−١x =
∑
i∈I

⟨x, (U−١)∗ei⟩ei, x =
∑
i∈I

⟨x, (U∗)−١ei⟩xi,

است. مدولار ریس پایۀ یک که است {xi : i ∈ I} براي قاب دوگان یک {(U∗)−١ei : i ∈ I} که می دهد نشان
است یک به یک عملگر U چون و U(

∑
i∈S aiei) = ٠ آنگاه ،∑i∈S aixi = ٠ که باشد موجود {ai : i ∈ S} ∈ ℓ٢I(A) اگر ب)

منحصربه فرد قاب دوگان نتیجه در ،ai = ٠ ،i ∈ S هر به ازاي پس است، متعامد پایۀ {ei : i ∈ I} دیگر سوي i∈S∑از aiei = ٠
است.

داریم ،J ⊆ I متناهی زیرمجموعۀ هر به ازاي آنگاه باشد. i∈I∑همگرا aixi و {ai : i ∈ I} ⊆ A کنید فرض ج)

١
∥U−٢∥١

∥∥∥∥∥∑
i∈J

aiei

∥∥∥∥∥
٢

≤

∥∥∥∥∥∑
i∈J

aixi

∥∥∥∥∥
٢

=

∥∥∥∥∥U(
∑
i∈J

aiei)

∥∥∥∥∥
٢

≤ ∥U∥٢
∥∥∥∥∥∑
i∈J

aiei

∥∥∥∥∥
٢

.

می شود. ثابت حکم بنابراین باشد، i∈I∑همگرا aiei اگر تنها و اگر است i∈I∑همگرا aixi نتیجه در
می شود. نتیجه (ج) از (د) قسمت

-C∗ در ولی است، ریس پایۀ یک نیز خود که است منحصربه فرد دوگان یک داراي ریس پایۀ هر هیلبرت، فضاهاي در که می دانیم
فضاهاي در این علاوه بر نیست. منحصربه فردي ریس پایۀ دوگان داراي لزوماً ریس پایۀ یک بودن، صفر مقسم دلیل به هیلبرت مدول هاي
.{ci}i∈I ∈ ℓ٢(I) آنگاه باشد، i∈I∑همگرا cixi سري ،{ci}i∈I ⊂ C دنبالۀ هر به ازاي و ریس پایۀ یک {xi : i ∈ I} اگر هیلبرت،

نیست. برقرار گزاره این می دهند نشان که هستند موجود [١٠] در مثال هایی هیلبرت مدول هاي -C∗ در ولی

داخلی ضرب با مدول -A ، H := A آنگاه باشد. ٢ × ٢ ماتریس هاي همۀ جبر -C∗ ،A = M٢×٢(C) کنید فرض .٩. ٣ مثال
در را باشند، ٠ درایه ها سایر و ١ ماتریس ,i)-درایۀ j) آن، در که Ei,j ماتریس ،[۴ .٣ مثال ،١٠] مثال بنابر است. ⟨A,B⟩ = AB∗

پایۀ ،x دوگان به وضوح، است. {E١,١ +E٢,١, E٢,٢} قاب دوگان با ریس پایۀ یک x = {E١,١, E٢,٢} صورت، این در می گیریم. نظر
نیست. مدولار ریس

و x = {xi : i ∈ N} هر به ازاي باشد. مقدار مختلط کران دار دنباله هاي همۀ مجموعۀ A = l∞ کنید فرض .۴ .٩ مثال
در .∥x∥ = supi∈N |xi| و x∗ = {x̄i : i ∈ N} ،xy = {xiyi : i ∈ N} می کنیم تعریف y = {yi : i ∈ N}
داخلی ضرب با مدول -A ، H آنگاه باشد. صفر به همگرا دنباله هاي همۀ مجموعۀ H = c٠ کنید فرض است. جبر -C∗ یک A نتیجه،
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و ei = {δi,j١ : j ∈ N} قرار دهیم i ∈ N هر به ازاي اگر که می شود مشاهده ،[ ۶ .٣ و ٣. ٢ مثال ،١٠] در است. ⟨u, v⟩ = uv∗

{xi : i ∈ N} آنگاه ،yi = ei ، i ≥ ٣ به ازاي و y١ = y٢ = e١ + e٢ ،{yi : i ∈ N} و {xi = ei : i ∈ N} دهیم قرار
بنابراین نیست؛ ریس پایۀ {yi : i ∈ N} درحالی که است. {xi : i ∈ N} قاب دوگان {yi : i ∈ N} و است ریس پایۀ یک

نیست. مدولار ریس پایۀ {xi : i ∈ N}

هر اگر باشد. خود خطی -A بستار براي قاب یک هرگاه گویند، قاب دنبالۀ را H هیلبرت مدول -C∗ در {xi : i ∈ I} دنبالۀ
با H قاب یک {xi : i ∈ I} درصورتی که گویند. زیرقاب خاصیت داراي را قاب آنگاه باشد، قاب دنبالۀ یک {xi : i ∈ I} از زیردنباله
{xi : i ∈ I} آنگاه باشند، داشته وجود قاب از زیردنباله ها همۀ براي پایینی و بالایی یکنواخت کران هاي این، علاوه بر   باشد، زیرقاب خاصیت

گویند. ریس قاب یک را

هستند: معادل زیر احکام صورت، این در باشد. T : H → ℓ٢I(A) تحلیل عملگر با H قاب یک {xi : i ∈ I} کنید فرض .۵ .٩ قضیه
است. مدولار ریس پایۀ یک {xi : i ∈ I} آ)

است. یک به یک T ∗ : ℓ٢I(A) → H ب)
است. منحصربه فرد قاب دوگان یک داراي {xi : i ∈ I} ج)

رابطۀ ℓ٢I(A) در {ai : i ∈ I} هر به ازاي به طوري که هستند موجود A,B مثبت ثابت هاي د)

A

∥∥∥∥∥∑
i∈I

|ai|٢
∥∥∥∥∥ ≤

∥∥∥∥∥∑
i∈I

aixi

∥∥∥∥∥
٢

≤ B

∥∥∥∥∥∑
i∈I

|ai|٢
∥∥∥∥∥

است. برقرار

است. برقرار حکم ٩. ٢ قضیه بنابر (ب). ⇐ (آ) اثبات.
اگر تنها و اگر است یک به یک T ∗ زیرا می شود، ثابت حکم [١٠] در ٣. ١٠ قضیه بنابر (ج). ⇔ (ب)

∑
i∈I

aixi = T ∗(
∑
i∈I

aiei) = ٠

.ai = ٠ ،i ∈ I هر به ازاي که کند ایجاب
،i ∈ I هر به ازاي چون و است وارون پذیر عملگر یک T ∗ بنابراین پوشاست، T ∗ است، قاب یک {xi : i ∈ I} چون (د). ⇐ (ب)

می آید. دست به حکم ،٩. ٢ قضیه (د) قسمت بنابر و است مدولار ریس پایۀ یک {xi : i ∈ I} ،T ∗(ei) = xi

و است مدولار ریس پایۀ یک {xi : i ∈ I} بنابراین است. کران دار پایین از و یک به یک T ∗ پس است برقرار (ب) به وضوح (آ). ⇐ (د)
می شود. کامل اثبات

است. زیرقاب خاصیت داراي مدولار ریس پایۀ هر .۶ .٩ قضیه

به طوري که دارد وجود U : ℓ٢I(A) → H وارون پذیر عملگر بنابراین باشد. H مدولار ریس پایۀ یک {xi : i ∈ I} کنیم فرض اثبات.
U

′
: ℓ٢J(A) → HJ ،J ⊆ I هر براي نتیجه، در است. ℓ٢I(A) متعامد پایۀ {ei : i ∈ I} آن در U(ei)که = xi ،i ∈ I هر به ازاي

و است {xi : i ∈ J} از A-خطی بستار HJ آن در که U ′
(fi) = U(ei) = xi ، i ∈ J هر به ازاي و است وارون پذیر عملگري

مدولار ریس پایۀ یک {xi : i ∈ J} بنابراین است. ℓ٢J(A) متعامد پایۀ {fi : i ∈ J} ، fi = (δik١A)k∈J ، i ∈ J هر به ازاي
است. زیرقاب خاصیت داراي {xi : i ∈ I} نتیجه در است.

درهم تنیده قاب ١٠

قاب نظریۀ اصلی مفاهیم و بیشتر جزئیات براي می کنیم. یادآوري را درهم تنیده قاب یک اساسی ویژگی هاي و تعاریف مختصر، به طور ابتدا
کنید. ملاحظه را [١۴] ،[۵] ،[۴] ،[٣] درهم تنیده،

که باشند موجود A,B ثابت هاي هرگاه گویند، درهم تنیده قاب را H در j = ١, ٢, ...,m ،{xji : i ∈ I} خانوادة .١٠. ١ تعریف
باشد. B و A کران هاي با H در قاب یک {xji : i ∈ σj , j = ١, ٢, ...,m} دنبالۀ I از P = {σ١, σ٢, ..., σm} افراز هر به ازاي

گوییم. تنیدگی یک را {xji : i ∈ σj , j = ١, ٢, ...,m} خانوادة هر
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I از P = {σ١, σ٢, ..., σm} مانند افرازي اگر است، درهم تنیده −P ، H در j = ١, ٢, ...,m ، {xji : i ∈ I} .١٠. ٢ تعریف
باشد. H در قاب یک {xji : i ∈ σj , j = ١, ٢, ...,m} به طوري که باشد، داشته وجود

P = {σ١, σ٢, ..., σm} مانند I از افرازي هرگاه است، درهم تنیده −CP ،H در j = ١, ٢, ...,m ،{xji : i ∈ I} تعریف١٠. ٣.
{xji : i ∈ σλj

, j = ١, ٢, ...,m} ،{١, ٢, ...,m} از (λ١, λ٢, ..., λm) جایگشت هر براي به طوري که باشد، داشته وجود I از
باشد. H در قاب یک

H در قاب یک {Qxi : i ∈ I} صورت، این در باشد. پوشا Q ∈ B(H) و H در قابی {xi : i ∈ I} کنیم فرض .۴ .١٠ قضیه
است.

،x ∈ H هر به ازاي به طوري که دارد وجود m > ٠ بنابراین است؛ بسته برد با و یک به یک Q∗ پس پوشاست، Q ∈ B(H) چون اثبات.
داریم x ∈ H هر براي آنگاه باشد، A,B کران هاي با قاب یک {xi : i ∈ I} اگر اکنون، .m∥x∥ ≤ ∥Q∗x∥∥∥∥∥∥∑

i∈I
|⟨x,Qxi⟩|٢

∥∥∥∥∥ =

∥∥∥∥∥∑
i∈I

|⟨Q∗x, xi⟩|٢
∥∥∥∥∥

≤ B∥Q∗x∥٢

≤ B∥Q∗∥٢∥x∥٢.

∑∥∥∥∥∥همچنین
i∈I

|⟨x,Qxi⟩|٢
∥∥∥∥∥ =

∥∥∥∥∥∑
i∈I

|⟨Q∗x, xi⟩|٢
∥∥∥∥∥

≥ A∥Q∗x∥٢

≥ Am٢∥x∥٢,

می آید. دست به نتیجه و

صورت، این در باشد. پوشا Q ∈ B(H) و درهم تنیده قاب یک j = ١, ٢, ...,m ،{xji : i ∈ I} کنیم فرض .۵ .١٠ قضیه
است. درهم تنیده قاب یک j = ١, ٢, ...,m ، {Qxji : i ∈ I}

افراز هر براي به طوري که دارند وجود A,B > ٠ ثابت هاي است، درهم تنیده قاب یک j = ١, ٢, ...,m ،{xji : i ∈ I} چون اثبات.
باشد. B و A کران هاي با H در قاب یک {xji : i ∈ σj , j = ١, ٢, ...,m} دنبالۀ ،I از P = {σ١, σ٢, ..., σm}

m∥x∥ ≤ ،x ∈ H هر براي به طوري که دارد وجود m > ٠ ثابت ،۴ .١٠ قضیه اثبات بنابر پوشاست، Q ∈ B(H) دیگر سوي از
یک {Qxji : i ∈ σj , j = ١, ٢, ...,m} دنبالۀ ،I از P = {σ١, σ٢, ..., σm} افراز هر به ازاي ،۴ .١٠ قضیه بنابر اکنون .∥Q∗x∥

می شود. ثابت حکم و است Am٢, B∥Q∗∥٢ کران هاي با H براي قاب

پوشا Q ∈ B(H) و CP−درهم تنیده) ) درهم تنیده −P قاب یک j = ١, ٢, ...,m ،{xji : i ∈ I} کنیم فرض .۶ .١٠ نتیجه
است. CP−درهم تنیده) ) درهم تنیده −P قاب یک j = ١, ٢, ...,m ، {Qxji : i ∈ I} صورت این در باشد.

اگر .σ ⊂ I و باشند A جبر -C∗ زیرمجموعه هاي {bi : i ∈ I} ،{ai : i ∈ I} کنیم فرض .١٠. ٧ ∑ملاحظه
i∈σ

[(a∗i − b∗i )bi + b∗i (ai − bi)] ≥ ٠, (١٠. ١)

∑∥∥∥∥∥آنگاه
i∈σ

| ai − bi |٢
∥∥∥∥∥+

∥∥∥∥∥∑
i∈σ

| bi |٢
∥∥∥∥∥ ≥

∥∥∥∥∥∑
i∈σ

| ai |٢
∥∥∥∥∥ .
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داشت: خواهیم [١۶] در ۵ .٢. ٢ قضیه بنابر ∑زیرا
i∈σ

[(b∗i − a∗i )bi + b∗i (bi − ai)] ≥ ٠

⇔ ٢
∑
i∈σ

b∗i bi −
∑
i∈σ

(a∗i bi + b∗i ai) ≥ ٠

⇔ ٢
∑
i∈σ

b∗i bi −
∑
i∈σ

(a∗i bi + b∗i ai) +
∑
i∈σ

a∗i ai ≥
∑
i∈σ

a∗i ai

⇔
∑
i∈σ

| ai − bi |٢ +
∑
i∈σ

| bi |٢≥
∑
i∈σ

| ai |٢

⇒

∥∥∥∥∥∑
i∈σ

| ai − bi |٢
∥∥∥∥∥+

∥∥∥∥∥∑
i∈σ

| bi |٢
∥∥∥∥∥ ≥

∥∥∥∥∥∑
i∈σ

| ai |٢
∥∥∥∥∥ .

H هیلبرت مدول -C∗ در D و C کران هاي با درهم تنیده قاب یک {{xi : i ∈ I}, {yi : i ∈ I}} کنیم فرض .١٠. ٨ قضیه
و ،{⟨Q∗

١x, yi⟩ : i ∈ I} مجموعۀ دو x ∈ H هر به ازاي اگر باشد. وارون پذیر Q١ و Q١, Q٢ ∈ B(H) کنیم فرض باشد.
آنگاه ،∥ Q−١

١ ∥∥ Q١ −Q٢ ∥<
√

C
D و نمایند صدق (١٠. ١ ) شرط در {⟨(Q∗

١ −Q∗
٢)x, yi⟩ : i ∈ I}

است. درهم تنیده قاب یک {{Q١xi : i ∈ I}, {Q٢yi : i ∈ I}}

هر به ازاي اکنون است. قاب {Q٢yi : i ∈ I} بنابراین است. وارون پذیر Q٢ نتیجه در ،∥I −Q−١
١ Q٢∥ <

√
C
D < ١ چون اثبات.

می دهیم قرار x ∈ H هر به ازاي و σ ⊆ I

M :=

∥∥∥∥∥∑
i∈σ

| ⟨x,Q١xi⟩ |٢ +
∑
i∈σc

| ⟨x,Q٢yi⟩ |٢
∥∥∥∥∥ .

داریم: صورت این در

M =

∥∥∥∥∥∑
i∈σ

| ⟨Q∗
١x, xi⟩ |٢ +

∑
i∈σc

| ⟨Q∗
٢x, yi⟩ |٢

∥∥∥∥∥
=

∥∥∥∥∥∑
i∈σ

| ⟨Q∗
١x, xi⟩ |٢ +

∑
i∈σc

| ⟨Q∗
١x+ (Q∗

٢ −Q∗
١)x, yi⟩ |٢

∥∥∥∥∥ .
داریم (١٠. ١ ) شرط و فرض بنابر

M ≥

∥∥∥∥∥∑
i∈σ

| ⟨Q∗
١x, xi⟩ |٢ +

∑
i∈σc

| ⟨Q∗
١x, yi⟩ |٢

∥∥∥∥∥−
∥∥∥∥∥∑
i∈σc

| ⟨(Q∗
٢ −Q∗

١)x, yi⟩ |٢
∥∥∥∥∥ ,

داشت خواهیم است، D کران با بسل دنبالۀ {yi : i ∈ I} چون

M ≥ C∥Q∗
١x∥٢ −D∥Q∗

٢ −Q∗
٢∥١∥x∥٢

≥

(
C

∥Q∗−١
١ ∥٢

−D∥Q∗
٢ −Q∗

٢∥١
)
∥x∥٢,

و

M =

∥∥∥∥∥∑
i∈σ

| ⟨x,Q١xi⟩ |٢ +
∑
i∈σc

| ⟨x,Q٢yi⟩ |٢
∥∥∥∥∥

≤ D
(
∥Q∗

٢∥١ + ∥Q∗
٢∥٢
)
∥x∥٢.
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و باشد D,C کران هاي با H هیلبرت مدول -C∗ در درهم تنیده قاب یک {{xi : i ∈ I}, {yi : i ∈ I}} کنیم فرض .١٠. ٩ نتیجه
{{S−١xi : i ∈ I}, {S′−١

yi : i ∈ I}} صورت، این در باشند. S′
, S به ترتیب {yi : i ∈ I} و {xi : i ∈ I} قاب عملگرهاي

که وقتی است، درهم تنیده

∥ S − S
′ ∥<

√
C
D ∥ S−١ ∥−١,

کنند. صدق (١٠. ١) شرط در {⟨(S − S
′
)x, yi⟩ : i ∈ I} و {⟨Sx, yi⟩ : i ∈ I} مجموعۀ دو ،x ∈ H هر به ازاي و

،J ⊆ I که کنیم فرض باشد. C,D کران هاي با درهم تنیده قاب یک j = ١, ٢, ...,m ،{xji : i ∈ I} کنیم فرض .١٠. ١٠ قضیه
x ∈ H هر به ازاي به طوري که باشند، موجود J از P = {σ′

١, σ
′
٢, ..., σ

′
m} افراز و ٠ < E < C ثابت

m∑
j=١

∑
i∈σ′

j

| ⟨x, xji ⟩ |
٢≤ E | x |٢ .

است. درهم تنیده قاب یک j = ١, ٢, ...,m ، {xji : i ∈ I \ J} صورت، این در

که است، I از افرازي P ′′
= {σ′′

١ , σ
′′
٢ , ..., σ

′′
m} صورت، این در باشد. I \ J از افرازي P = {σ١, σ٢, ..., σm} کنیم فرض اثبات.
x ∈ H هر به ازاي . σ′′

j = σj ∪ σ
′
j می دهیم قرار j = ١, ٢, ...,m هر به ازاي آن در

m∑
j=١

∑
i∈σj

| ⟨x, xji ⟩ |
٢≤ D | x |٢,

∥∥∥∥∥∥و
m∑
j=١

∑
i∈σj

| ⟨x, xji ⟩ |
٢

∥∥∥∥∥∥ =

∥∥∥∥∥∥∥
m∑
j=١

∑
i∈σ′′

j

| ⟨x, xji ⟩ |
٢ −

m∑
j=١

∑
i∈σ′

j

| ⟨x, xji ⟩ |
٢

∥∥∥∥∥∥∥
≥

∥∥∥∥∥∥∥
m∑
j=١

∑
i∈σ′′

j

| ⟨x, xji ⟩ |
٢

∥∥∥∥∥∥∥−
∥∥∥∥∥∥∥

m∑
j=١

∑
i∈σ′

j

| ⟨x, xji ⟩ |
٢

∥∥∥∥∥∥∥
≥ (C − E)∥x∥٢

می شود. حاصل نتیجه و

دهیم. تعمیم هیلبرت مدول هاي -C∗ به را [۴] در ٣. ١ قضیه می توانیم اکنون

ثابت همچنین باشد. Cj , Dj کران هاي با قاب یک {xji : i ∈ I} ،j = ١, ٢, ...,m هر به ازاي فرض کنیم .١٠. ١١ قضیه
به طوري که باشند موجود I از P = {σ١, σ٢, ..., σm} افراز و ٠ < E <

∑m
j=١Cj

m∑
j=١

∑
i∈σc

j

| ⟨x, xji ⟩ |
٢≤ E | x |٢ (x ∈ H).

است. درهم تنیده -P ،j = ١, ٢, ...,m ،{xji : i ∈ I} صورت، این در

داریم j = ١, ٢, ...,m هر براي . x ∈ H کنیم فرض ∑اثبات.
i∈σj

| ⟨x, xji ⟩ |
٢=
∑
i∈I

| ⟨x, xji ⟩ |
٢ −

∑
i∈σc

j

| ⟨x, xji ⟩ |
٢ .
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به وضوح نتیجه ∥∥∥∥∥∥در
m∑
j=١

∑
i∈σj

| ⟨x, xji ⟩ |
٢

∥∥∥∥∥∥ ≤

∥∥∥∥∥∥
m∑
j=١

∑
i∈I

| ⟨x, xji ⟩ |
٢

∥∥∥∥∥∥
≤

 m∑
j=١

Dj

 ∥x∥٢,

∥∥∥∥∥∥همچنین
m∑
j=١

∑
i∈σj

| ⟨x, xji ⟩ |
٢

∥∥∥∥∥∥ =

∥∥∥∥∥∥
m∑
j=١

∑
i∈I

| ⟨x, xji ⟩ |
٢ −

m∑
j=١

∑
i∈σc

j

| ⟨x, xji ⟩ |
٢

∥∥∥∥∥∥
≥

∥∥∥∥∥∥
m∑
j=١

∑
i∈I

| ⟨x, xji ⟩ |
٢

∥∥∥∥∥∥−
∥∥∥∥∥∥

m∑
j=١

∑
i∈σc

j

| ⟨x, xji ⟩ |
٢

∥∥∥∥∥∥
≥

 m∑
j=١

Cj

− E

 ∥x∥٢,

می آید. دست به نتیجه و

ثابت کنید فرض باشد. Sj قاب عملگر با قاب یک {xji : i ∈ I} ،j = ١, ٢, ...,m هر به ازاي کنیم فرض .١٠. ١٢ قضیه
x ∈ H براي به طوري که باشند داشته وجود I از P = {σ١, σ٢, ..., σm} افراز و ٠ < E < m

m∑
j=١

∑
i∈σc

j

| ⟨x, S− ١
٢

j xji ⟩ |
٢≤ E | x |٢ .

است. درهم تنیده -P قاب یک ،{S− ١
٢

j xji : i ∈ I} ،j = ١, ٢, ...,m صورت، این در

قضیۀ از حکم اکنون .Cj = Dj = ١ بنابراین است؛ پارسوال قاب یک {S− ١
٢

j xji : i ∈ I} ،j = ١, ٢, ...,m هر به ازاي چون اثبات.
می شود. نتیجه فوق
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Extended Abstract

Introduction

Let H be a Hilbert space and let I be a finite or countable index set. A family F = {fi}i∈I ⊆ H is a
discrete frame for H, if there exist 0 < AF ≤ BF <∞, such that

AF∥f∥2 ≤
∑
i∈I

|⟨f, fi⟩|2 ≤ BF∥f∥2,

for each f ∈ H. The sequence F is called a Bessel sequence if only the second inequality is required
(see [6]).

Let (Ω, µ) be a measure space and let H be a Hilbert space. A weakly-measurable mapping F : Ω →
H is called a continuous frame for H with respect to (Ω, µ) if there exist two positive constants AF , BF

such that for each f ∈ H, we have

AF ∥f∥2 ≤
∫
Ω
|⟨f, F (ω)⟩|2dµ(ω) ≤ BF ∥f∥2.

If only the second inequality is required, we say that F is a continuous Bessel mapping.
Suppose that F : Ω → H is a continuous Bessel mapping. Then the operator TF : L2(Ω, µ) → H

weakly defined by

⟨TFφ, f⟩ =
∫
Ω φ(ω)⟨F (ω), f⟩dµ(ω), φ ∈ L2(Ω, µ), f ∈ H,

is well-defined and bounded with ∥TF ∥ ≤
√
BF . Indeed,

∫
Ω φ(ω)F (ω)dµ(ω) is an element of H and

TF can be written as TF (φ) =
∫
Ω φ(ω)F (ω)dµ(ω).

The operator TF is called the synthesis operator of F and its adjoint which is given by

T ∗
F : H → L2(Ω, µ), (T ∗

F f)(ω) = ⟨f, F (ω)⟩, ω ∈ Ω, f ∈ H,

is the analysis operator of F .
A Bessel mapping G is called a dual for F if TGT ∗

F = IdH and if ∥TGT ∗
F − IdH∥ < 1, then G is

called an approximate dual of F . For more results on continuous frames, see [1, 8, 10].
For each i ∈ I , let Hi be a Hilbert space. In this paper, L(H,Hi) is the set of all bounded operators

from H into Hi and L(H,H) is denoted by L(H). We call Λ = {Λi ∈ L(H,Hi) : i ∈ I} a g-frame for
H with respect to {Hi : i ∈ I} if there exist two positive constants A and B such that

A∥f∥2 ≤
∑
i∈I

∥Λif∥2 ≤ B∥f∥2,

for each f ∈ H. If only the second inequality is required, we call it a g-Bessel sequence with upper bound
B. If A = B, Λ is called an A-tight g-frame (see [23]).

Let Λ = {Λi}i∈I and Γ = {Γi}i∈I be two g-Bessel sequences in a Hilbert space H and let SΓΛf :=∑
i∈I Γ

∗
iΛif . We say that Λ and Γ are approximate g-duals if ∥IdH−SΓΛ∥ < 1. In this case, Γ is called

an approximate g-dual of Λ (see [7]).
HilbertC∗-modules are generalizations of Hilbert spaces by allowing the inner product to take values

in a C∗-algebra rather than in the field of complex numbers.
Let A be a unital C∗-algebra and suppose that E is a left A-module such that the linear structures of

A and E are compatible. Then E is called a pre-Hilbert A-module if E is equipped with an A-valued
inner product ⟨·, ·⟩ : E × E −→ A, such that

٣٧



(i) ⟨αx+ βy, z⟩ = α⟨x, z⟩+ β⟨y, z⟩, for each α, β ∈ C and x, y, z ∈ E;

(ii) ⟨ax, y⟩ = a⟨x, y⟩, for each a ∈ A and x, y ∈ E;

(iii) ⟨x, y⟩ = ⟨y, x⟩∗, for each x, y ∈ E;

(iv) ⟨x, x⟩ ≥ 0, for each x ∈ E and if ⟨x, x⟩ = 0, then x = 0.

For each x ∈ E, we define ∥x∥ = ∥⟨x, x⟩∥
1
2 . If E is complete with ∥.∥, it is called a Hilbert A-module

or a Hilbert C∗-module over A.
Let E be a Hilbert A-module. A family F = {fi}i∈I ⊆ E is a frame for E, if there exist real

constants 0 < AF ≤ BF <∞, such that for each x ∈ E,

AF ⟨x, x⟩ ≤
∑
i∈I

⟨x, fi⟩⟨fi, x⟩ ≤ BF ⟨x, x⟩.

If the second inequality is required, F is a Bessel sequence. If the series
∑

i∈I⟨x, fi⟩⟨fi, x⟩ is convergent
with respect to the norm, then F is called a standard frame (see [8]).

Let F = {fi}i∈I and G = {gi}i∈I be standard Bessel sequences in E. Then we say that G (resp. F)
is an alternate dual or a dual of F (resp. G), if x =

∑
i∈I⟨x, fi⟩gi or equivalently x =

∑
i∈I⟨x, gi⟩fi,

for each x ∈ E.
LetL(E,Ei) be the set of all adjointable operators fromE intoEi. A sequenceΛ = {Λi ∈ L(E,Ei) :

i ∈ I} is called a g-frame for E with respect to {Ei : i ∈ I} if there exist real constants AΛ, BΛ > 0

such that
AΛ⟨x, x⟩ ≤

∑
i∈I

⟨Λix,Λix⟩ ≤ BΛ⟨x, x⟩,

for each x ∈ E. In this case, we call it an (AΛ, BΛ) g-frame. If only the second-hand inequality is
required, then Λ is called a BΛ-g-Bessel sequence (see [12]).

Let E and F be Hilbert C∗-modules over C∗-algebras A and B, respectively. Let φ : A −→ B be a
morphism of C∗-algebras. A map ϕ : E −→ F is said to be a φ-morphism of Hilbert C∗-modules if

⟨ϕ(x), ϕ(y)⟩ = φ(⟨x, y⟩),

for each x, y ∈ E (see [3]).

Conclusion

The main results of this paper are:

Theorem 10.13. Let T and S be two isometric operators on Hilbert spacesH and K, respectively. Then

(i) IfΓ = {Γi ∈ L(H,Hi)}i∈I is a g-dual (resp. an approximate g-dual) ofΛ = {Λi ∈ L(H,Hi)}i∈I ,
then ΓT := {ΓiT}i∈I is a g-dual (resp. an approximate g-dual) of ΛT := {ΛiT}i∈I .

(ii) If Γ = {Γi ∈ L(H,K)}i∈I is a g-dual (resp. an approximate g-dual) of Λ = {Λi ∈ L(H,K)}i∈I ,
then ΓS := {SΓi}i∈I is a g-dual (resp. an approximate g-dual) of ΛS := {SΛi}i∈I .

Theorem 10.14. Let Γ = {Γi ∈ L(H,Hi)}i∈I be a g-dual of Λ = {Λi ∈ L(H,Hi)}i∈I and let T be a
bounded operator onH. Then

٣٨



(i) ΓT := {ΓiT}i∈I is a g-dual of ΛT := {ΛiT}i∈I if and only if T is an isometric operator.

(ii) ΓT := {ΓiT}i∈I is an approximate g-dual of ΛT := {ΛiT}i∈I if and only if ∥T ∗T − IdH∥ < 1.

Theorem 10.15. Let F,G : Ω −→ H be two continuous Bessel mappings. Assume that T is a bounded
operator on H such that T ∗ is isometric. If G is a dual (resp. an approximate dual) of F , then T ◦G is
a dual (resp. an approximate dual) of T ◦ F .

Theorem 10.16. Let G : Ω −→ H be a dual of F : Ω −→ H. Assume that T is a bounded operator on
H. Then, T ◦G is a dual (resp. an approximate dual) of T ◦F if and only if T ∗ is an isometric operator
(resp. ∥TT ∗ − IdH∥ < 1).

Theorem 10.17. LetE1 be a HilbertC∗-module and Γ = {Γi ∈ L(E1, E)}i∈I be a g-dual ofΛ = {Λi ∈
L(E1, E)}i∈I . Also, assume that ϕΓi and ϕΛi are adjointable, for each i ∈ I . Then, Γϕ := {ϕΓi}i∈I
and Λϕ := {ϕΛi}i∈I are two g-Bessel sequences. If Γϕ is a g-dual of Λϕ, then ϕ is an isometric operator.

Theorem 10.18. Suppose that F = {fi}i∈I and G = {gi}i∈I are two Bessel sequences in E such that G
is a dual of F . If ϕ is surjective, then Gϕ := {ϕ(gi)}i∈I is a dual for Fϕ := {ϕ(fi)}i∈I .

٣٩



کاربردها و اندازه جبرهاي
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کران دار عملگرهاي تحت تعمیم یافته قاب هاي و قاب ها تقریبی دوگان هاي و دوگان ها پایایی
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مقدمه ١١

به سیگنال ها پردازش عمل در متداول روشی فوریه، ضرایب از استفاده و فوریه سري به صورت سیگنال  ها نمایش میلادي، ١٩۴۶ از پیش
گابور ،١٩۴۶ سال در بودند. فوریه ضرایب بودن منحصربه فرد از ناشی مشکلات این بیشتر که داشت مشکلاتی روش این اما می آمد.  حساب
یک بعدها که را دنباله یک اساسی خواص خود، روش در او بود. مفید بسیار که داد ارائه مشکل این حل براي مناسبی راه حل [١٠] مرجع در
فوریۀ سري هاي مورد در اساسی مسئلۀ چند بررسی حال در که شیفر و دافین ،١٩۵٢ سال در بود. آورده دست به شد، نامیده گسسته قاب
کنید). ملاحظه را [۶] (مرجع نامیدند هیلبرت فضاي (گسسته) قاب یک را آن و کردند مفهومی معرفی به نیاز احساس بودند ، غیرهارمونیک
بیش ازپیش ١٩٨۶ سال در کنید) ملاحظه را [٣] (مرجع مِیِر و گراسمان دوبچیز، مقالۀ چاپ از پس هیلبرت فضاهاي در قاب ها ارزش اما
نه فقط آنها از فراوانی کاربردهاي و شدند بررسی گسترده به طور آنها تعمیم هاي و قاب ها که بود مقاله این چاپ از پس واقع، در شد. مشخص

شدند. ارائه صنعت و علم مختلف شاخه هاي در بلکه سیگنال ها پردازش در

اگر می شود نامیده H براي گسسته قاب یک F = {fi}i∈I دنبالۀ باشد. جدایی پذیر هیلبرت فضاي یک H کنیم فرض .١١. ١ تعریف
باشیم: داشته f ∈ H هر براي به طوري که باشند داشته وجود BF و AF مثبت عدد دو

AF∥f∥٢ ≤
∑
i∈I

|⟨f, fi⟩|٢ ≤ BF∥f∥٢.

خود کتاب در کریستنسن است. برخوردار بالایی اهمیت از کران دار عملگرهاي تحت گسسته قاب یک خواص حفظ قاب ها، نظریۀ در
این در به دست آمده نتایج از و می دهد اختصاص موضوع این به را بخش یک است) گسسته قاب هاي مورد در منابع مهم ترین از یکی (که [۴]
کران دار، عملگرهاي تحت قاب ها پایایی مورد در کتاب، این در به دست آمده مهم نتایج از یکی می کند. استفاده خود کتاب سرتاسر در بخش،

است: زیر به صورت

آن گاه باشد، H روي پوشا کران دار عملگر یک T اگر باشد. H هیلبرت فضاي در گسسته قاب یک {fi}i∈I کنیم فرض .١١. ٢ قضیه
است. H هیلبرت فضاي براي گسسته قاب یک نیز {Tfi}i∈I

قاب هاي و قاب ها پایایی همین طور و هیلبرت فضاهاي در پیوسته قاب هاي و تعمیم یافته قاب هاي خواص پایایی مقاله، این ادامۀ در
می گیرند. قرار بررسی مورد کران دار عملگرهاي تحت هیلبرت ∗C-مدول هاي در تعمیم یافته

g-قاب ها و پیوسته قاب هاي ١٢

پیوسته قاب هاي مورد در بیشتر مطالعۀ (براي شدند معرفی [١٠] و [١] در جداگانه به طور پیوسته قاب هاي گسسته، قاب هاي معرفی از   پس
نمایید). مراجعه [٨] مرجع به

H براي پیوسته قاب یک را F : Ω → H اندازه پذیر ضعیف به طور تابع یک باشد. اندازه فضاي یک (Ω, µ) کنیم فرض .١٢. ١ تعریف
باشیم: داشته f ∈ H به ازاي هر به طوري که باشند موجود BF و AF مثبت عدد دو اگر می نامیم (Ω, µ) به نسبت

AF ∥f∥٢ ≤
∫
Ω
|⟨f, F (ω)⟩|٢dµ(ω) ≤ BF ∥f∥٢.

نگاشت یک را F باشد، برقرار راست سمت نامساوي اگر می نامیم. F قاب براي بالا کران یک و پایین کران یک به ترتیب را BF و AF اعداد
می نامیم. پیوسته بسل

این صورت در باشد. پیوسته بسل نگاشت یک F : Ω → H کنیم فرض .١٢. ٢ تعریف

به صورت که TF : L٢(Ω, µ) −→ H عملگر (الف)

⟨TFφ, f⟩ =
∫
Ω
φ(ω)⟨F (ω), f⟩dµ(ω), f ∈ H,φ ∈ L٢(Ω, µ),

همچنین است، کران دار و خوش تعریف TF که می شود ثابت (به آسانی می نامیم F ترکیب عملگر را می شود تعریف
.(∥TF ∥ ≤

√
BF
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می نامیم. F تحلیل عملگر را می آید دست به (T ∗
F f)(ω) = ⟨f, F (ω)⟩ به صورت که T ∗

F : H −→ L٢(Ω, µ) عملگر (ب)

می نامیم. F عملگر را SF = TFT
∗
F عملگر (پ)

این صورت در باشند. پیوسته بسل نگاشت دو F,G : Ω → H کنیم فرض .١٢. ٣ تعریف

باشیم: داشته f, g ∈ H به ازاي هر اگر می نامیم F دوگان یک را G (الف)

⟨f, g⟩ =
∫
Ω
⟨f, F (ω)⟩⟨G(ω), g⟩dµ(ω),

.TGT ∗
F = IdH معادل به طور یا

.∥TGT ∗
F − IdH∥ < ١ اگر می نامیم F تقریبی دوگان یک را G (ب)

شدند. معرفی [٢٣] در قاب ها مهم تعمیم هاي از یکی به عنوان g-قاب ها یا تعمیم یافته قاب هاي

g-قاب یک Λ = {Λi ∈ L(H,Hi) : i ∈ I} دنبالۀ باشد. هیلبرت فضاي یک Hi ،i ∈ I به ازاي هر کنیم فرض .۴ .١٢ تعریف
برقرار زیر نامساوي ،f ∈ H هر براي به طوري که باشند موجود B و A مثبت عدد دو اگر می شود نامیده {Hi}i∈I به نسبت H براي

باشد:

A∥f∥٢ ≤
∑
i∈I

∥Λif∥٢ ≤ B∥f∥٢.

می نامیم. g-قاب (A,B) یک را Λ حالت این در
کران هاي تمام از متشکل مجموعۀ سوپریمم می نامیم). بالا کران یک Bرا و پایین کران یک (Aرا می شوند نامیده g-قاب Bکران هاي Aو
نامساوي در Λ فوق تعریف در اگر می نامیم. بهینه بالاي کران را بالا کران هاي تمام از متشکل مجموعۀ اینفیمم و بهینه پایین کران را پایین
اگر گوییم پارسوال را آن و A = B هرگاه گوییم تنگ را g-قاب یک می نامیم. بسل g-دنبالۀ یک را Λ آن گاه کند، صدق راست سمت

.A = B = ١

صورت این در باشد. بسل g-دنبالۀ یک Λ = {Λi ∈ L(H,Hi) : i ∈ I} کنیم فرض .۵ .١٢ تعریف

می شود: تعریف زیر به صورت Λ ترکیب عملگر (آ)

TΛ : ⊕i∈IHi → H, TΛ({fi}i∈I) =
∑
i∈I

Λ∗
i fi.

است. کران دار و خوش تعریف TΛ که نمود مشاهده می توان به آسانی

می شود. نامیده Λ تحلیل عملگر است، T ∗
Λ(f) = {Λif}i∈I که ،TΛ عملگر الحاقی (ب)

داریم: f ∈ H هر به ازاي و می شود نامیده Λ بسل g-دنبالۀ عملگر SΛ = TΛT
∗
Λ (پ)

SΛf =
∑
i∈I

Λ∗
iΛif.

،Λ̃i = ΛiS
−١
Λ که Λ̃ = {Λ̃i}i∈I دنبالۀ باشد. g-قاب (A,B) یک Λ = {Λi ∈ L(H,Hi) : i ∈ I} کنیم فرض

داریم ،f ∈ H هر به ازاي و است g-قاب ( ١
B
,
١
A
) یک Λ̃ می شود. نامیده Λ کانونی g-دوگان

∑
i∈I

Λ∗
i Λ̃if = f =

∑
i∈I

Λ̃∗
iΛif.
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نامیده Λ = {Λi ∈ L(H,Hi) : i ∈ I} بسل g-دنبالۀ براي g-دوگان یک ،Γ = {Γi ∈ L(H,Hi) : i ∈ I} بسل g-دنبالۀ
اگر می شود

f =
∑
i∈I

Γ∗
iΛif =

∑
i∈I

Λ∗
iΓif, f ∈ H.

به  متأسفانه، است. موجود {fi}i∈I براي دوگان یک حداقل می دانیم، که همان طور باشد. H براي قاب یک {fi}i∈I کنیم فرض
مخصوصاً و قاب ها نظریۀ در تقریبی دوگان شوند. واقع مفید می توانند تقریبی دوگان هاي اینجا در است. دشوار معمولاً دوگان این دست آوردن

دارد. مهمی کاربردهاي موجک ها، و گابور دستگاه هاي در
می کند: صدق زیر نامساوي در ،ε < ١ یک به ازاي ،{fi}i∈I براي ،{gi}i∈I تقریبی دوگان f∥∥∥∥∥یک −

∑
i∈I

⟨f, fi⟩gi

∥∥∥∥∥ ≤ ε∥f∥, ∀f ∈ H.

است). مطلوب تر تقریبی دوگان باشد، کوچک تر ε (هرچه
باعث خود تقریبی دوگان هر که دادند نشان آنها شدند. معرفی [٢] در لوگِسِن و کریستِنسِن توسط اخیراً قاب ها تقریبی دوگان هاي
مانند قاب یک می توان اما است دشوار {fi}i∈I مانند قاب یک براي دوگان یک به دست آوردن اوقات از بعضی می شود. دوگان یک ایجاد
نشان آنها آید. دست به به راحتی یا و باشد شناخته شده {gi}i∈I مانند آن دوگان یک که کرد پیدا باشد {fi}i∈I به نزدیک که {hi}i∈I
و قاب ها براي تقریبی دوگان هاي مقاله، این چاپ از پس است. {fi}i∈I براي تقریبی دوگان یک {gi}i∈I شرایط از برخی تحت دادند

کنید). مشاهده را [١٣�١١ ،٨] و [١۶ ،١۵ ،٩ ،٧] (مقالات گرفتند قرار توجه مورد پیوسته هم و گسسته حالت در هم آنها تعمیم هاي

G و F می گوییم .RGF := TGT
∗
F و باشند H براي بسل دنبالۀ دو G = {gi}i∈I و F = {fi}i∈I کنیم فرض .۶ .١٢ تعریف

می نامیم. F تقریبی دوگان یک را G حالت این در .∥IdH −RFG∥ < ١ یا ∥IdH −RGF∥ < ١ اگر هستند تقریبی دوگان هاي

،f ∈ H هر به ازاي که می آید دست به به راحتی هم ارزند. بالا شرایط پس ،R∗
FG = RGF چون که کنید توجه

RGF (f) =
∑
i∈I

⟨f, fi⟩gi, RFG(f) =
∑
i∈I

⟨f, gi⟩fi.

برقرارند: زیر بازسازي فرمول هاي همچنین

RGF (R
−١
GFf) =

∞∑
n=٠

RGF (IdH −RGF )
nf = f = R−١

GFRGFf =

∞∑
n=٠

(IdH −RGF )
nRGF (f).

هستند. قاب آنها دوي هر آن گاه باشند، تقریبی دوگان هاي G و F اگر
به راحتی .SΓΛ := TΓT

∗
Λ می دهیم قرار باشند. Γ و Λ ترکیب عملگرهاي به ترتیب TΓ و TΛ و بسل g-دنبالۀ دو Γ و Λ کنیم فرض

.SΛΛ = SΛ و S∗
ΓΛ = SΛΓ ،SΓΛ(f) =

∑
i∈I Γ

∗
iΛif ،f ∈ H هر به ازاي که می شود مشاهده

یا ∥IdH − SΓΛ∥ < ١ باشیم داشته هرگاه می نامیم تقریبی g-دوگان هاي را Γ و Λ بسل g-دنبالۀ دو .١٢. ٧ تعریف
می نامیم. Λ تقریبی g-دوگان یک را Γ حالت، این در .∥IdH − SΛΓ∥ < ١

کافی هستند، هم ارز ١٢. ٧ تعریف در ذکرشده شرایط که کنید دقت است. آن براي تقریبی دوگان یک ،Λ g-دوگان هر که است واضح
که کنیم توجه است

∥IdH − SΓΛ∥ = ∥(IdH − SΓΛ)
∗∥ = ∥IdH − SΛΓ∥.

.S−١
ΛΓ =

∑∞
n=٠(IdH − SΛΓ)

n و هستند وارون پذیر SΛΓ و SΓΛ پس ،∥IdH − SΛΓ∥ < ١ و ∥IdH − SΓΛ∥ < ١ چون
می آوریم: دست به را زیر بازسازي فرمول هاي ،f ∈ H هر براي اکنون

f = SΛΓS
−١
ΛΓf =

∞∑
n=٠

SΛΓ(IdH − SΛΓ)
nf, f = S−١

ΛΓSΛΓf =

∞∑
n=٠

(IdH − SΛΓ)
nSΛΓf.

و {ΓiS
−١
ΛΓ = Γi +

∑∞
n=١ Γi(IdH − SΛΓ)

n}i∈I که کرد مشاهده می توان به راحتی
هستند. Γ و Λ براي g-دوگان هایی به ترتیب {ΛiS

−١
ΓΛ = Λi +

∑∞
n=١ Λi(IdH − SΓΛ)

n}i∈I
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Kباشند. Hو روي به ترتیب طول پا عملگر دو S و T می کنیم فرض همچنین باشند. هیلبرت فضاي Kدو Hو کنیم فرض .١٢. ٨ قضیه
این صورت در

باشد، Λ = {Λi ∈ L(H,Hi) : i ∈ I} براي تقریبی) (g-دوگان g-دوگان یک Γ = {Γi ∈ L(H,Hi) : i ∈ I} اگر (الف)
است. ΛT := {ΛiT}i∈I براي تقریبی) (g-دوگان g-دوگان یک ΓT := {ΓiT}i∈I آن گاه

باشد، Λ = {Λi ∈ L(H,K) : i ∈ I} براي تقریبی) (g-دوگان g-دوگان یک Γ = {Γi ∈ L(H,K) : i ∈ I} اگر (ب)
است. ΛS := {SΛi}i∈I براي تقریبی) (g-دوگان g-دوگان یک ΓS := {SΓi}i∈I آن گاه

داریم f ∈ H هر به ازاي زیرا هستند، بسل g-دنبالۀ دو هر ΓT و ΛT که کنید دقت ابتدا (الف) ∑اثبات.
i∈I

∥ΛiTf∥٢ ≤ BΛ∥Tf∥٢ ≤ BΛ∥T∥٢∥f∥٢

داریم اینک .∑i∈I ∥ΓiTf∥٢ ≤ BΓ∥T∥٢∥f∥٢ همین طور

SΓTΛT
f =

∑
i∈I

(ΓiT )
∗(ΛiT )f = T ∗(

∑
i∈I

Γ∗
iΛi(Tf)) = T ∗SΓΛTf.

اگر است. ΛT g-دوگان یک ΓT بنابراین SΓTΛT
= T ∗T = IdH لذا ،SΓΛ = IdH آن گاه باشد، Λ g-دوگان یک Γ اگر

لذا ،∥SΓΛ − IdH∥ < ١ آن گاه باشد، Λ تقریبی g-دوگان یک Γ

∥SΓTΛT
− IdH∥ = ∥T ∗SΓΛT − T ∗T∥

≤ ∥T ∗∥∥SΓΛ − IdH∥∥T∥

= ∥SΓΛ − IdH∥ < ١.

باشد. ΛT تقریبی g-دوگان یک ΓT که می کند ایجاب فوق نامساوي

رابطۀ از استفاده با و (الف) همانند (ب) قسمت اثبات ∑(ب)
i∈I

(SΓi)
∗(SΛi)f =

∑
i∈I

Γ∗
iS

∗SΛif =
∑
i∈I

Γ∗
iΛif

می آید. دست به

باشد. Λ = {Λi ∈ L(H,Hi) : i ∈ I} براي g-دوگان یک Γ = {Γi ∈ L(H,Hi) : i ∈ I} کنیم فرض .١٢. ٩ قضیه
این صورت در می گیریم. نظر در H روي کران دار عملگر یک را T همچنین

باشد. طول پا عملگر یک T اگر فقط و اگر است ΛT := {ΛiT}i∈I g-دوگان یک ΓT := {ΓiT}i∈I (الف)

.∥T ∗T − IdH∥ < ١ اگر فقط و اگر است ΛT := {ΛiT}i∈I تقریبی g-دوگان یک ΓT := {ΓiT}i∈I (ب)

داریم f ∈ H هر به ازاي اکنون .SΓΛ = IdH داریم است، Λ g-دوگان یک Γ چون اثبات.

SΓTΛT
f = T ∗

∑
i∈I

Γ∗
iΛi(Tf) = T ∗SΓΛTf = T ∗Tf.

می آیند. دست به فوق رابطۀ از (ب) و (الف) اینک

H روي کران دار عملگر یک T می کنیم فرض همچنین باشند. پیوسته بسل نگاشت دو F,G : Ω −→ H کنیم فرض .١٢. ١٠ قضیه
تقریبی) (دوگان دوگان یک T ◦ G آن گاه باشد، F تقریبی) (دوگان دوگان یک G اگر صورت این  در باشد. طول پا T ∗ به طوري که باشد

است. T ◦ F
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داریم: f ∈ H هر به ازاي همچنین است. اندازه پذیر ضعیف به طور T ◦ F : Ω −→ H تابع که داد نشان می توان به سادگی ∫اثبات.
Ω
|⟨f, (T ◦ F )(ω)⟩|٢dµ(ω) =

∫
Ω
|⟨T ∗f, F (ω)⟩|٢dµ(ω)

≤ BF ∥T ∗f∥٢

≤ BF ∥T ∗∥٢∥f∥٢.

بسل نگاشت یک نیز T ◦G که داد نشان می توان شکل، همین به است. پیوسته بسل نگاشت یک T ◦ F که می دهد نشان فوق نامساوي
داریم: f, g ∈ H هر به ازاي همچنین است. پیوسته

⟨T(T◦G)T
∗
(T◦F )f, g⟩ =

∫
Ω
⟨f, (T ◦ F )(ω)⟩⟨(T ◦G)(ω), g⟩dµ(ω)

=

∫
Ω
⟨T ∗f, F (ω)⟩⟨G(ω), T ∗g⟩dµ(ω)

= ⟨TGT ∗
F (T

∗f), T ∗g⟩.

لذا ،TGT ∗
F = IdH داریم آن گاه باشد، F دوگان یک G اگر حال .T(T◦G)T

∗
(T◦F ) = TTGT

∗
FT

∗ بنابراین
لذا ،∥TGT ∗

F − IdH∥ < ١ آن گاه باشد، F تقریبی دوگان یک G اگر و T(T◦G)T
∗
(T◦F ) = TT ∗ = IdH

∥T(T◦G)T
∗
(T◦F ) − IdH∥ ≤ ∥T∥∥TGT ∗

F − IdH∥∥T ∗∥

= ∥TGT ∗
F − IdH∥ < ١

می شود. اثبات قضیه و

می آید. دست به زیر به شکل پیوسته قاب هاي براي ١٢. ٩ قضیه مشابه نتیجه اي ،٢٠. ٢ قضیه اثبات مشابه

نظر در H روي کران دار عملگر یک را T همچنین باشد. F : Ω −→ H دوگان یک G : Ω −→ H کنیم فرض .١٢. ١١ قضیه
.(∥TT ∗ − IdH∥ < ١) باشد طول پا T ∗ اگر فقط و اگر است T ◦ F تقریبی) (دوگان دوگان یک T ◦G صورت این  در می گیریم.

گسسته قاب یک به تبدیل پیوسته، قاب یک بگیریم، نظر در شمارشی اندازة را µ و طبیعی اعداد مجموعۀ را Ω اگر که است مشخص
می شود.

عملگر یک T می کنیم فرض همچنین باشند. H هیلبرت فضاي براي بسل دنبالۀ دو {gi}i∈I و {fi}i∈I کنیم فرض .١٢. ١٢ نتیجه
آن گاه باشد، {fi}i∈I تقریبی) (دوگان دوگان یک {gi}i∈I اگر این صورت، در باشد. طول پا T ∗ به طوري که باشد H روي کران دار

است. {Tfi}i∈I تقریبی) (دوگان دوگان یک {Tgi}i∈I

این  در می گیریم. نظر در H روي کران دار عملگر یک را T همچنین باشد. {fi}i∈I دوگان یک {gi}i∈I کنیم فرض .١٢. ١٣ نتیجه
.(∥TT ∗ − IdH∥ < ١) باشد طول پا T ∗ اگر فقط و اگر است {Tfi}i∈I تقریبی) (دوگان دوگان یک {T (gi)}i∈I صورت،

هیلبرت ∗C-مدول هاي در قاب ها ١٣

تفاوت این با هستند داخلی ضرب یک داراي هیلبرت فضاهاي همانند که هستند هیلبرت فضا هاي از تعمیم هایی هیلبرت، ∗C-مدول هاي

این آن گاه باشد، مختلط اعداد میدان ∗C-جبر این اگر و است ∗C-جبر یک از عضوي هیلبرت ∗C-مدول یک از عضو دو داخلی ضرب که
بود. خواهد هیلبرت فضاي یک هیلبرت، ∗C-مدول

داخلی ضرب اگر گوییم هیلبرت ∗C-مدول پیش یک را E باشد. چپ A-مدول یک E و ∗C-جبر یک A کنیم فرض .١٣. ١ تعریف
باشیم: داشته a ∈ A و α, β ∈ C ، x, y, z ∈ E هر به ازاي به طوري که باشد موجود ⟨., .⟩ : E × E → A A-مقدار

+αx⟩؛ βy, z⟩ = α⟨x, z⟩+ β⟨y, z⟩ (آ)

,ax⟩؛ y⟩ = a⟨x, y⟩ (ب)
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,x⟩؛ y⟩∗ = ⟨y, x⟩ (پ)

.x = ٠ آن گاه ،⟨x, x⟩ = ٠ اگر و ⟨x, x⟩ ≥ ٠ (ت)

یک یا هیلبرت A-مدول یک را E آن گاه باشد، کامل نرم این با E اگر .∥x∥ := ∥⟨x, x⟩∥
١
٢ می کنیم تعریف ،x ∈ E هر براي
می نامیم. A روي هیلبرت ∗C-مدول

.|x| := ⟨x, x⟩
١
٢ می کنیم تعریف x ∈ E هر براي اینک و |a| = (a∗a)

١
٢ داریم ،a ∈ A هر براي

است. هیلبرت ∗C-مدول یک زیر داخلی ضرب با A خود باشد. ∗C-جبر یک A کنیم فرض (١) .١٣. ٢ مثال

⟨a, b⟩ = ab∗ (a, b ∈ A).

به صورت که ℓ٢(I,A) (٢)

ℓ٢(I,A) =

{
{ai}i∈I ⊆ A | باشد. همگرا نرم با

∑
i∈I

aia
∗
i

}

است. هیلبرت A-مدول یک ⟨{ai}i∈I , {bi}i∈I⟩ =
∑

i∈I aib
∗
i داخلی ضرب با می شود تعریف

آن گاه باشد، هیلبرت A-مدول هاي از دنباله اي {Ei : i ∈ I} اگر (٣)

⊕i∈IEi =

{
{xi}i∈I باشد.| همگرا Aدر نرم با

∑
i∈I

⟨xi, xi⟩ و xi ∈ Ei

}

داخلی ضرب و نقطه به نقطه اعمال با

⟨{xi}i∈I , {yi}i∈I⟩ =
∑
i∈I

⟨xi, yi⟩,

است. هیلبرت A-مدول یک

T ∗ : F → E عملگر یک اگر گوییم الحاقی پذیر Tرا : E → F عملگر باشند. هیلبرت ∗C-مدول Fدو Eو کنیم فرض تعریف١٣. ٣.
باشد برقرار زیر تساوي y ∈ F و x ∈ E هر به ازاي به طوري که باشد موجود

⟨T (x), y⟩ = ⟨x, T ∗(y)⟩.

می نامیم. T الحاقی را T ∗ عملگر

تمام مجموعۀ .(T (ax) = aT (x) داریم x ∈ E و a ∈ A هر به ازاي (یعنی است خطی و کران دار T مانند الحاقی پذیر عملگر هر
نشان L(E) با را آن که است ∗C-جبر یک L(E,E) که شود دقت می دهیم. نمایش L(E,F ) با را F به  E از الحاقی پذیر عملگرهاي

می دهیم.

باشد. ∗C-جبر یک A کنیم فرض .۴ .١٣ تعریف

به طوري که باشد موجود {x١, · · ·, xn} ⊆ E متناهی زیرمجموعۀ اگر گوییم تولیدشده متناهی به طور را E هیلبرت A-مدول (آ)
نوشت. ai ∈ A ، x =

∑n
i=١ aixi مانند A-خطی ترکیب یک به صورت بتوان را x ∈ E هر

،x ∈ E هر به طوري که باشد موجود {xi}i∈I مانند شمارایی زیرمجموعۀ اگر گوییم تولیدشده شمارا به طور Eرا هیلبرت A-مدول (ب)
باشد. {xi}i∈I A-خطی غلاف بستار در

کنید. رجوع [١۴] به هیلبرت ∗C-مدول هاي مورد در بیشتر مطالعۀ براي
شدند. معرفی [١٢] و [٨] در به ترتیب هیلبرت ∗C-مدول هاي در g-قاب ها و قاب ها
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B و A مثبت عدد دو اگر گوییم E براي قاب یک را {fi}i∈I ⊆ E دنبالۀ باشد. هیلبرت ∗C-مدول یک E کنیم فرض .۵ .١٣ تعریف
باشد: برقرار زیر نامساوي ،x ∈ E هر به ازاي به طوري که باشند موجود

A⟨x, x⟩ ≤
∑
i∈I

⟨x, fi⟩⟨fi, x⟩ ≤ B⟨x, x⟩.

می نامیم. (A,B)-قاب یک را {fi}i∈I حالت این در

{fi}i∈I باشد برقرار راست سمت نامساوي اگر گوییم). بالا کران یک را B و پایین کران یک (Aرا می نامیم قاب کران  هاي را B Aو
گوییم. استاندارد را قاب آن گاه باشد، همگرا نرم ,i∈I⟨x∑با fi⟩⟨fi, x⟩ سري ،x ∈ E هر به ازاي اگر می نامیم. بسل دنبالۀ یک را

می کنیم. ذکر [٢] از را زیر مهم قضیۀ اکنون

یک {fi}i∈I کنیم فرض همچنین باشد. تولیدشده شمارا به طور هیلبرت A-مدول یک E و ∗C-جبر یک A کنیم فرض .۶ .١٣ قضیه
استاندارد قاب یک {fi}i∈I صورت، این در باشد. همگرا نرم ,i∈I⟨x∑با fi⟩⟨fi, x⟩ ،x ∈ E هر به ازاي به طوري که باشد E در دنباله

به طوري که باشند موجود B و A مثبت عدد دو اگر فقط و اگر است E براي

A∥x∥٢ ≤

∥∥∥∥∥∑
i∈I

⟨x, fi⟩⟨fi, x⟩

∥∥∥∥∥ ≤ B∥x∥٢, ∀x ∈ E.

صورت این در باشد. استاندارد بسل دنبالۀ یک F = {fi}i∈I کنیم فرض .١٣. ٧ تعریف

می شود تعریف زیر به صورت F تحلیل عملگر (آ)

DF : E → ℓ٢(I,A), DF (x) = {⟨x, fi⟩}i∈I .

است. الحاقی پذیر DF که نمود مشاهده می توان به آسانی

می شود. نامیده F ترکیب عملگر است، D∗
F ({ai}i∈I) =

∑
i∈I aifi که ،DF عملگر الحاقی (ب)

داریم x ∈ E هر به ازاي و می شود نامیده F بسل عملگر SF = D∗
FDF (پ)

SFx :=
∑
i∈I

⟨x, fi⟩fi.

.∥DF∥ ≤
√
B آن گاه باشد، F براي بالا کران یک B اگر

اکنون . f̃i = S−١
F fi می کنیم تعریف حال .A · IdE ≤ SF ≤ B · IdE آن گاه باشد، استاندارد (A,B)-قاب یک F اگر

داشت خواهیم ، x ∈ E هر ∑براي
i∈I

⟨x, f̃i⟩fi = x =
∑
i∈I

⟨x, fi⟩f̃i.

{gi}i∈I استاندارد بسل دنبالۀ می نامیم. F کانونی دوگان را آن که است E براي استاندارد )-قاب ١
B
,
١
A
) یک F̃ = {f̃i}i∈I دنبالۀ

باشیم داشته ،x ∈ E هر براي اگر می شود نامیده {fi}i∈I بسل دنبالۀ براي دوگان یک

x =
∑
i∈I

⟨x, fi⟩gi.

می کنیم. یادآوري [٨] از را زیر قضیۀ

بسل دنبالۀ دو G = {gi}i∈I و F = {fi}i∈I و باشد تولیدشده شمارا به طور هیلبرت ∗C-مدول یک E کنیم فرض .١٣. ٨ قضیه
هر براي و هستند استاندارد قاب هاي G و F آن گاه ،x =

∑
i∈I⟨x, fi⟩gi باشیم داشته x ∈ E هر براي اگر باشند. E در استاندارد

.x =
∑

i∈I⟨x, gi⟩fi داشت خواهیم ،x ∈ E
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یک Λ = {Λi ∈ L(E,Ei) : i ∈ I} دنبالۀ باشد. هیلبرت ∗C-مدول هاي از دنباله اي {Ei}i∈I کنیم فرض .١٣. ٩ تعریف
زیر نامساوي ،x ∈ E هر به ازاي به طوري که باشند موجود B و A مثبت عدد دو اگر می شود نامیده {Ei}i∈I به نسبت E براي g-قاب

باشد برقرار

A⟨x, x⟩ ≤
∑
i∈I

⟨Λix,Λix⟩ ≤ B⟨x, x⟩.

،x ∈ E هر براي اگر گوییم استاندارد را Λ g-قاب می نامیم. g-قاب کران هاي Bرا Aو می نامیم. g-قاب (A,B) یک را Λ حالت این در
می نامیم. بسل g-دنبالۀ یک را Λ آن گاه باشد، برقرار راست سمت نامساوي اگر همچنین باشد. همگرا نرم i∈I⟨Λix,Λix⟩∑با سري

می کنیم. ذکر [٢۴] از را زیر مهم قضیۀ اکنون

در باشد. همگرا نرم با ∑i∈I⟨Λix,Λix⟩ ،x ∈ E هر به ازاي و Λ = {Λi ∈ L(E,Ei) : i ∈ I} کنیم فرض .١٣. ١٠ قضیه
به طوري که باشند موجود B و A مثبت عدد دو اگر فقط و اگر است استاندارد g-قاب یک Λ صورت، این

A∥x∥٢ ≤

∥∥∥∥∥∑
i∈I

⟨Λix,Λix⟩

∥∥∥∥∥ ≤ B∥x∥٢ ∀x ∈ E.

براي مشابه برهان با می توان را آمدند دست به کران دار عملگرهاي تحت قاب ها و g-قاب ها پایایی براي قبل بخش در که نتایجی تمام
نمود. بیان الحاقی پذیر عملگرهاي تحت هیلبرت ∗C-مدول هاي در قاب ها و g-قاب ها پایایی

لزوماً اما هستند؛ کران دار عملگرها این شدند. معرفی [٣] در که می گیریم نظر در را هیلبرت ∗C-مدول هاي روي عملگرها از دسته اي اکنون
نیستند. الحاقی پذیر

یک را φ همچنین باشند. هیلبرت B-مدول و هیلبرت A-مدول دو به ترتیب F و E و ∗C-جبر دو B و A کنیم فرض .١٣. ١١ تعریف
x, y ∈ E هر به ازاي هرگاه می نامیم φ-ریخت یک را ϕ : E −→ F عملگر صورت، این  در می گیریم. نظر در B به A از ∗-هم ریختی

باشیم داشته

⟨ϕ(x), ϕ(y)⟩B = φ(⟨x, y⟩A).

داریم x ∈ E هر به ازاي که می دهد نشان فوق تعریف

∥ϕ(x)∥٢ = ∥⟨ϕ(x), ϕ(x)⟩B∥ = ∥φ(⟨x, x⟩A)∥

≤ ∥⟨x, x⟩A∥ = ∥x∥٢

است. ∥ϕ∥ ≤ ١ با کران دار عملگر یک ϕ لذا
ارائه نیست الحاقی پذیر که φ-ریخت یک از مثالی همچنین آمده اند، دست به φ-ریخت ها تحت قاب ها پایایی مورد در نتایجی [١٨] در
طول پا عملگرها، این مورد در که شود دقت می دهیم. قرار توجه مورد را عملگرها این تحت g-دوگان ها و دوگان ها پایایی اکنون است. شده
ϕ∗ϕ = IdE تساوي از نمی توان نیست، الحاقی پذیر لزوماً ϕ چون .(x ∈ E هر (به ازاي ∥ϕ(x)∥٢ = ∥x∥٢ تساوي برقراري یعنی بودن
هر به ازاي اگر فقط و اگر است Λ = {Λi}i∈I g-دوگان یک Γ = {Γi}i∈I که برمی آید g-قاب یک دوگان تعریف از نمود. استفاده

باشیم داشته x, y ∈ E

⟨x, y⟩ =
∑
i∈I

⟨Λix,Γiy⟩.

براي g-دوگان یک Γ = {Γi ∈ L(E١, E) : i ∈ I} و هیلبرت ∗C-مدول یک E١ کنیم فرض .١٣. ١٢ قضیه
این صورت در باشند. الحاقی پذیر ϕΛi و ϕΓi ،i ∈ I هر به ازاي می کنیم فرض همچنین باشد. Λ = {Λi ∈ L(E١, E) : i ∈ I}

است. طول پا ϕ آن گاه باشد، Λϕ g-دوگان یک Γϕ اگر هستند. بسل g-دنبالۀ دو Λϕ := {ϕΛi}i∈I و Γϕ := {ϕΓi}i∈I



۴٩ کران دار عملگرهاي تحت تعمیم یافته قاب هاي و قاب ها تقریبی دوگان هاي و دوگان ها پایایی

پس است، بسل g-دنبالۀ یک {Λi}i∈I چون f ∈ E١ کنیم فرض هستند. بسل g-دنبالۀ دو Γϕ و Λϕ می دهیم نشان ابتدا اثبات.
تساوي لذا همگراست ، نرم i∈I⟨Λif,Λif⟩∑با

∑
i∈I

⟨ϕΛif, ϕΛif⟩ = φ

(∑
i∈I

⟨Λif,Λif⟩

)

همچنین باشد. همگرا نرم ,i∈I⟨ϕΛif∑با ϕΛif⟩ که می کند ∑∥∥∥∥∥ایجاب
i∈I

⟨ϕΛif, ϕΛif⟩

∥∥∥∥∥ =

∥∥∥∥∥φ
(∑

i∈I
⟨Λif,Λif⟩

)∥∥∥∥∥ ≤

∥∥∥∥∥∑
i∈I

⟨Λif,Λif⟩

∥∥∥∥∥ ≤ BΛ∥f∥٢.

g-دنبالۀ یک هم Γϕ که داد نشان می توان شکل همین به است. بسل g-دنبالۀ یک {ϕΛi}i∈I که می شود نتیجه ١٣. ١٠ قضیه از اکنون
داریم f, g ∈ E١ هر به ازاي است. ∑∥∥∥∥∥بسل

i∈I
⟨ϕΛif, ϕΓig⟩

∥∥∥∥∥ =

∥∥∥∥∥φ
(∑

i∈I
⟨Λif,Γig⟩

)∥∥∥∥∥ = ∥φ(⟨f, g⟩)∥ = ∥⟨ϕ(f), ϕ(g)⟩∥.

این و ∥⟨ϕ(f), ϕ(g)⟩∥ = ∥⟨f, g⟩∥ لذا ∥∑i∈I⟨ϕΛif, ϕΓig⟩∥ = ∥⟨f, g⟩∥ داریم باشد، Λϕ g-دوگان یک Γϕ اگر اینک
باشد. طول پا ϕ که می کند ایجاب تساوي

.ϕ(p) = y به طوري که است موجود p ∈ E آن گاه ،y ∈ F اگر این صورت در باشد. پوشا ϕ : E −→ F کنیم فرض .١٣. ١٣ ملاحظه
داریم: x ∈ E و a ∈ A هر به ازاي اکنون

⟨ϕ(ax), y⟩ = ⟨ϕ(ax), ϕ(p)⟩

= φ(⟨ax, p⟩)

= φ(a⟨x, p⟩)

= φ(a)φ(⟨x, p⟩)

= φ(a)⟨ϕ(x), ϕ(p)⟩

= ⟨φ(a)ϕ(x), y⟩.

داریم است، برقرار y ∈ F و x ∈ E ،a ∈ A هر به ازاي فوق تساوي چون

ϕ(ax) = φ(a)ϕ(x).

این  در است. F دوگان یک G به طوري که باشند E در بسل دنبالۀ دو G = {gi}i∈I و F = {fi}i∈I کنیم فرض .١۴ .١٣ قضیه
است. Fϕ := {ϕfi}i∈I براي دوگان یک نیز Gϕ := {ϕgi}i∈I آن گاه باشد، پوشا ϕ اگر صورت

است موجود f ∈ E یک پس است، پوشا ϕ چون .h ∈ F کنیم فرض هستند. بسل دنباله هاي Fϕ و Gϕ می دهیم نشان ابتدا اثبات.
بنابراین .ϕ(f) = h ∑به طوري که

i∈I
⟨h, ϕ(fi)⟩⟨ϕ(fi), h⟩ =

∑
i∈I

⟨ϕ(f), ϕ(fi)⟩⟨ϕ(fi), ϕ(f)⟩

=
∑
i∈I

φ(⟨f, fi⟩)φ(⟨fi, f⟩) = φ

(∑
i∈I

⟨f, fi⟩⟨fi, f⟩

)
.
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از عضوي نیز ∑i∈I⟨h, ϕ(fi)⟩⟨ϕ(fi), h⟩ لذا است، همگرا نرم با ∑i∈I⟨f, fi⟩⟨fi, f⟩ سري است، بسل دنبالۀ یک F چون
همچنین است. ∑∥∥∥∥∥∗C-جبر

i∈I
⟨h, ϕ(fi)⟩⟨ϕ(fi), h⟩

∥∥∥∥∥ =

∥∥∥∥∥
⟨∑

i∈I
⟨h, ϕ(fi)⟩ϕ(fi), h

⟩∥∥∥∥∥
=

∥∥∥∥∥
⟨
ϕ

(∑
i∈I

⟨f, fi⟩fi

)
, ϕ(f)

⟩∥∥∥∥∥
=

∥∥∥∥∥φ
(∑

i∈I
⟨f, fi⟩⟨fi, f⟩

)∥∥∥∥∥
≤ ∥BFφ(⟨f, f⟩)∥

= BF∥ϕ(f)∥٢ = BF∥h∥٢.

Gϕ می دهیم نشان اکنون است. بسل دنبالۀ نیز Gϕ داد نشان می توان ترتیب، همین به است. بسل دنبالۀ یک Fϕ ،۶ .١٣ قضیه بر بنا لذا
داریم اکنون .ϕ(f) = h به طوري که است موجود f ∈ E یک پس است، پوشا ϕ چون .h ∈ F کنیم فرض است. Fϕ براي دوگان ∑یک

i∈I
⟨h, ϕ(fi)⟩ϕ(gi) =

∑
i∈I

⟨ϕ(f), ϕ(fi)⟩ϕ(gi)

=
∑
i∈I

φ(⟨f, fi⟩)ϕ(gi)

=
∑
i∈I

ϕ(⟨f, fi⟩gi)

= ϕ

(∑
i∈I

⟨f, fi⟩gi

)
= ϕ(f) = h.

است. Fϕ براي دوگان یک Gϕ که است معنی بدین فوق رابطۀ

نیست. صحیح باشد، وارون پذیر اگر حتی الحاقی پذیر عملگر هر براي لزوماً قبل قضیۀ که کنید دقت

مختلط عدد یک α می کنیم فرض همچنین باشد. F = {en}∞n=١ متعامدیکه پایۀ با هیلبرت فضاي یک H کنیم فرض .١۵ .١٣ مثال
داریم f ∈ H هر به ازاي اما است؛ خودش دوگان یک F این صورت در .T = α · IdH و باشد |α| ̸= ١ خاصیت با غیرصفر

∞∑
n=١

⟨f, Ten⟩Ten = |α|٢
∞∑
n=١

⟨f, en⟩en = |α|٢f.

نیست. خودش دوگان {Ten}∞n=١ لذا نمی شود، حاصل ∑∞
n=١⟨f, Ten⟩Ten = f تساوي ،f ∈ H هر به ازاي ،|α| ≠ ١ چون

است. وارون پذیر و الحاقی پذیر کران دار، عملگر یک T که شود دقت
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Extended Abstract

Introduction

The concept of entropy of a dynamical system is introduced by Kolmogorov [6] and Sinai [15], in ergodic
theory and dynamical systems. The topological versions of entropy are also defined by Adler [1]. Using
some equivalent definitions by Dinabourg [5] and Bowen [2], the two previous versions of the concept
of entropy are connected via the variational principle [5].

Shannon [14], McMillan [8] and Brieman [3] presented local approaches to entropy. The topological
version of these local approaches is introduced by Brin and Katok [4]. Then, other approaches to the
entropy of dynamical systems, with local nature, are introduced [11, 12].

This paper is also assisted by a new approach to the local entropy of dynamical systems. We first
introduce the concept of diagonal measure corresponding to an invariant measure, and then we define the
information function corresponding to a compact dynamical system.

Finally, we show that the introduced information function is a type of local entropy. More precisely,
we prove that the integral of the introduced information function on the product space, with respect to
the diagonal measure, results in the entropy of dynamical systems.

In Section 2, we present some required preliminaries. In Section 3, we define the diagonal measure
and in Section 4, we introduce the information function and will prove our main theorem. Section 5 is a
conclusion.

Conclusion

In this paper, the following definitions and results are given:

Definition 13.16. Let f : X → X be a continuous map on a compact metric space and µ be an f -
invariant probability measure. Let also µ =

∫
E(X,f)mdτ(m) be the ergodic decomposition of µ. The

diagonal measure of µ is defined as follows:

µ̃ :=

∫
E(X,f)

m×mdτ(m).

Theorem 13.17. For any f -invariant measure µ, the diagonal measure µ̃ is absolutely continuous with
respect to µ.

Definition 13.18. The information function If : X×X → [0,∞] corresponding to a compact dynamical
system (X, f) is defined by

If (x, y) := lim
k→∞

lim sup
n→∞

j∗n(x, y; ξk) (13.1)

where {ξk}k≥1 is an increasing sequence of measurable partitions ofX such that limk→+∞ diam(ξk) →
0 and

j∗n(x, y; ξk) :=

{
− 1

n log jn(x, y; ξk) jn(x, y; ξk) ̸= 0

0 jn(x, y; ξk) = 0

and

jn(x, y; ξk) = lim sup
l→∞

1

l

l−1∑
t=0

χξnk (x)
(f t(y)).

۵۴



The next theorem is the main result of this paper.

Theorem 13.19. Let (X, f) be a compact dynamical system. Then, for every f -invariant measure µ we
have ∫

X×X
If dµ̃ = hµ(f),

where hµ(f) is the entropy of f with respect to µ.

۵۵
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مقدمه ١۴

نسخۀ شد. دینامیکی دستگاه هاي و ارگودیک نظریۀ وارد [١۵] سیناي و [۶] کولموگوروف توسط دینامیکی، دستگاه یک آنتروپی مفهوم
مفهوم از فوق نسخۀ دو ،[٢] بوون و [۵] دینابورگ توسط ارائه شده معادل تعاریف کمک به شد. تعریف [١] آدلر توسط نیز آنتروپی توپولوژیک
را آنتروپی مفهوم به موضعی رویکردهاي ،[٣] بریمن و [٨] میلان مک ،[١۴] شانون شدند. متصل یکدیگر به وردش اصل توسط آنتروپی،
سرشت با نیز دیگري رویکردهاي آن، از پس شدند. معرفی [۴] کاتوك و برین توسط موضعی، رویکردهاي این توپولوژیک نسخۀ نمودند. ارائه
جدید موضعی رویکرد یک معرفی به اختصاص نیز مقاله این .[١٢ ،١١] شدند ارائه آن تعمیم هاي و دینامیکی دستگاه هاي براي موضعی،
به سپس و نموده معرفی را پایا اندازة یک با متناظر قطري اندازة مفهوم ابتدا مقاله، این در دارد. دینامیکی دستگاه هاي آنتروپی مفهوم به
مقاله، این در تعریف شده اطلاعات تابع که می دهیم نشان درنهایت می پردازیم. فشرده دینامیکی دستگاه یک با متناظر اطلاعات تابع تعریف
نسبت حاصل ضربی، فضاي بر تعریف شده اطلاعات تابع انتگرال که می کنیم ثابت دقیق تر، بیان به می کند. مشخص را موضعی آنتروپی نوعی

است. دینامیکی دستگاه آنتروپی برابر قطري، اندازة به
به چهارم بخش در و کرده تعریف را قطري اندازة سوم بخش در می پردازیم. نیاز مورد مقدماتی مفاهیم به ابتدا مقاله، این دوم بخش در

است. اختصاص یافته نتیجه گیري به نیز پنجم بخش می کنیم. ثابت را مقاله اصلی قضیۀ و پرداخته اطلاعات تابع معرفی

مقدماتی مفاهیم ١۵

یک X مقاله، این سرتاسر در می گذرانیم. نظر از را مقاله این بعدي بخش در استفاده مورد پیش نیازهاي و مقدماتی مفاهیم بخش این در
می نامیم. فشرده دینامیکی دستگاه یک را (X, f) زوج شرایط، این تحت است. پیوسته تابع یک f : X → X و فشرده متریک فضاي

است. مجهز BX بورل -جبر σ به طبیعی به طور X که است روشن

ارگودیک تجزیۀ و پایا اندازه هاي ١. ١۵
نمایش M(X) با را X بر احتمال بورل اندازه هاي همۀ مجموعۀ .µ(X) = ١ هرگاه نامیم، احتمال اندازة یک را X بر µ بورل اندازة

می دهیم.

باشیم: داشته هرگاه نامیم -پایا f را µ احتمال بورل اندازة .١. ١۵ تعریف

∀B ∈ BX µ(f−١(B)) = µ(B).

می دهیم. نمایش M(X, f) نماد با را -پایا f اندازه هاي کلیۀ مجموعۀ

یا µ(B) = ٠ دهد نتیجه f−١(B) = B رابطه ،B بورل مجموعۀ هر براي هرگاه نامیم، ارگودیک را µ -پایاي f اندازة .١. ٢۵ تعریف
.µ(B) = ١

باشند. کامل اندازة از یا پوچ مجموعه هاي ،f تحت پایا مجموعه هاي تنها هرگاه است، ارگودیک ،µ -پایاي f اندازة عبارت دیگر، به 
می دهیم. نمایش E(X, f) با را f ارگودیک اندازه هاي کلیۀ مجموعۀ

می کند. تضمین فشرده، دینامیکی دستگاه هاي براي را پایا اندازه هاي وجود زیر قضیۀ

.M(X, f) ̸= ∅ آنگاه باشد، فشرده دینامیکی دستگاه یک (X, f) اگر [١۶]( کریلوف ) .١. ٣۵ قضیه

توابع کلیۀ آن به نسبت که توپولوژي (ضعیف ترین) کوچک ترین به عنوان ضعیف-ستاره توپولوژي ، M(X) فضاي بر
بیان زیر به صورت همگرایی توپولوژي، این تحت که کنید توجه می شود. تعریف پیوسته اند، (ϕ ∈ C(X)) µ 7−→

∫
X ϕdµ

می شود:
µn → µ ⇐⇒ ∀ϕ ∈ C(X) :

∫
ϕdµn →

∫
ϕdµ.

.[١۶] می دارد بیان را M(X) بر ضعیف-ستاره توپولوژي خواص مهم ترین بعدي، قضیۀ

است. فشرده ستاره، ضعیف- توپولوژي به نسبت M(X) .١ .۴ .١۵ قضیه

است. M(X) از فشرده و محدب ناتهی، زیر مجموعۀ یک M(X, f) .٢
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است. E(X, f) برابر M(X, f) گوشه اي نقاط مجموعۀ .٣

E(X, f) اعضاي از محدب ترکیب به صورت می توان ,M(Xرا f) عضو هر آنگاه باشد، ,E(Xمتناهی f) اگر قبل، قضیۀ به توجه با
٠ ≤ λ١, · · · , λn ≤ ١ اعداد ،µ ∈M(X, f) هر براي آنگاه، ،E(X, f) = {µ١, µ٢, · · · , µk} اگر عبارت دیگر، به  داد. نمایش
N = (٠, ٢) بوده، (٠, ١) مرکز به واحد Xدایرة ⊆ R٢ اگر مثال به طور .µ =

∑k
i=١ λiµi k∑و

i=١ λi = ١ که به گونه اي موجودند
می شود: تعریف زیر به صورت f : X → X شمال-جنوب نگاشت ،S = (٠, ٠) و

f(x) =

{
ϕ−١(١٢ϕ(x)) x ∈ X − {N}
N x = N

می شود دیده به سادگی صورت، این در است. طول ها محور با x و N واصل خط برخورد محل ϕ(x) ،x ∈ X − {N} براي آن، در که
نتیجه در است. x بر متمرکز دیراك اندازة δx آن در که E(X, f) = {δN , δS} که

M(X, f) = {λδN + (١− λ)δS : λ ∈ [٠, ١]}.

است. نامتناهی E(X, f) که است حالتی براي فوق مطلب تعمیم زیر قضیۀ

بر τ = τµ یکتاي احتمال اندازة ،µ ∈ M(X, f) هر براي باشد. فشرده دینامیکی دستگاه یک (X, f) کنید فرض .۵ .١۵ قضیه
: ϕ ∈ C(X) هر براي و τ(E(X, f)) = ١ که به گونه اي است موجود M(X, f) بورل ∫زیرمجموعه هاي

X
ϕdµ =

∫
E(X,f)

(∫
X
ϕdm

)
dτ(m).

می نامیم. µ ارگودیک تجزیۀ را آن و µ =
∫
E(X,f)mdτ(m) می نویسیم فوق شرایط تحت

متریک آنتروپی ١. ٢۵
آنتروپی تعریف اساس بر تعریف این شد. معرفی [١۵] سیناي و [۶] کولموگروف توسط بار نخستین دینامیکی دستگاه یک آنتروپی مفهوم
افرازي ξ = {A١, · · · , Ak} کنید فرض شد. ارائه [١۴] شانون کلود نام به آمریکایی مهندس یک توسط که است اطلاعات نظریۀ در

از است عبارت µ به نسبت ξ افراز آنتروپی .µ ∈M(X, f) کنید فرض به علاوه، باشد. X فضاي از بورل

Hµ(ξ) = −
k∑

i=١
µ(Ai) log µ(Ai).

تعریف زیر به صورت ξ افراز به نسبت f دینامیکی دستگاه آنتروپی سپس است. نپر عدد مبناي در لگاریتم اینجا در که کنید توجه
می شود:

hµ(f, ξ) := lim
n→∞

١
n
Hµ(

n−١∨
i=٠

f−iξ)

آن در که
f−iξ = {f−i(A١), · · · , f−i(Ak)}

و
n−١∨
i=٠

f−iξ = {C =

k−١∩
l=٠

T−l(Ail) : Aij ∈ ξ , j = ١, ٢, · · · , l}

می شود. تعریف زیر به صورت µ به نسبت f آنتروپی(متریک) نهایت، در

hµ(f) = sup
ξ
hµ(f, ξ),

می شود. گرفته X اندازه پذیر افراز هاي کلیۀ بر سوپریمم آن در که
دینامیکی دستگاه هاي آنتروپی به موضعی رویکرد رویکردها، مهم ترین از یکی دارد. وجود دینامیکی دستگاه هاي آنتروپی به مختلفی رویکردهاي
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و برین سپس دادند. ارائه دینامیکی دستگاه آنتروپی مفهوم به مهمی موضعی رویکردهاي [٣] بریمن و [٨] میلان مک ،[١۴] شانون است.
رله و [٩] پسین توسط هموار دستگاه هاي آنتروپی به دیگري موضعی رویکردهاي نمودند. معرفی را رویکرد این توپولوژیک نسخۀ [۴] کاتوك
باشد. X از اندازه پذیر افرازي ξ کنید فرض نماید. مشاهده [١٢ ،١١] در را دیگري موضعی رویکردهاي می تواند خواننده شدند. ارائه [١٣]
زیر، قضیۀ .µ ∈ M(X, f) کنید فرض است. x شامل که باشد ξn از عضوي ξn(x) کنید فرض و ξn :=

∨n−١
i=٠ f

−iξ دهید قرار
.[٧] است آنتروپی به موضعی رویکرد مورد در حکم مهم ترین

حد متناهی، آنتروپی با ξ افراز هر براي میلان-بریمن) (شانون-مک .۶ .١۵ قضیه

hµ(f, ξ, x) := lim
n→∞

−١
n
logµ(ξn(x))

داریم: و است µ-انتگرال پذیر ،x 7→ hµ(f, ξ, x) تابع به علاوه، است. موجود X در x هر تقریباً ∫براي
X
hµ(f, ξ, x) dµ(x) = hµ(f, ξ).

.x ∈ X هر تقریباً براي ، hµ(f, ξ, x) = hµ(f, ξ) آنگاه باشد، -ارگودیک f ،µ اگر

.[١۶] است آفین µ اندازة به نسبت آنتروپی، که می کند بیان زیر قضیۀ

صورت: این در باشد. µ پایاي f اندازة براي ارگودیک تجزیۀ µ =
∫
E(X,f)mdτ(m) کنید فرض (ژاکوب) .١. ٧۵ قضیه

.hµ(f, ξ) =
∫
E(X,f) hm(f, ξ) dτ(m) داریم: ξ متناهی افراز هر براي .١

.hµ(f) =
∫
E(X,f) hm(f) dτ(m) .٢

پایا اندازه هاي با متناظر قطري اندازة ١۶

می پردازیم. f-پایا اندازة یک با متناظر قطري اندازة معرفی به بخش این در

کنید: فرض به علاوه، . µ ∈M(X, f) کنید فرض .١. ١۶ تعریف

µ =

∫
E(X,f)

mdτ(m)

زیر به صورت (X × X,BX
⊗

BX) حاصل ضربی فضاي بر می دهیم، نمایش µ̃ با را آن که µ قطري اندازة باشد. µ ارگودیک تجزیۀ
می شود: تعریف

µ̃ :=

∫
E(X,f)

m×mdτ(m).

داریم µ ∈M(X, f) براي آنگاه باشد، متناهی E(X, f) = {µ١, µ٢, · · · , µk} اگر که کنید توجه .١. ٢۶ ملاحظه

µ =

k∑
i=٠

λiµi (λi ∈ [٠, ١]).

بود: خواهد زیر به صورت µ با متناظر قطري اندازة نتیجه، در

µ̃ =
k∑

i=١
λi µi × µi.

آنگاه، µ =
∫
E(X,f)mdτ(m) اگر که می شود دیده به سادگی که کنید توجه

µ× µ =

∫
E(X,f)

∫
E(X,f)

m× ν dτ(m)dτ(ν).

داریم. را زیر قضیۀ اکنون
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است. پیوسته مطلق به طور µ× µ به نسبت µ̃ یعنی ، µ̃ << µ× µ داریم µ ∈M(X, f) هر براي .١. ٣۶ قضیه

پس . µ× µ(D) = ٠ به علاوه و باشد اندازه پذیر D ⊆ X ×X که کنید فرض ∫اثبات.
E(X,f)

∫
E(X,f)

m× ν(D) dτ(m) dτ(ν) = ٠.

m×m(D) = ٠ ,E(Xداریم f) mدر هر تقریباً براي خاص، به طور .E(X, f) mدر و ν هر تقریباً m×ν(D)براي = ٠ نتیجه در
نتیجه در و

µ̃(D) =

∫
E(X,f)

m×m(D) dτ(m) = ٠

.µ̃ << µ× µ پس

است. شده ثابت [١٠] در بعد قضیۀ

همئومرفیسم یعنی باشند، توپولوژیک مزدوج دینامیکی دستگاه دو (i = ١, ٢) fi : Xi → Xi کنید فرض .۴ .١۶ قضیه
.µ̃٢ = (ϕ×ϕ)∗µ̃١ آنگاه ،µ٢ = ϕ∗µ١ و µ١ ∈M(X١, f١) اگر .ϕ◦f١ = f٢ ◦ϕ که به گونه اي باشد موجود ϕ : X١ → X٢

آنتروپی و اطلاعات تابع ١٧

است. موضعی آنتروپی نوعی واقع در تابع، این که می دهیم نشان و پرداخته موضعی اطلاعات تابع معرفی به بخش این در

به صورت If : X ×X → [٠,∞] ، f اطلاعات نگاشت بگیرید. نظر در را (X, f) فشردة دینامیکی دستگاه .١٧. ١ تعریف

If (x, y) := lim
k→∞

lim sup
n→∞

j∗n(x, y; ξk) (١٧. ١)

و است limk→+∞ diam(ξk) → ٠ شرط با X اندازه پذیر افرازهاي از صعودي دنباله اي {ξk}k≥١ آن در که می شود تعریف

j∗n(x, y; ξk) :=

{
− ١

n log jn(x, y; ξk) jn(x, y; ξk) ̸= ٠
٠ jn(x, y; ξk) = ٠

و

jn(x, y; ξk) = lim sup
l→∞

١
l

l−١∑
t=٠

χξnk (x)
(f t(y)).

در موجود حد و است اندازه پذیر If که کنید توجه به علاوه، است. x شامل که است ∨n−١
i=٠ f

−iξ از عنصري ξn(x) که کنید توجه
است. صعودي {j∗n(x, y; ξk)}k≥١ دنبالۀ چراکه است، موجود ٢. ١۶ تعریف

است. مقاله این اصلی نتیجۀ بعد، قضیۀ

داریم: µ ∈M(X, f) هر براي باشد. فشرده دینامیکی دستگاه یک (X, f) کنید فرض .١٧. ٢ ∫قضیه
X×X

If dµ̃ = hµ(f).

زیر مجموعۀ بیرخوف، ارگودیک قضیۀ به توجه با ،x ∈ X براي . ν̃ = ν × ν صورت این در . ν ∈ E(X, f) کنید فرض ابتدا اثبات.
و ν(Bx

kn) = ١ که به گونه اي است موجود Bx
kn ⊆ X بورل

∀y ∈ Bx
kn : jn(x, y; ξk) = ν(ξnk (x)).

: y ∈ Bx هر براي و ν(Bx) = ١ آنگاه . Bx =
∩

k,n≥١B
x
kn دهید قرار

jn(x, y; ξn) = ν(ξnk (x)) ∀k, n ≥ ١.



۶١ دینامیکی دستگاه هاي آنتروپی و قطري اندازه

:x ∈ A هر براي و ν(A) = ١ که به گونه اي است موجود A بورل مجموعۀ میلان-بریمن، شانون-مک قضیۀ طبق دیگر، طرف از

lim sup
n→∞

j∗n(x, y; ξk) = hν(f, ξk, x) (k ≥ ١, y ∈ Bx)

،y ∈ Bx و x ∈ A براي پس

lim sup
n→∞

j∗n(x, y; ξk) = hν(f, ξk, x) (k ≥ ١).

داریم ، ν̃ = ν × ν این که به توجه با و [١۶] در ٨ · ٣ قضیۀ و یکنوا همگرایی قضیۀ کمک به ∫اکنون،
X×X

If dν̃ =

∫
X×X

If dν × ν

= lim
k→∞

∫
X×X

lim sup
n→∞

j∗n(x, y; ξk)dν × ν(x, y)

= lim
k→∞

∫
X

(∫
X
lim sup
n→∞

j∗n(x, y; ξk)dν(y)

)
dν(x)

= lim
k→∞

∫
X

(∫
Bx

lim sup
n→∞

j∗n(x, y; ξk)dν(y)

)
dν(x)

= lim
k→∞

∫
X
hν(f, ξk, x)dν(x)

= lim
k→∞

hν(f, ξk)

= hν(f). (١٧. ٢)

داریم: ژاکوب، قضیۀ و قبل رابطۀ پرتوي در نتیجه، در ،µ̃ =
∫
E(X,f) ν × νdτ(ν) آنگاه .µ ∈M(X, f) کنید فرض نهایت، ∫در

X×X
If dµ̃ =

∫
E(X,f)

(∫
X×X

If (x, y)dν × ν(x, y)

)
dτ(ν) (١٧. ٣)

=

∫
E(X,f)

hν(f)dτ(ν) (۴ .١٧)

= hµ(f). (۵ .١٧)

نتیجه گیري ١٨

این که دادیم نشان پایا، اندازه هاي با متناظر قطري اندازة مفهوم پرتوي در و کرده تعریف حاصل ضربی فضاي بر را اطلاعات تابع مقاله، این در
دستگاه یک متریک آنتروپی به منجر قطري اندازة به نسبت اطلاعات تابع از انتگرال گیري که معنی بدین است، موضعی آنتروپی نوعی تابع،
[١۴ ،٨ ،٣] شانون-مک-میلان-بریمن و [۴] برین-کاتوك موضعی آنتروپی هاي بر خلاف که است این توجه قابل نکتۀ می شود. دینامیکی

می دهد. دست به را پایا اندازه هاي کلیۀ به نسبت متریک آنتروپی و بوده اندازه از مستقل مقاله، این در تعریف شده اطلاعات تابع
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Extended Abstract

Introduction

Frames for Hilbert spaces were introduced in [6]. LetH be a Hilbert space and let I be a finite or countable
index set. A family F = {fi}i∈I ⊆ H is a discrete frame for H, if there exist 0 < AF ≤ BF <∞, such
that

AF∥f∥2 ≤
∑
i∈I

|⟨f, fi⟩|2 ≤ BF∥f∥2,

for each f ∈ H. The sequence F is called a Bessel sequence if only the second inequality is required.
Continuous frames were introduced in [1, 10]. Let (Ω, µ) be a measure space and let H be a Hilbert

space. A weakly-measurable mapping F : Ω → H is called a continuous frame for H with respect to
(Ω, µ) if there exist two positive constants AF , BF such that for each f ∈ H, we have

AF ∥f∥2 ≤
∫
Ω
|⟨f, F (ω)⟩|2dµ(ω) ≤ BF ∥f∥2.

The positive numbers AF and BF are called the lower and upper bounds of the frame, respectively. The
mapping F is called tight if AF = BF and if AF = BF = 1, it is called a Parseval frame. If only the
second inequality is required, we say that F is a continuous Bessel mapping. Suppose that F : Ω → H
is a continuous Bessel mapping. Then the operator TF : L2(Ω, µ) → H weakly defined by

⟨TFφ, f⟩ =
∫
Ω φ(ω)⟨F (ω), f⟩dµ(ω), φ ∈ L2(Ω, µ), f ∈ H,

is well-defined and bounded with ∥TF ∥ ≤
√
BF . Indeed,

∫
Ω φ(ω)F (ω)dµ(ω) is an element of H and

TF can be written as TF (φ) =
∫
Ω φ(ω)F (ω)dµ(ω). The operator TF is called the synthesis operator of

F and its adjoint which is given by

T ∗
F : H → L2(Ω, µ), (T ∗

F f)(ω) = ⟨f, F (ω)⟩, ω ∈ Ω, f ∈ H,

is the analysis operator of F . The operator SF = TFT
∗
F is a positive operator and if F is a continuous

frame, thenSF is also an invertible operator and called the frame operator ofF . In fact, for each f, g ∈ H,
we have

⟨SF f, g⟩ =
∫
Ω⟨f, F (ω)⟩⟨F (ω), g⟩dµ(ω).

A Bessel mapping G such that TGT ∗
F is equal to the identity operator on H is called a dual for F . A

Bessel mappingG is a pseudo-dual for F if TGT ∗
F is invertible. If the distance (with respect to the norm)

between TGT ∗
F and the identity operator on H is less than one, thenG is called an approximate dual of F .

Let F andG be two Bessel mappings and letQ ∈ B(L2(Ω, µ)). The functionG is said to be aQ-pseudo-
dual (resp. Q-dual, Q-approximate dual) for F if the operator SG,Q,F defined by SG,Q,F := TGQT

∗
F

is invertible (resp. SG,Q,F = IdH, ∥SG,Q,F − IdH∥ < 1). For more results about pseudo-duals and
approximate duals of continuous frames, see [13].

۶۴



Conclusion

The main results of the paper are:

Theorem 18.1. Let F,G be two Bessel mappings and let T ∈ B(H). In this case, TF : Ω → H and
TG : Ω → H defined by TF (x) = T (F (x)) and TG(x) = T (G(x)) are Bessel mappings. Moreover, if
TG is a Q-pseudo-dual of TF , then T is right-invertible.

Theorem 18.2. Let G be a Q-pseudo-dual of F and T ∈ B(H). If T is invertible, then TG is a Q-
pseudo-dual of TF .

Theorem 18.3. Let F,G,M : Ω → H be three Bessel mappings. Then F −M : Ω → H and G−M :

Ω → H defined by (F−M)(x) = F (x)−M(x) and (G−M)(x) = G(x)−M(x) are Bessel mappings.
Moreover, if ∥SG,Q,M∥ < 1 and G is a Q-dual of F , then G is a Q-approximate dual of F −M . Also, if
∥SM,Q,F ∥ < 1 and G is a Q-dual of F , then G−M is a Q-approximate dual of F .

۶۵



کاربردها و اندازه جبرهاي
۶٧٣- ٣ ص ،١ شماره ،١ دوره ،١۴٠٢ سال

هیلبرت فضاهاي در قاب ها شبه دوگان هاي مورد در نتایج برخی

١ جوادي زینب

z. javadi@shdu. ac. ir رایانامه: ایران. قم، دانش، شهاب دانشگاه .١

چکیده مقاله اطلاعات

تقریبی دوگان هاي شبه دوگان ها، مورد در نتایجی مقاله، این در
فضاهاي در گسسته قاب هاي و پیوسته قاب هاي دوگان هاي و
دوگان هاي شبه دوگان ها، به ویژه، می آ   یند. دست به هیلبرت
بین کران دار عملگر یک گرفتن قرار با که دوگان هایی و تقریبی
قرار توجه مورد می شوند، ساخته قاب تحلیل و ترکیب عملگر
از برخی برقراري درصورت که می شود داده نشان می گیرند.
پایا کوچک اختلال هاي و کران دار عملگرهاي تحت آنها شرایط،

هستند.
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۶٧ هیلبرت فضاهاي در قاب ها شبه دوگان هاي مورد در نتایج برخی

پیش نیازها و مقدمه ١٩

دوبچیز توسط ١٩٨۶ سال در و شد معرفی [۶] در ٢ شیفر و ١ دافین توسط ،١٩۵٢ سال در اولین بار براي هیلبرت فضاهاي در قاب ها مفهوم
شماراي یا متناهی مجموعۀ یک I و جدایی پذیر هیلبرت فضاي یک H کنیم فرض گرفت. قرار بازنگري مورد [٣] در ۵ میر و ۴ گراسمان ،٣
موجود ٠ < AF ≤ BF <∞ هرگاه است H براي گسسته) (قاب قاب یک F = {fi}i∈I ⊆ H مانند خانواده یک باشد. نامتناهی

باشیم: داشته f ∈ H هر به ازاي به طوري که باشند

AF∥f∥٢ ≤
∑
i∈I

|⟨f, fi⟩|٢ ≤ BF∥f∥٢,

کران و پایین کران ترتیب به را BF و AF می نامیم. بسل دنبالۀ یک را F = {fi}i∈I باشد برقرار راست سمت نامساوي چنانچه
متشکل مجموعۀ اینفیمم و بهینه پایین کران را پایین کران هاي تمام از متشکل مجموعۀ سوپریمم نیستند). یکتا (که می نامیم قاب بالاي
هرگاه می نامیم پارسوال را آن و AF = BF هرگاه می گوییم تنگ را قاب یک می نامیم. بهینه بالاي کران را بالا کران هاي تمام از

.AF = BF = ١

صورت این در باشد. بسل دنبالۀ یک F = {fi}i∈I کنیم فرض .١٩. ١ تعریف
می شود: تعریف زیر به صورت F ترکیب عملگر (١)

TF : ℓ٢(I) −→ H, TF ({ci}i∈I) =
∑

i∈I cifi.

.∥TF∥ ≤
√
BF می شود دیده به سادگی و است کران دار و خطی خوش تعریف، TF

می نامیم. F تحلیل عملگر را می آید دست به زیر به صورت که ،TF عملگر الحاقی (٢)

T ∗
F : H −→ ℓ٢(I), T ∗

F (f) = {⟨f, fi⟩}i∈I .

داریم: f ∈ H هر به ازاي و می شود نامیده F بسل عملگر SF = TFT
∗
F (٣)

SFf =
∑
i∈I

⟨f, fi⟩fi.

عملگري نامساوي آن گاه باشد، قاب یک F اگر است. مثبت عملگري ،SF عملگر

AF · IdH ≤ SF ≤ BF · IdH

است. وارون پذیر عملگري حالت، این در که می نامیم F قاب عملگر را SF باشد، قاب یک F اگر است. برقرار
آن گاه باشد، H روي پوشا و کران دار عملگر یک T اگر باشد. H هیلبرت فضاي در گسسته قاب یک F = {fi}i∈I کنیم فرض
H هیلبرت فضاي در گسسته قاب یک {fi}i∈I اگر فوق، مطالب توجه به با است. H هیلبرت فضاي براي گسسته قاب یک نیز {Tfi}i∈I
f ∈ H هر صورت این در ،f̃i := S−١

F fi دهیم قرار چنانچه است. A−١
F و B−١

F کران هاي با قاب یک نیز {S−١
F fi}i∈I آن گاه باشد،

داریم: f ∈ H هر به ازاي صورت این در باشد. H براي قاب یک {fi}i∈I کنیم فرض داد. نمایش بیان شده زیر در که شکلی به می توان را

f =
∑
i∈I

⟨f, f̃i⟩fi =
∑
i∈I

⟨f, fi⟩f̃i.

براي دوگان یک را H در G = {gi}i∈I قاب صورت، این در باشد. H هیلبرت فضاي براي قاب یک F = {fi}i∈I کنیم فرض
باشیم: داشته f ∈ H هر به ازاي هرگاه گوییم {fi}i∈I

f =
∑
i∈I

⟨f, gi⟩fi.

می نامیم. {fi}i∈I قاب با متناظر (استاندارد) کانونی دوگان را F̃ = {S−١
F fi}i∈I دوگان

1Duffin
2Schaefer
3Daubechies
4Grossmann
5Meyer
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زیر گزاره هاي صورت، این در باشند. H هیلبرت فضاي در بسل دنبالۀ دو G = {gi}i∈I و F = {fi}i∈I کنیم فرض .١٩. ٢ قضیه
هستند: معادل

.f =
∑

i∈I⟨f, gi⟩fi داریم f ∈ H هر براي (١)

.f =
∑

i∈I⟨f, fi⟩gi داریم f ∈ H هر براي (٢)

.⟨f, g⟩ =∑i∈I⟨f, fi⟩⟨gi, g⟩ داریم f, g ∈ H هر براي (٣)

پیوسته قاب هاي تعریف می پردازیم. آنها معرفی به ادامه در که هستند گسسته قاب هاي تعمیم هیلبرت، فضاي یک در پیوسته قاب هاي
را قاب ها این [٨] در ۶ هان و ۵ گاباردو گرفت. صورت [١] در ۴ گازییو و ٣ آنتوآین ،٢ علی توسط مستقل به طور و [١٠] در ١ کایزر توسط
فضاي یک را (Ω, µ) و جدایی پذیر مختلط هیلبرت فضاي یک را H بخش، این سراسر در نامیده اند. اندازه» فضاهاي به وابسته «قاب هاي

هرگاه می نامیم، (Ω, µ) به نسبت H براي پیوسته قاب یک را F : Ω −→ H نگاشت می گیریم. نظر در مثبت اندازة با اندازه

باشد. اندازه پذیر ضعیف به طور F یعنی باشد اندازه پذیر Ω روي ω 7→ ⟨f, F (ω)⟩ تابع ،f ∈ H هر براي (١)

باشیم: داشته f ∈ H هر براي که باشند موجود چنان ٠ < AF ≤ BF <∞ ثابت هاي (٢)

AF ∥f∥٢ ≤
∫
Ω
|⟨f, F (ω)⟩|٢dµ(ω) ≤ BF ∥f∥٢.

،AF = BF = ١ اگر و تنگ پیوستۀ قاب یک را F آن گاه ،AF = BF اگر دارند. نام F پیوسته قاب کران هاي BF و AF ثابت اعداد
راست سمت نامساوي هرگاه H گوییم توي به Ω از پیوسته بسل نگاشت یک را F نگاشت می نامیم. پارسوال پیوستۀ قاب یک را آن آن گاه
قاب یک F آن گاه ، Ω = N و باشد شمارشی اندازة µ اگر که کنیم (دقت می نامیم. بسل کران یک را BF حالت این در باشد. برقرار

بود). خواهد گسسته

صورت این در باشد. پیوسته بسل نگاشت یک F : Ω → H کنیم فرض .١٩. ٣ تعریف

به صورت که TF : L٢(Ω, µ) −→ H عملگر (الف)

⟨TF g, f⟩ =
∫
Ω
g(ω)⟨F (ω), f⟩dµ(ω), f ∈ H, g ∈ L٢(Ω, µ),

داریم و است کران دار و خطی خوش تعریف، TF که می شود ثابت (به آسانی می نامیم F ترکیب عملگر را می شود تعریف
.(∥TF ∥ ≤

√
BF

می نامیم. F تحلیل عملگر را (T ∗
F f)(ω) = ⟨f, F (ω)⟩ ضابطۀ با T ∗

F : H −→ L٢(Ω, µ) عملگر (ب)

می نامیم. F عملگر را SF = TFT
∗
F عملگر (پ)

پیوسته قاب یک F اگر است. پوشا عملگري TF صورت این در باشد. (Ω, µ) به نسبت H براي پیوسته قاب یک F کنیم فرض
و مثبت عملگر یک که می گوییم پیوسته قاب عملگر را می شود تعریف زیر به صورت که SF عملگر آن گاه باشد، (Ω, µ) به نسبت H براي

است: وارون پذیر
SF : H −→ H SF (f) =

∫
Ω⟨f, F (ω)⟩F (ω)dµ(ω), f ∈ H.

1G. Kaiser
2S. T. Ali
3J. P. Antoine
4J. P. Gazeau
5Gabardo
6Han
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براي هرگاه می نامیم H براي دوگان زوج یک را (F,G) زوج صورت این در باشند. H توي به Ω از بسل نگاشت دو G و F کنیم فرض
باشیم: داشته f, g ∈ H هر

⟨f, g⟩ =
∫
Ω
⟨f, F (ω)⟩⟨G(ω), g⟩dµ(ω).

f, g ∈ H هر براي آن گاه باشند، G و F بسل نگاشت هاي براي ترکیب عملگرهاي به ترتیب TG و TF نگاشت هاي اگر که است مشخص
داریم:

⟨TGT ∗
F f, g⟩ = ⟨T ∗

F f, T
∗
Gg⟩ =

∫
Ω
⟨f, F (ω)⟩⟨G(ω), g⟩dµ(ω).

و [١٢ ،١١ ،٧ ،٢] تقریبی دوگان هاي دوگان ها، علاوه بر .TGT ∗
F = IdH اگر تنها و اگر است H براي دوگان زوج یک (F,G) بنابراین

می آوریم. دست به مفاهیم این مورد در جدیدي نتایج ادامه، در هستند. اهمیت قاب ها حائز نظریۀ در هم [١٣] شبه دوگان ها

اصلی نتایج ٢٠

می کنیم. آغاز [١٣] و [٩ ،٨] از برگرفته زیر، تعریف با را بخش این

.Q ∈ B(L٢(Ω, µ)) و باشند پیوسته بسل نگاشت دو G و F کنیم فرض .٢٠. ١ تعریف

می شود، تعریف زیر به صورت که SG,Q,F عملگر اگر می نامیم F شبه دوگان -Q یک را G تابع (الف)

SG,Q,F := TGQT
∗
F ,

باشد. وارون پذیر

.∥SG,Q,F − IdH∥ < ١ اگر می نامیم F تقریبی Q-دوگان یک را G تابع (ب)

.SG,Q,F = IdH اگر می نامیم F Q-دوگان یک را G تابع (پ)

است. F شبه دوگان -Q یک F تقریبی Q-دوگان یک و F تقریبی Q-دوگان یک F Q-دوگان یک که است مشخص فوق، تعریف از

و TF : Ω −→ H نگاشت هاي صورت این در .T ∈ B(H) و باشند بسل نگاشت دو G و F کنیم فرض .٢٠. ٢ قضیه
علاوه هستند. بسل نگاشت هاي می شوند، تعریف TG(x) = T (G(x)) و TF (x) = T (F (x)) به صورت که TG : Ω −→ H

است. راست وارون پذیر T آن گاه باشد، TF شبه دوگان -Q یک TG اگر این، بر

نگاشت ،f ∈ H هر به ازاي چون اثبات.
x 7→ ⟨F (x), f⟩

نگاشت ،f ∈ H هر به ازاي پس است، اندازه پذیر C به Ω از

x 7→ ⟨TF (x), f⟩ = ⟨F (x), T ∗f⟩

داریم: ،f ∈ H هر به ازاي اینک، است. اندازه پذیر C به Ω ∫از
Ω
|⟨f, TF (x)⟩|٢dµ(x) =

∫
Ω
|⟨T ∗f, F (x)⟩|٢dµ(x)

⩽ BF ∥T ∗f∥٢ ⩽ BF ∥T ∗∥٢∥f∥٢



٧٠ ١۴٠٢ ،١ شماره ،١ دوره کاربردها، و اندازه جبرهاي

-Q یک TG می کنیم فرض اکنون است. بسل نگاشت یک نیز TG که داد نشان می توان مشابه، به طور است. بسل نگاشت یک TF پس
داریم: f ∈ H و φ ∈ L٢(Ω, µ) هر براي طرفی از است. وارون پذیر STG,Q,TF عملگر بنابراین باشد؛ TF شبه دوگان

⟨TTFφ, f⟩ =
∫
Ω
φ(ω)⟨TF (ω), f⟩dµ(ω)

=

∫
Ω
φ(ω)⟨F (ω), T ∗f⟩dµ(ω)

= ⟨TFφ, T ∗f⟩ = ⟨TTFφ, f⟩,

لذا .TTG = TTG داریم مشابه به طور .TTF = TTF پس

STG,Q,TF (f) = TTGQT
∗
TF (f) = T (TGQT

∗
F )T

∗(f)

است. راست وارون پذیر T پس است، وارون پذیر STG,Q,TF چون

آن گاه باشد، وارون پذیر T اگر .T ∈ B(H) و باشد F بسل نگاشت براي شبه دوگان -Q یک G بسل نگاشت کنیم فرض .٢٠. ٣ قضیه
است. TF براي شبه دوگان -Q یک TG

شد: حاصل زیر تساوي ،٢٠. ٢ قضیه برهان در اثبات.

STG,Q,TF = T (TGQT
∗
F )T

∗.

داریم: باشد، وارون پذیر T کنیم فرض اکنون

((T ∗)−١S−١
G,Q,FT

−١)STG,Q,TF = (T ∗)−١S−١
G,Q,FT

−١TTGQT
∗
FT

∗ = IdH.

داریم مشابه به طور
STG,Q,TF (T

∗)−١S−١
G,Q,FT

−١ = IdH.

است. TF براي شبه دوگان -Q یک TG لذا است، وارون پذیر STG,Q,TF پس

آن گاه باشد، H روي یکانی عملگر یک T اگر و باشد F بسل نگاشت براي شبه دوگان -Q یک G بسل نگاشت کنیم فرض .۴ .٢٠ نتیجه
است. TF براي شبه دوگان -Q یک TG

می آید. دست به ٢٠. ٣ قضیه از حکم است، وارون پذیر یکانی، عملگر هر اینکه توجه به با اثبات.

می آیند: دست به نیز گسسته قاب هاي براي فوق احکام بگیریم، نظر در شمارشی اندازة را اندازه اگر

{Tgi}i∈I و {Tfi}i∈I صورت، این در .T ∈ B(H) و باشند بسل دنبالۀ دو {gi}i∈I و {fi}i∈I کنیم فرض .۵ .٢٠ قضیه
است. راست وارون پذیر T آن گاه باشد، {Tfi}i∈I شبه دوگان -Q یک {Tgi}i∈I اگر این، علاوه بر هستند. بسل دنباله ها ي

آن گاه باشد، وارون پذیر T اگر .T ∈ B(H) و باشد {fi}i∈I براي شبه دوگان -Q یک {gi}i∈I بسل دنبالۀ کنیم فرض .۶ .٢٠ قضیه
است. {Tfi}i∈I براي شبه دوگان -Q یک {Tgi}i∈I

H روي یکانی عملگر یک T اگر باشد. {fi}i∈I بسل دنبالۀ براي شبه دوگان -Q یک {gi}i∈I بسل دنبالۀ کنیم فرض .٢٠. ٧ نتیجه
است. {Tfi}i∈I براي شبه دوگان -Q یک {Tgi}i∈I آن گاه باشد،

G−M : Ω → H و F −M : Ω → H صورت، این در باشند. بسل نگاشت سه F,G,M : Ω → H کنیم فرض .٢٠. ٨ قضیه
هستند بسل نگاشت هاي می شوند، تعریف زیر به صورت که

F −M(x) = F (x)−M(x), G−M(x) = G(x)−M(x).

اگر همچنین است. F − M تقریبی Q-دوگان یک G آن گاه باشد، F Q-دوگان یک G و ∥SG,Q,M∥ < ١ اگر این، علاوه بر
است. F تقریبی Q-دوگان یک G−M آن گاه باشد، F Q-دوگان یک G و ∥SM,Q,F ∥ < ١
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داریم: .x ∈ Ω و f ∈ H کنیم فرض است. بسل نگاشت یک F −M می دهیم نشان ابتدا اثبات.

⟨f, F (x)−M(x)⟩ = ⟨f, F (x)⟩ − ⟨f,M(x)⟩

اندازه پذیر نیز x 7→ ⟨f, F (x) −M(x)⟩ نگاشت هستند، اندازه پذیر x 7→ ⟨f,M(x)⟩ و x 7→ ⟨f, F (x)⟩ نگاشت هاي چون
همچنین ∫است.

Ω
|⟨f, F (x)−M(x)⟩|٢dµ(x) =

∫
Ω
|⟨f, F (x)⟩ − ⟨f,M(x)⟩|٢dµ(x)

⩽
∫
Ω
(|⟨f, F (x)⟩|+ |⟨f,M(x)⟩|)٢dµ(x)

=

∫
Ω
|⟨f, F (x)⟩|٢dµ(x) +

∫
Ω
|⟨f,M(x)⟩|٢dµ(x)

+ ٢
∫
Ω
|⟨f, F (x)⟩||⟨f,M(x)⟩|dµ(x)

⩽
∫
Ω
|⟨f, F (x)⟩|٢dµ(x) +

∫
Ω
|⟨f,M(x)⟩|٢dµ(x)

+ ٢
(∫

Ω
|⟨f, F (x)⟩|٢dµ(x)

) ١
٢
(∫

Ω
|⟨f,M(x)⟩|٢dµ(x)

) ١
٢

⩽ BF ∥f∥٢ +BM∥f∥٢ + ٢
√
BFBM∥f∥٢

= (
√
BF +

√
BM )٢∥f∥٢,

یک G می کنیم فرض حال، است. بسل نگاشت یک نیز G −M که می شود ثابت مشابه، به طور است. بسل نگاشت یک F −M پس
داریم: x ∈ Ω و f ∈ H هر به ازاي .∥SG,Q,M∥ < ١ و باشد F Q-دوگان

(T ∗
F−Mf)(x) = ⟨f, (F −M)(x)⟩ = ⟨f, F (x)⟩ − ⟨f,M(x)⟩

= (T ∗
F f)(x)− (T ∗

Mf)(x)

= ((T ∗
F − T ∗

M )f)x

لذا .T ∗
F−M = T ∗

F − T ∗
M پس

SG,Q,F−M = TGQT
∗
F−M = TGQ(T ∗

F − T ∗
M )

= TGQT
∗
F − TGQT

∗
M

= IdH − SG,Q,M

بنابراین
∥IdH − SG,Q,F−M∥ = ∥SG,Q,M∥ < ١

هر براي .∥SM,Q,F ∥ < ١ و باشد F Q-دوگان یک G کنیم فرض اینک است. F −M تقریبی Q-دوگان یک G یعنی این و
داریم: f ∈ H و φ ∈ L٢(Ω, µ)

⟨TG−Mφ, f⟩ =
∫
Ω
φ(x)⟨(G−M)(x), f⟩dµ(x)

=

∫
Ω
φ(x)⟨G(x), f⟩dµ(x)−

∫
Ω
φ(x)⟨M(x), f⟩dµ(x)

= ⟨TGφ, f⟩ − ⟨TMφ, f⟩

= ⟨(TG − TM )φ, f⟩
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بنابراین .TG−M = TG − TM پس

SG−M,Q,F = TG−MQT
∗
F = (TG − TM )QT ∗

F

= TGQT
∗
F − TMQT

∗
F

= IdH − SM,Q,F .

نتیجه در
∥IdH − SG−M,Q,F ∥ = ∥SM,Q,F ∥ < ١

است. F تقریبی Q-دوگان یک G−M که است معنی بدین نامساوي، این و

این در باشند. هیلبرت فضاي یک در بسل دنبالۀ سه Z = {hi}i∈I و G = {gi}i∈I ،F = {fi}i∈I کنیم فرض .٢٠. ٩ نتیجه
و ∥SG,Q,Z∥ < ١ اگر این، علاوه بر هستند. بسل دنباله هاي G − Z := {gi − hi}i∈I و F − Z := {fi − hi}i∈I صورت،
باشد، F Q-دوگان یک G و ∥SZ,Q,F∥ < ١ اگر همچنین است. F − Z تقریبی Q-دوگان یک G آن گاه باشد، F Q-دوگان یک G

است. F تقریبی Q-دوگان یک G − Z آن گاه
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Extended Abstract

Orlicz spaces, as a very important generalization of Lebesgue spaces, were proposed more than 100 years
ago and were first introduced by Z. W. Birnbaum and W. Orlicz. َAfter that, another generalization of
Lebesgue spaces with symbols Xp instead of Lp was introduced in which X is a Banach function space.
In this article, another generalization of Lebesgue spaces is investigated, which includes both previous
generalizations. Although this generalization and preliminary studies of it were published in a scientific
report in 1988, effective research on this generalization was done 15 years ago. Due to the fact that in this
generalization a convex and Young function Φ is placed instead of function | · |p and a Banach function
space X is placed instead of space L1, in this article, taking into account the conditions of the function
Φ we will check properties of generalized Orlicz space XΦ. More precisely, if we put

M0 = {f : Ω → [−∞,+∞] : f isµ− measurable},

XΦ = {f ∈ M0 : ∃α > 0,Φ(
|f |
α

) ∈ X},

EΦ = {f ∈ XΦ : ∀α > 0,Φ(
|f |
α

) ∈ X},

SΦ = {f ∈ XΦ : f is a step function},

MΦ = S̄Φ∥·∥Φ
,

considering the conditions on the function Φ, we examine the relationship between the above spaces.
Generalized Orlich spaces XΦ associated with a functional Banach space like X , considering properties
such as solidity of X , have important and well-known properties in Orlicz spaces and Lebesgue spaces.
By using these properties, many results can be obtained in these spaces. Considering that an Orlicz
space is generalized by XΦ and by replacing the space L1 with Banach function space X , we can reach
new Banach spaces by placing different spaces in place X . Studying these spaces and examining their
properties, such as conditions of being algebra, the existence of a bounded approximate identity element,
spaceability, and many other cases can be done in the continuation of this research.

٧۵



کاربردها و اندازه جبرهاي
٧۴ -٨٢ ص ،١ شماره ،١ دوره ،١۴٠٢ سال

تابعی باناخ فضاي یک با مرتبط اورلیش فضاهاي مورد در نکاتی

١ ثالث باقري علیرضا

r-bagheri@qom. ac. ir رایانامه: ایران. قم، قم، دانشگاه پایه، علوم دانشکده ریاضی، گروه .١

چکیده مقاله اطلاعات
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تعاریف و مقدمات ٢١

میدهیم، قرار همچنین است. نامنفی اندازة یک µ آن در که میگیریم نظر در اندازه فضاي یک را (Ω,A, µ) مقاله این تمام در

M٠(Ω) = {f : Ω → [−∞,+∞] : است اندازه پذیر − µ ،f}.

زیر به صورت Lp(Ω) لبگ فضاي p ∈ [١,∞) هر براي میگیریم. نظر در یکی همواره را M٠(Ω) در برابر همه جا تقریباً −µ توابع
میشود: تعریف

Lp = Lp(Ω) = {f ∈ M٠(Ω) : ∥f∥p =
(∫

Ω
|f(x)|pdµ

) ١
p

<∞}.

مرتبط آن از مفیدي تعمیمهاي لبگ، فضاهاي اهمیت به نظر است. باناخ فضاي یک (Lp(Ω), ∥ · ∥p) لبگ فضاي میدانیم صورت این در
شده اند. ارائه نیز تابعی فضاهاي با

و کند، صدق بودن متناهی به جز نرم خواص در که باشد تابعی ∥ · ∥X : M٠(Ω) → [٠,∞] کنید فرض

X = {f ∈ M٠(Ω) : ∥f∥X <∞}.

میکند: صدق زیر خواص در که است نرمدار حقیقی خطی فضاي یک X بنابراین
.f ∈ X اگر تنها و اگر ∥f∥X <∞ و است شده تعریف f ∈ M٠(Ω) هر براي ∥f∥X -١

.∥f∥X = ٠ اگر تنها و اگر f = ٠, a.e. -٢
میشود، نامیده تابعی باناخ فضاي یک آنگاه کند، صدق نیز زیر شرایط در X اگر

،٠ ≤ f ≤ g a.e.⇒ ∥f∥X ≤ ∥g∥X -٣
،fn ↑ f a.e.⇒ ∥fn∥X ↑ ∥f∥X -۴

.µ(E) <∞ ⇒ χE ∈ X -۵
پلهاي تابع یک را متناهی اندازة با مشخصه توابع از خطی ترکیب هر و است E مشخصۀ تابع χE ،E ∈ A هر براي که میکنیم یادآوري

مینامیم.
میدهند نمایش Xp(Ω) با را آن که لبگ فضاهاي از تعمیم یک ،|f |p ∈ L١(Ω) اگر تنها و اگر f ∈ Lp(Ω) اینکه به توجه با

میشود: تعریف زیر به صورت
Xp = Xp(Ω) = {f ∈ M٠(Ω) : |f |p ∈ X} .

، limx→∞Φ(x) = +∞ و Φ(٠) = ٠ که باشد زوج و محدب تابعی Φ : R → [٠,+∞] یعنی باشد، یانگ تابعی Φ اگر همچنین
میشود تعریف زیر به صورت LΦ(Ω) اورلیش فضاي آنگاه

LΦ(Ω) =

{
f ∈ M٠(Ω) : ∃α > ٠,

∫
Ω
Φ

(
|f |
α

)
dµ <∞

}
.

است. پیوسته فاصله این روي آنگاه باشد، مقدار حقیقی (a, b) بازة روي محدب تابع یک اگر و هستند صعودي محدب توابع نمایید توجه
میدهیم، قرار Φ یانگ تابع و X تابعی باناخ فضاي گرفتن نظر در با حال فرمایید. ملاحظه را [۴] اورلیش فضاهاي خواص براي

XΦ = XΦ(Ω) =

{
f ∈ M٠(Ω) : ∃α > ٠,Φ

(
|f |
α

)
∈ X

}
.

،(٢ .۵ قضیه [٣]) است تابعی باناخ فضاي یک زیر لکزومبورگ نرم با و است برداري فضاي یک مجموعه این

∥f∥Φ = ∥f∥X,Φ = inf

{
α > ٠ :

∥∥∥∥Φ( |f |
α

)∥∥∥∥
X

≤ ١
}
.

تعریف در
∫
ΩΦ( |f |α )dµ < ∞ شرط اینکه به توجه با مینامیم. X تابعی باناخ فضاي با مرتبط تعمیم یافته اورلیش فضاي را فضا این

هستند، اورلیش فضاهاي تعمیم X تابعی باناخ فضاي با مرتبط اورلیش فضاهاي ،Φ( |f |α ) ∈ L١(Ω) که است معنا این به اورلیش فضاهاي
ارائه شده تعمیم بنابراین .Xp = XΦ(p) داریم، Φ(p)(x) = |x|p دهیم قرار اگر همچنین .LΦ(Ω) = (L١(Ω))Φ داریم واقع در و

است. قبلی تعمیمهاي از گسترده تر بسیار
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و است یانگ تابع یک Φ و تابعی باناخ فضاي یک X همواره ادامه، در

EΦ =

{
f ∈ XΦ : ∀α > ٠,Φ

(
|f |
α

)
∈ X

}
,

SΦ = {f ∈ XΦ : باشد پلهاي تابعی f},

MΦ = SΦ
∥·∥Φ

.

میآورد، ارمغان به X فضاي براي را زیر خاصیت تابعی باناخ فضاهاي تعریف در و(٣) (١) خواص که نمایید توجه

[f ∈ M٠(Ω), f ∈ X, |f | ≤ |g|] ⇒ [g ∈ X, ∥f∥X ≤ ∥g∥X ].

مینامیم. X بودن جامد خاصیت را خاصیت این
عددي را t اگر α > ٠ هر براي ،β ∈ R هر و f, g ∈ EΦ هر براي زیرا است برداري فضاي یک نیز EΦ که میکنیم ملاحظه

داریم، است محدب Φ و برداري فضاي X چون بگیریم، نظر در (٠, ١) فاصله در دلخواه

Φ

(
|βf + g|

α

)
≤ Φ

(
t|β||f |
tα

+
(١− t)|g|
(١− t)α

)
≤ tΦ

(
|β||f |
tα

) + (١− t)Φ(
|g|

(١− t)α

)
∈ X.

در اخیر سالهاي در متنوعی تحقیقات هستند. تعمیم یافته اورلیش فضاهاي مورد در مناسبی مراجع اخیر سالهاي در [٣] و [٢] مرجع دو
ببینید. را [۵] و [١] مراجع نمونه براي است. شده انجام زمینه این

اصلی نتایج ٢٢

در میکنیم. بیان تابعی باناخ فضاي یک با مرتبط اورلیش فضاهاي مورد در نتایجی قبل، بخش نمادهاي و تعاریف از استفاده با بخش این در
ساخته شده اورلیش فضاي روي تابع این خواص تأثیر و است Φ یانگ تابع روي تمرکز بیشتر مقاله این در می نماییم. ارائه را زیر تعریف ابتدا

میشود. بررسی آن از

داشته x ∈ Ω هر -تقریباً µ براي که X در {fn}∞n=١ دنبالۀ هر براي که باشد تابعی باناخ فضاي یک X کنیم فرض .٢٢. ١ تعریف
آنگاه همه جا، تقریباً −µ |fn| ≤ |f | باشیم داشته n ∈ N هر براي که باشد موجود f ∈ X تابع و ، limn→∞ fn(x) = ٠ باشیم،

میکند. صدق DCT خاصیت در X میگوییم صورت این در . limn→∞ ∥fn∥X = ٠

داریم: قبل بخش نمادهاي با .٢٢. ٢ قضیه
.X ⊆ EΦ آنگاه ،X ⊆ L∞ ١-اگر

.MΦ ⊆ EΦ -٢
.EΦ ⊆ MΦ آنگاه باشد، DCT خاصیت داراي X اگر -٣

آنگاه ،Aα = {x ∈ Ω : |f(x)|
α ≤ ١} دهیم قرار α > ٠ هر براي اگر صورت این در .f ∈ X و X ⊆ L∞ کنید فرض (١) اثبات.

Φ

(
|f |
α

)
χAα ≤ Φ(١)

|f |
α

∈ X.

داریم X بودن جامد به توجه با بنابراین

Φ

(
|f |
α

)
χAα ∈ X. (٢٢. ١)
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عدد f ∈ L∞ چون همچنین .χ(X−Aα) ∈ X داریم، X بودن جامد طبق بنابراین .χ(X−Aα) ≤ |f |
α داریم به وضوح ازطرفی

است، خطی فضاي یک X چون بنابراین همه جا. تقریباً −µ ،|f | ≤M که است موجود M > ٠

Φ

(
|f |
α

)
χ(X−Aα) ≤ Φ

(
M

α

)
χ(X−Aα) ∈ X.

داریم، X بودن جامد به توجه با بنابراین

Φ

(
|f |
α

)
χ(X−Aα) ∈ X. (٢٢. ٢)

.f ∈ EΦ داریم بود، شده انتخاب دلخواه α چون .Φ
(
|f |
α

)
∈ X داریم (۴ .٣۵) و (٣. ٢۵) از بنابراین

داریم، صورت این در .f ∈ MΦ کنیم فرض (٢)

∀k ∈ N,∃fk ∈ SΦ : ∥f − fk∥Φ <
١
٢k
.

نرم تعریف طبق ،∥٢k(f − fk)∥Φ < ١ اینکه به توجه با طرفی از .Φ(٢kfk) ∈ X نتیجه در و ٢kfk ∈ EΦ داریم (١) به توجه با
داریم، لکزومبورگ

∃٠ < α ≤ ١, Φ
(
٢k(f − fk)

α

)
∈ X.

است، محدب Φ اینکه به توجه با اینجا از .Φ(٢k(f − fk)) ∈ X داریم X بودن جامد طبق نتیجه در

Φ(kf) = Φ

(
١
٢
٢k(f − fk) +

١
٢
٢kfk

)
≤ ١

٢
Φ(٢k(f − fk) +

١
٢
Φ(٢kfk)

∈ X.

برقرار زیر رابطۀ Φ محدب تابع بودن صعودي به توجه با آنگاه ، ١α < k که بگیریم نظر در طوري را k طبیعی عدد اگر α > ٠ هر براي حال
است،

Φ

(
f

α

)
≤ Φ(kf) ∈ X

.f ∈ EΦ داریم X بودن جامد از مجدد استفادة با بنابراین
،f ∈ MΦ

٠ چون .Φ
(
|f |
α

)
∈ X داریم α > ٠ هر براي صورت این در .f ∈ EΦ و باشد DCT خاصیت داراي X کنید فرض (٣)

داریم، X بودن جامد به توجه با نتیجه در ،|s١| ≤ |s٢| ≤ ... ≤ |f | که است موجود چنان پلهاي توابع از {sn}∞n=١ دنبالۀ
که میکنیم توجه حال .{sn}∞n=١ ⊆ SΦ نتیجه در و {sn}∞n=١ ⊆ XΦ

٠ ≤ Φ

(
|sn − f |

α

)
≤ Φ

(
|٢f |
α

)
∈ X,

و
همه جا تقریباً − µ ، lim

n→∞
Φ

(
|sn − f |

α

)
= ٠.

داریم میکند، صدق DCT خاصیت در X اینکه توجه به با اینجا از

∀α > ٠, lim
n→∞

∥∥∥∥Φ( |sn − f |
α

)∥∥∥∥
X

= ٠.

که است موجود چنان طبیعی اعداد در N١ ≤ N٢ ≤ . . . دنبالۀ بنابراین

∀n ≥ Nk,

∥∥∥∥∥Φ
(
|sn − f |

١
k

)∥∥∥∥∥
X

≤ ١.
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که، است خاصیت این داراي {sn}∞n=١ از {sNk
}∞k=١ زیردنبالۀ بنابراین

∀k ∈ N, ∥sNk
− f∥Φ ≤ ١

k
.

.f ∈ MΦ(Ω) داریم نتیجه در و sNk

∥·∥Φ−→ f میدهد نشان این

باشند. داشته نیز را ±∞ مقادیر میتوانند X تابعی باناخ فضاي عناصر که میکنیم ملاحظه قبل بخش در ارائه شده تعاریف به توجه با
باشند، مقدار حقیقی همه جا تقریباً −µ .X عضو توابع میکنیم فرض ادامه، در شوند. +∞ میتوانند نیز Φ یانگ تابع مقادیر همچنین

یعنی
f ∈ X ⇒ µ({x ∈ X : f(x) = ±∞}) = ٠.

.x = ٠ اگر تنها و اگر Φ(x) = ٠ کنید فرض .٢٢. ٣ لم
آنگاه ،E١, E٢, ..., En ∈ A اگر (١)

n∑
i=١

aiχEi ∈ XΦ ⇒ χE١ , χE٢ , ..., χEn ∈ X.

.SΦ ⊆ EΦ (٢)

En, ..., E٢, E١ مجموعههاي کنیم فرض میتوانیم قضیه، کلیت رفتن دست  از بدون .f =
∑n

i=١ aiχEi کنیم فرض (١) اثبات.
آنگاه ،f ∈ XΦ اگر .χE١∪E٢ = χ(E١−E٢)∪(E١∩E٢)∪(E٢−E١) نمونه براي زیرا هستند. هم از جدا دوبه دو

∃α > ٠,Φ
(
|f |
α

)
= Φ

( |
∑n

i=١ aiχEi |
α

)
∈ X.

بنابراین،
n∑

i=١
Φ

(
|ai|
α

)
χEi ∈ X.

و بودن جامد از مجدد استفادة با و اینجا از .Φ
(
|ai|
α

)
χEi ∈ X داریم، i = ١, ٢, ..., n هر براي X بودن جامد به توجه با نتیجه در

.χE١ , χE٢ , ..., χEn ∈ X داریم، Φ(x) = ٠ ⇐⇒ x = ٠ شرط نیز
است. واضح (١) به توجه با (٢)

.∃x١ : Φ(x١) = +∞ ⇒ XΦ ⊆ L∞ (١) .۴ .٢٢ گزاره
.∃x٠∀,٠ ≤ x < x٠,Φ(x) = ٠ ⇒ L∞ ⊆ XΦ (٢)

.∃x٠, x١ : Φ([٠, x٠]) = {٠} ∧ Φ(x١) = +∞ ⇒ XΦ = L∞ (٣)

شدهاند، گرفته نظر در حقیقی همه جا تقریباً X عناصر اینکه به توجه با (١) اثبات.

f ∈ XΦ =⇒ ∃α > ٠,Φ
(
|f |
α

)
∈ X

=⇒ µ({x ∈ Ω : Φ

(
|f |
α

)
= +∞}) = ٠

=⇒ µ({x ∈ Ω : Φ

(
|f |
α

)
≥ x٠}) = ٠)

=⇒ |f | ≤ αΦ−١(x٠), µ− a.e.

=⇒ f ∈ L∞.
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داریم، صورت این در باشد. صفر برابر [٠, x١) بازة روي Φ کنیم فرض (٢)

f ∈ L∞ =⇒ ∃k > ٠, |f | < k, µ− a.e.

=⇒ ∃α(= k

x١
) > ٠,

|f |
α
< x١

=⇒ ∃α > ٠,Φ
(
|f |
α

)
(= ٠) ∈ X

=⇒ f ∈ XΦ.

میآِید. دست به به راحتی (٢) و (١) از (٣)

اگر باشد. (٠, x١) روي محدب و پیوسته تابعی Φ و x٠ ∈ (٠,∞) ، µ(Ω) <∞ کنیم فرض .۵ .٢٢ قضیه

Φ(x) :=


٠, x = ٠

Φ١(x), ٠ < x < x٠

+∞, x ≥ x٠

,

آنگاه،
.XΦ = L∞ (١)

.MΦ = L∞ (٢)

آنگاه ،f ∈ L∞ اگر ازطرفی .XΦ ⊆ L∞ داریم، ۴ .٢٢ گزاره (١) قسمت به توجه با (١) اثبات.

∀٠ < ϵ < x٠, ∃k > ٠,
|f |
k
< x٠ − ϵ, µ− a.e.

بنابراین

|f |
k
< (x٠ − ϵ)χΩ, µ− a.e. (٢٢. ٣)

داریم، k٠ > ٠ یک به ازاي (٢٢. ٣) نامساوي به توجه با آنگاه ،x٠ − ϵ < ١ که، کنیم انتخاب طوري را ٠ < ϵ < x٠ اگر بنابراین
بنابراین، همه جا. تقریباً −µ ، |f |k٠

< χΩ

Φ

(
|f |
k٠

)
≤ Φ(χΩ). (۴ .٢٢)

رابطه و X بودن جامد موضوع، این به توجه با .α ∈ X داریم، α > ٠ هر براي که میکنیم ملاحظه ١ = χΩ ∈ X فرض با حال
است. شده ثابت (١) حکم و L∞ ⊆ XΦ نتیجه در و f ∈ XΦ بنابراین .Φ

(
|f |
k٠

)
∈ X داریم، (۴ .٢٢)

هر براي ،Φ−١
(

١
∥١∥X

)
̸= ٠ که میکند ایجاب Φ(٠) = ٠ رابطۀ نیز و ١ = χΩ ∈ X قضیه فرض طبق اینکه به توجه با (٢)

داریم، ٠ ̸= f ∈ L∞

|f | ≤ ∥f∥∞, µ− a.e. =⇒ |f |
∥f∥∞

≤ ١, µ− a.e.

=⇒ |f |

∥f∥∞⧸Φ−١
(

١
∥١∥X

) ≤ Φ−١
(

١
∥١∥X

)
, µ− a.e.

=⇒ Φ

 |f |

∥f∥∞⧸Φ−١
(

١
∥١∥X

)
 ≤ Φ

(
Φ−١

(
١

∥١∥X

))
≤ ١

∥١∥X
.
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توجه با نتیجه در و
∥∥∥Φ( |f |

α

)∥∥∥
X

≤ ١ آنگاه ،α = ∥f∥∞
Φ−١

(
١

∥١∥X

) دهیم، قرار اگر که میدهد Xنشان بودن جامد به توجه با رابطه ایِن
داریم، لگزومبورگ نرم تعریف به

∥f∥Φ ≤ ١

Φ−١
(

١
∥١∥X

) · ∥f∥∞. (۵ .٢٢)

طرفی از هستند. معادل XΦ(= L∞) فضاي روي ∥ · ∥Φ و ∥ · ∥∞ نرم دو که میشود نتیجه بسته گراف قضیۀ و (۵ .٢٢) رابطه از
فضاي در پلهاي توابع مجموعۀ چون حال، باشد. (Ω,A, µ) فضاي در پله اي توابع فضاي کل برابر SΦ که میشود باعث χΩ ∈ X شرط

داریم هستند، چگال (L∞, ∥ · ∥∞)

MΦ = SΦ
∥·∥Phi

= SΦ
∥·∥∞

= L∞.

نتیجه گیري ٢٣

و بااهمیت خواصِی X روِي بودن جامد مانند مفروضاتی گرفتن نظر در با ،X تابعی باناخ فضاي با مرتبط XΦ تعمیم یافتۀ اورلیش فضاهاي
دست به فضاها این در میتوان را بسیاري نتایج خواص، این از استفاده با داشت. خواهند را لبگ فضاهاي و اورلیش فضاهاي در شناخته شده
بسیار موارد و بودن فضاپذیر کران دار، تقریبی همانی عنصر وجود بودن، جبر شرایط مانند آنها خواص بررسی و فضاها این روي مطالعه آورد.
نمودن جایگزین با XΦ تعمیم یافتۀ اورلیش فضاي اینکه به توجه با ببینید). را [۵] و [١]) هستند انجام قابل تحقیقات این ادامۀ در دیگر

یافت. دست جدیدي باناخ فضاهاي به میتوان X به جاي مختلف فضاهاي دادن قرار با می آید، دست به X تابعی باناخ فضاي با L١ فضاي
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Extended Abstract

Introduction

In Ramsey theory, Schur’s theorem holds significant importance [19]. The simplicity of the problem, as
well as its connection with various areas of mathematics, increases its significance. This theorem states
that in any finite partition of natural numbers, there exist a, b ∈ N such that one of the cells contains
{a, b, a+ b}, in the other words, this structure is monochromatic.

In [22], Van der Waerden proved that in any finite partition of natural numbers, one of the cells
contains arbitrarily long arithmetic progressions. In the other words, for any k ∈ N, there exist a, b ∈ N
such that the structure {a, a+ b, a+ 2b, . . . , a+ kb} is monochromatic. This proof provided an answer
to a long-standing open question.

The theorems of Schur and Van der Waerden encouraged researchers to study monochromatic linear
patterns. In 1943, Rado classified all linear structures in the set of natural numbers, leading to significant
results in this field, which we will elaborate on in the following sections. Erdös and Turán, after the
proof of Van der Waerden’s theorem, posed the question of whether every subset of natural numbers with
a positive upper density contains an arbitrarily long arithmetic progression? This question was answered
by Szemerédi in 1974, but in 1977, Furstenberg provided another solution to this problem using dynamical
systems, leading to the creation of a theory known as Ergodic-Ramsey theory, [10]; [11].

The general idea behind Erdös and Turán’s solution to the open problem is as follows: a subset E
of natural numbers contains an arithmetic progression of length k, i.e., {a, a+ d, . . . , a+ kd} ⊂ E, for
some a, b in natural numbers if and only if a ∈ E ∩ (E − d) ∩ . . . ∩ (E − kd). Furthermore, it shows
that if E has positive upper density, then

lim inf
N→∞

1

N

N∑
n=1

d̄(E ∩ (E − n) ∩ · · · ∩ (E − kn)) > 0. (23.1)

Thus, E contains an arithmetic sequence of length k + 1.
To establish the relation (23.1), Furstenberg introduced the notion of a correspondence between a

measure-preserving dynamical system and a set with upper density. To delve further into this process,
we need to familiarize ourselves with certain concepts.

Assume that (X,B, µ) is a probability space, where B is a σ-algebra on the set X and µ : B → [0, 1]

is a countably additive probability measure. A measurable map T : X → X is measure preserving if
for every B ∈ B, we have µ(T−1B) = µ(B), where T−1B := {x ∈ X : Tx ∈ B}. A quadruple
(X,B, µ, T ), where (X,B, µ) is a measure space and T is a measure-preserving map, is called a measure-
preserving system. A system (X,B, µ, {Tg}g∈G), where G is a commutative semigroup, Tg : X → X

is a function, and (X,B, µ) is a probability space, is called a dynamical system over G.
In general, for a given semigroup G and {Tg}g∈G on the probability space (X,B, µ) (i.e., for every

g, h ∈ G, Tgh = TgTh), together with measure-preserving maps, (X,B, µ, {Tg}g∈G) is called a measure-
preserving system or a G-measure-preserving system. Let E be a subset of natural numbers. For the
additive semigroup N, {m ∈ N : n+m ∈ E} denoted by E − n for any n ∈ N.

Furstenberg’s Corresponding Principle establishes a profound connection between measure-preserving
systems and sets of integers. For any subset E of the natural numbers, the theorem asserts the exis-
tence of a measure-preserving system (X,B, µ, T ) and a set A ∈ B such that the measure of A matches
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the upper asymptotic density of E. Furthermore, the theorem establishes an intriguing relationship be-
tween the combinatorial structure of E and the dynamics of the measure-preserving system. Specif-
ically, for any sequence of integers n1, n2, · · · , nk, the density of the intersection of translated sets
E − n1, E − n2, · · · , E − nk is bounded from below by the measure of a corresponding intersection
of translated sets in A. This powerful principle finds its applications through various versions in the
realm of multiple recurrence theory.

Suppose that (X,B, µ, T ) is a measure-preserving system and A ∈ B such that µ(A) > 0. Then, for
each k ∈ N,

lim inf
N→∞

1

N

N∑
n=1

µ(A ∩ T−nA ∩ · · · ∩ T−knA) > 0.

This fact is a generalization of the Poincaré Recurrence Theorem, which states there exists n ∈ N such
that

µ(A ∩ T−nA) > 0.

A stronger version of that can be stated as follows:
Suppose that (X,B, µ, T ) is a measure-preserving system and A ∈ B. Then, for every ϵ > 0, the set

below is a syndetic set:

{n ∈ N : µ(A ∩ T−nA) > µ2(A)− ϵ}. (23.2)

As a consequence of the aforementioned content, one can refer to a density version of Van der Waerden’s
theorem, which was formulated and proven by Szemerédi. He established that every subset of natural
numbers with a positive upper density contains an arbitrarily long arithmetic progression [21]. Our ability
to discern the monochromaticity of an equation is quite limited. For example, the following question has
remained unresolved: Is it true that for every finite coloring of the natural numbers, there exist a, b ∈ N
such that the structure {a2, b2, a2 + b2} is monochromatic?

In [16], Moreira investigated the monochromatic solutions of polynomial patterns in countable com-
mutative semigroups, providing a novel classification in this domain. However, this classification does
not encompass every polynomial structure. In fact, the following conjecture remains unsolved: For ev-
ery finite coloring of the natural numbers, is it true that there exist a, b ∈ N such that the structure
{a, b, a+ b, ab} is monochromatic?

In [12], Green and Sanders, by generalizing the works of Shkredov and Cilleruelo ([20], [6]), suc-
cessfully provided an answer to the open problem in finite fields. Furthermore, a weaker version of this
conjecture has been recently addressed by Moreira and Bergelson which state that, for every finite col-
oring of the natural numbers, there exist a, b ∈ N such that {a, a+ b, ab} is monochromatic. Szemerédi
proved the famous conjecture of Erdös and Turán [8], and Furstenberg, by presenting a new proof of Sze-
merédi’s theorem [10], initiated a deep and enduring interaction between the theories of Ramsey theory
and ergodic theory.

In 1943, Rado introduced regular matrices and examined the monochromaticity of these equations in
a special case. In [7], Deuber gave his well-known proof regarding Rado’s conjecture on partition reg-
ular sets. He introduced structures called (m, p, c)-sets and, by iteratively applying Van der Waerden’s
theorem on arithmetic progressions, proved the theorem for them. In 1975, he generalized the notion of
partition regularity to abelian groups. In 1994, Hindman, Deuber, and Bergelson expounded the theory
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of Rado for commutative rings, delving into the study of both homogeneous and inhomogeneous equa-
tions whose coefficient matrices belong to commutative rings. Among the important problems is the
monochromaticity of {x, y, x+ y, xy}, which Moreira proved a weak version of this in 2017. He defini-
tively answered this question in a strong sense, employing dynamical systems and ergodic theory with
the help of a new representation of a large class of non-linear patterns found in a cell of finite partition.

Before presenting the content, we proceed to define and review some classical results related to the
Ramsey theorem. Let R be a countable commutative ring. For natural numbers m and k, consider
functions

f1, . . . , fk : Rm → R.

The family {f1, f2, . . . , fk} in R is called a Ramsey family if for every finite coloring C1, C2, . . . , Cr of
R, and every X ∈ Rm, there exists a color C belong to {C1, . . . , Cr} such that

{f1(X), f2(X), . . . , fk(X)} ⊂ C.

As you can observe, for any a, b, k ∈ N, the structures {a, b, a+ b} and {a, a+ b, . . . , a+ (k− 1)b}
are Ramsey in N, but the structures {a, a + 1} and {a, b, 3a − b} are not. This is because if we color
each element of the set of natural numbers with a color, then a and a+ 1 must have different colors, and
if we color the set of natural numbers with 4 colors in a 5-color set if a and b have the same color, it can
be shown that 3a − b has a different color [15]. In [5], it was proven that for every p ∈ N, the family
{x, y, x+ y, x+ 2y, . . . , x+ py} is Ramsey in N. Additionally, Folkman proved that for every m ∈ N,
the following family is Ramsey:

x0

x1 , x1 + x0 ,

x2 , x2 + x1 , x2 + x0 , x2 + x1 + x0
...

...
... . . .

xm , xm + xm−1 , xm + xm−2 , · · · , xm + xm−1 + · · ·+ x0


.

Just as the theorems of Schur and Van der Waerden were generalized, the generalization of Folkman’s
theorem is not far-fetched. In [7], Deuber proved that for every m, p, c ∈ N, the following structure is
Ramsey in N: 

cx0

ix0 + cx1 , i ∈ {−p, . . . , p}
ix0 + jx1 + cx2 , i, j ∈ {−p, . . . , p}

...
...

i0x0 + · · ·+ im−1xm−1 + cxm , i0, . . . , im−1 ∈ {−p, . . . , p}


.

Suppose that m ∈ N and {f1, f2, . . . , fk} is a finite family of linear functions f : N(m+1) → N.
Then, this family is Ramsey if and only if there exist p and c in N such that the above structure contains
{f1, f2, . . . , fk}. To generalize this theorem, various methods can be employed. For instance, one can
extend the Ramsey family to an infinite family of functions. Similar to a theorem called Hindman’s
theorem, which is translatable into the language of Ramsey families, significant results have also been
obtained in this regard [13]. Furthermore, considering the potential parallels between the outcomes of
linear functions and polynomial functions, the following classic question is raised:
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”Suppose that for k ∈ N, f1, f2, . . . , fk ∈ Z[x1, . . . , xk]. What is the necessary and sufficient
condition for the family {f1, . . . , fk} to be Ramsey in N?”

Based on the aforementioned, all structures present in the Schur, Van der Waerden, and Deuber theo-
rems are Ramsey families. Examining this subject when the structure involves addition and multiplication
proves to be quite challenging. In 1977, Furstenberg and Sárközy presented a proof for the monochro-
maticity of the structure {a, a+b2} [10], [18]. Subsequently, Bergelson improved these results by proving
the monochromaticity of the structure {a, b, a+b2} [3]. However, the significant breakthrough came with
the extension to polynomial functions by Bergelson and Leibman in the Van der Waerden theorem, where
they showed, that the structure

{x0, x0 + p1(x1, . . . , xm), . . . , x0 + pk(x1, . . . , xm)}

with p1, . . . , pk ∈ Z[x1, . . . , xm] such that pi(0) = 0 is Ramsey [4].
Nowadays, the polynomial Van der Waerden theorem has been generalized in various directions,

each of which represents a new example of polynomial Ramsey families ([1], [2], [9], [14]). However, a
complete and accurate solution for the following conjecture is still not available.

” Is it true that for every finite coloring of the natural numbers, there exist a, b ∈ N such that the
structure {a, b, a+ b, ab} is monochromatic? ”

Conclusion

In today’s research, the investigation of Ramsey families of nonlinear functions, whose simpler forms are
polynomial expressions with two variables, holds a special priority.
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٨٩ مرتبط مسائل و رادو قضیه بر مقدمه اي

مقدمه ٢۴

اهمیت بر ریاضیات، از متفاوتی حوزه هاي با آن ارتباط نیز و مسئله سادگی .[١٩] دارد، فراوانی اهمیت ٢ شور قضیه ١ رمزي، نظریۀ حوزة در
عضوي سه زیرمجموعۀ یک شامل حجره ها از یکی طبیعی، اعداد از متناهی افراز هر در که می دارد بیان قضیه این می افزاید. دوچندان آن

است. {a, b, a+ b}

ساختار به طوري که موجودند a, b ∈ N آنگاه شود، رنگ آمیزي رنگ، r به طبیعی اعداد مجموعۀ ،r ∈ N براي کنید فرض .٢. ١۴ قضیه
است. تک رنگ {a, b, a+ b}

دلخواه طول به حسابی تصاعد هاي داراي حجره ها از یکی طبیعی، اعداد از متناهی افراز هر در داد نشان ٣ واردن در وان ،١٩٢٧ سال در
.[٢٢] بود، مانده باقی حل نشده زمان آن تا که بود باز سؤال یک به پاسخی اثبات این است.

موجودند a, b ∈ N ،k ∈ N هر براي آنگاه شود، رنگ آمیزي رنگ، r به طبیعی اعداد مجموعۀ ،r ∈ N براي کنید فرض .٢. ٢۴ قضیه
است. تک رنگ {a, a+ b, a+ ٢b, . . . , a+ kb} ساختار به طوري که

نمودن طبقه بندي با ١٩۴٣ سال در ۴ رادو نمودند. ترغیب تک رنگ خطی الگوهاي بررسی به را محققین واردن در وان و شور قضایاي
می پردازیم. آنها بیان به بعد بخش هاي در که یافت دست زمینه این در توجهی قابل نتایج به طبیعی اعداد مجموعۀ در خطی ساختارهاي تمامی
٧ مثبت، بالایی چگالی با طبیعی اعداد از زیرمجموعه هر آیا که کردند مطرح واردن، در وان قضیۀ اثبات از بعد ۶ توران و ۵ اردوش
کمک به ٩ فرشتنبرگ ١٩٧٧ سال اما شد، داده پاسخ ١٩٧۴ سال در ٨ زمردي توسط سؤال این هست؟ دلخواه طول با حسابی تصاعد داراي

[١٠]؛[١١]. شد، ارگودیک-رمزي تئوري عنوان با رشته اي خلق به منجر که داد مسئله این به دیگر پاسخی دینامیکی دستگاه هاي
داراي طبیعی اعداد از E زیرمجموعۀ که است شکل این به است مشهور زمردي قضیۀ به که توران و اردوش باز مسئلۀ حل کلی ایدة

اگر فقط و اگر طبیعی) اعداد در a, b (براي {a, a+ d, . . . , a+ kd} ⊂ E یعنی است، k طول به حسابی تصاعد
آنگاه باشد، مثبت چگالی داراي E اگر که می دهد نشان ادامه در و a ∈ E ∩ (E − d) ∩ . . . ∩ (E − kd)

lim inf
N→∞

١
N

N∑
n=١

d̄(E ∩ (E − n) ∩ · · · ∩ (E − kn)) > ٠. (٢. ١۴)

است. k + ١ طول به حسابی دنبالۀ شامل E نتیجه در
مجموعه بالایی چگالی و اندازه حافظ دینامیکی دستگاه یک بین که نمود بیان را تناظري اصل فرشتنبرگ ،(٢. ١۴) رابطه دادن نشان براي

شویم. آشنا مفاهیم بعضی با تا داریم نیاز روند، این با بیشتر آشنایی براي می نمود. معرفی را تناظري
یک µ : B → [٠, ١] و X مجموعۀ روي σ−جبر یک B که معنی این (به باشد احتمال فضاي یک (X,B, µ) کنید فرض
باشیم داشته B ∈ B هر به ازاي هرگاه نامند اندازه حافظ را T : X → X اندازه پذیر نگاشت باشد. شمارا) (جمعی احتمال اندازة
اندازه فضاي یک (X,B, µ) که (X,B, µ, T ) چهارتایی به .T−١B := {x ∈ X : Tx ∈ B} که µ(T−١B) = µ(B)

جابه جایی، نیم گروه یک G که (X,B, µ, {Tg}g∈G) دستگاه گویند. اندازه حافظ دستگاه باشد، اندازه حافظ انتقال نگاشت یک T و
می نامیم. G روي دینامیک دستگاه یک را است احتمال اندازة فضاي یک (X,B, µ) و است تابع یک Tg : X → X

،g, h ∈ G هر براي که معنی این به ) (X,B, µ) احتمال فضاي Gروي از {Tg}g∈G عملگر مفروضGو نیم گروه براي کلی به طور
حافظ G-دستگاه یک یا اندازه حافظ دستگاه یک را (X,B, µ, {Tg}g∈G) اندازه، حافظ انتقال نگاشت هاي همراه به ،(Tgh = TgTh

نامند. اندازه
،n ∈ N هر به ازاي صورت این در .E ⊆ N کنید فرض و باشد نیم گروه یک (N,+) کنید فرض

E − n := {x ∈ N : n+ x ∈ E}.
1Ramsey theory
2Schure’s theorem
3B. L. Van der Waerden
4R. Rado
5P. Erdös
6P. Turan
7d(A) = limn→∞

|A∩{1,2,...,n}|
n

8 E. Szemerédi
9H. Fursteberg
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µ(A) = d̄(E) که A ∈ B و (X,B, µ, T ) اندازه حافظ دستگاه یک ،E ⊂ N هر براي ١ فرشتنبرگ). تناظر (اصل .٢. ٣۴ قضیه
داریم: ، n١, . . . , nk ∈ N هر براي به طوري که موجودند

d̄(E ∩ (E − n١) ∩ · · · ∩ (E − nk)) ≥ µ(A ∩ T−n١A · · · ∩ T−nkA).

از زمردي قضیۀ بخش، این در گفته شده مطالب به توجه با که شده ارائه آن کاربردهاي و فرشتنبرگ تناظر اصل از متعددي نسخه هاي
می کند. تبعیت زیر (ضربی) چندگانۀ بازگشت قضیۀ

براي آنگاه .٠ < µ(A) به طوري که باشد موجود B از A مجموعۀ و اندازه حافظ دستگاه یک (X,B, µ, T ) کنید فرض .۴ .٢۴ قضیه
،k ∈ N هر

lim inf
N→∞

١
N

N∑
n=١

µ(A ∩ T−nA ∩ · · · ∩ T−knA) > ٠.

است. ٢ پوآنکاره به منسوب بازگشتی کلاسیک قضیۀ از تعمیمی ۴ .٢۴ قضیه

یک صورت این در .٠ < µ(A) به طوري که باشد موجود A ∈ B و اندازه حافظ دستگاه یک (X,B, µ, T ) کنید فرض .۵ .٢۴ قضیه
که دارد وجود طبیعی n

µ(A ∩ T−nA) > ٠.

می شود: بیان زیر به صورت آن از قوي تري شکل

مجموعۀ یک زیر مجموعۀ ،٠ < ϵ هر به ازاي آنگاه .A ∈ B و باشد اندازه حافظ دستگاه یک (X,B, µ, T ) کنید فرض .۶ .٢۴ قضیه
می گیرد.) بر در را طبیعی اعداد کل چپ، به انتقال متناهی تعداد با (یعنی است. متصل

{n ∈ N : µ(A ∩ T−nA) > µ٢(A)− ϵ}. (٢. ٢۴)

عمل حافظ احتمال فضاي هر براي هرگاه می نامند بازگشتی مجموعۀ یک را R ⊂ G باشد. نیم گروه یک G کنید فرض .٢. ٧۴ تعریف
به طوري که باشد موجود g ∈ R غیرهمانی عنصر مثبت، اندازة با B ⊂ Ω اندازه پذیر مجموعۀ هر و (Ω, µ, (Tg)g∈G)

µ(B ∩ T−١
g B) > ٠.

از یکی ،R = R١ ∪ · · · ∪Rr متناهی منظم افراز هر براي آنگاه باشد. G نیم گروه در بازگشتی مجموعۀ یک R کنید فرض .٢. ٨۴ لم
است. بازگشتی مجموعۀ ( ١ ≤ i ≤ r براي ) Riها

(Ωi, µi, {Tg}(i)g∈G) ،i = ١, ٢, . . . , r هر براي آنگاه نباشند. بازگشتی مجموعۀ Riها، از هیچ کدام کنید فرض خلف، برهان به اثبات.
،g ∈ Ri هر به ازاي که به طوري که باشند موجود ٠ < µi(Bi) که Bi ⊂ Ωi و

µi(Bi ∩ (T i
g)

−١Bi) = ٠.

،g ∈ G هر براي و B = B١ × · · · ×Br ،µ = µ١ ⊗ · · · ⊗ µr ،Ω = Ω١ × · · · × Ωr کنید فرض

Tg(Ω١, . . . ,Ωr) = (T ١
gΩ١, . . . , T

r
gΩr).

مجموعۀ یک R ازآنجایی که .µ(B) = µ١(B١) · · ·µr(Br) > ٠ و است Ω روي G از احتمال حافظ عمل یک {Tg}g∈G آنگاه
به طوري که است موجود g ∈ R عنصر است، بازگشتی

µ(B ∩ T−١
g B) > ٠.

1Furstenberg’s Corresponding Principle
2Poincare’s Recurrence Theorem
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چون

µ(B ∩ T−١
g B) =

r∏
i=١

µi(Bi ∩ (T i
g)

−١
Bi)

،١ ≤ i ≤ r هر به ازاي گفت می توان
µi(Bi ∩ (T i

g)
−١
Bi) > ٠.

.g ∈ R١ ∪ · · · ∪Rr پس است تناقض در خلف فرض با که g /∈ Ri یعنی

بیان را است) شده اثبات [٢١] در زمردي توسط (که واردن در وان قضیۀ از چگالی نسخۀ یک فوق قضایاي از پیامدي به عنوان اکنون
می کنیم.

است. دلخواه طول به حسابی تصاعد شامل A آنگاه .d̄(A) > ٠ که A ⊂ N کنید فرض .٢. ٩۴ قضیه

براي به طوري که باشند موجود h١, h٢, · · · , hk ∈ Z[X] چندجمله اي هاي k ∈ N براي کنید فرض .٢. ١٠۴ قضیه
ساختار به طوري که موجودند a, b ∈ N عناصر طبیعی، اعداد مجموعۀ متناهی رنگ آمیزي هر براي آنگاه .hi(٠) = ٠ ،١ ≤ i ≤ k

است. تک رنگ {a, a+ h١(b), a+ h٢(b), . . . , a+ hk(b)}

معادله، یک بودن تک رنگ تشخیص در ما توانایی بااین حال، است. ٢. ١٠۴ قضیه از خاصی حالت ،٢. ٢۴ قضیه که می شود دیده به راحتی
است. باقی مانده حل نشده تاکنون زیر پرسش مثال، به عنوان  است. محدود خیلی

{a٢, b٢, a٢ + b٢} ساختار به طوري که موجودند a, b ∈ N طبیعی، اعداد مجموعۀ متناهی رنگ آمیزي هر براي آیا .٢. ١١۴ مسأله
باشد؟ تک رنگ

اعداد مجموعۀ رنگ آمیزي از تک رنگ جواب داراي چندجمله اي الگوهاي از نوینی طبقه بندي بررسی با توانست ١ موریرا ،٢٠١۶ سال در
چندجمله اي هاي بین اتحاد برقراري وجود با ولی دهد؛ عمومیت ٢. ١٠۴ و ٢. ٢۴ قضیه هاي به شمارا، جابه جایی نیم گروه هاي در واقع طبیعی

است. حل نشده هنوز زیر حدس درواقع .[١۶] نمی شود چندجمله اي ساختار هر شامل نوین طبقه بندي این شور، ساختار و واردن در وان

تک رنگ {a, b, a+ b, ab} ساختار به طوري که موجودند a, b ∈ N طبیعی، اعداد مجموعۀ متناهی رنگ آمیزي هر براي .٢. ١٢۴ مسأله
است.

میدان هاي در ٢. ١٢۴ حدس براي پاسخی ارائۀ به موفق ، [۶] ۵ سیروئلو و [٢٠] ۴ اشکریدوف کارهاي تعمیم با ٣ سندرز و ٢ گرین
است: شده حل ۶ برگلسون و موریرا توسط اخیراً که می پردازیم ٢. ١٢۴ حدس از ضعیف تري حالت ارائۀ به ادامه در .[١٢] شدند متناهی

تک رنگ {a, a + b, ab} ساختار به طوري که موجودند a, b ∈ N طبیعی، اعداد مجموعۀ متناهی رنگ آمیزي هر براي .٢. ١٣۴ قضیه
است.

تعاملی آغازگر [١٠] زمردي قضیۀ از جدید اثباتی ارائۀ با فرشتنبرگ و [٢١] کرد اثبات را [٨] توران و اردوش معروف حدس زمردي،
شد. ارگودیک نظریۀ و رمزي نظریۀ بین عمیق و طولانی

دابر داد. قرار بررسی مورد را معادلات این بودن تک رنگ خاص حالتی در و نمود معرفی را منظم ماتریس هاي رادو ،١٩۴٣ سال در
نام به ساختارهایی اثباتش در او کرد. بیان را منظم افراز مجموعه هاي به مربوط رادو حدس حول خود معروف اثبات ١٩٧٣ سال در ٧

در وي نمود. اثبات آن ها براي را افراز قضیۀ حسابی، تصاعد در واردن در وان قضیۀ کاربردهاي تکرار با و معرفی را ,m)-مجموعه p, c)
داد نشان ٨ هایندمن همکاري با ،١٩٨٧ سال در یعنی بعد، سال ١٢ تقریباً داد. تعمیم آبلی گروه هاي به را منظم افراز مفهوم ١٩٧۵ سال

1J. Moreira
2B. Green
3T. Sanders
4Ilya D. Shkredov
5J. Cilleruelo
6V. Bergelson
7W. Deuber
8N. Hindman
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و دابر هایندمن، ،١٩٩۴ سال در هستند. منظم افراز همگن خطی معادلات دستگاه هر براي جواب هایی شامل ,m)-مجموعه ها p, c) که
حلقه هاي از ضرایبشان ماتریس که غیرهمگنی و همگن معادلات بررسی به آن طی و بیان جابه جایی حلقه هاي براي را رادو نظریۀ برگلسون
در موریرا که است {x, y, x + y, xy} بودن تک رنگ می شود، مطرح حوزه این در که مهمی مسائل جمله از پرداختند. بود، جابه جایی
در که غیرخطی الگوهاي از جدیدي بزرگ کلاس نمایش با و قوي مفهوم یک در قطعی به طور و نمود حل را آن از ضعیفی شکل ٢٠١٧ سال

داد. پاسخ سؤال این به ارگودیک نظریۀ و دینامیکی دستگاه کمک با می شود، یافت متناهی افراز از حجره یک
می پردازیم. رمزي قضیۀ به مربوط کلاسیک نتایج از تعدادي مرور و تعاریف بیان به مطالب، ارائۀ از قبل

توابع طبیعی، k و m براي که باشد شمارا جابه جایی حلقۀ یک R کنید فرض .١۴ .٢۴ تعریف

f١, . . . , fk : Rm → R

به صورت R متناهی رنگ آمیزي هر براي هرگاه گویند رمزي خانوادة ،R در {f١, f٢, . . . , fk} به باشیم. داشته را

R = C١ ∪ C٢ ∪ · · · ∪ Cr,

به طوري که باشند موجود {C١, . . . , Cr} از C رنگ و X ∈ Rm

{f١(X), f٢(X), . . . , fk(X)} ⊂ C.

{a, b, a+b} ساختارهاي ،١۴ .٢۴ تعریف استناد به ٢. ٢۴ و ٢. ١۴ قضیه هاي ، a, b, k ∈ N هر براي می کنید، مشاهده که همان طور
هر اگر زیرا نیستند. چنین {a, b, ٣a− b} و {a, a+ ١} ساختارهاي ولی هستند، رمزي N در {a, a+ b, . . . , a+(k− ١)b} و
طبیعی اعداد مجموعۀ اگر و باشند داشته متفاوتی رنگ هاي باید a+ ١ و a آنگاه بگیرید، نظر در یک رنگ را طبیعی اعداد مجموعۀ از عضو
متفاوتی رنگ داراي ٣a − b که داد نشان می توان باشند، یک رنگ b و a چنانچه ۵حالته، مجموعۀ یک در کنیم، رنگ آمیزي رنگ، ۴ با را

.[١۵] است

.[۵] است رمزي ،N در {x, y, x+ y, x+ ٢y, . . . , x+ py} خانوادة ،p ∈ N هر براي .١۵ .٢۴ قضیه

می شود: تعریف زیر به صورت متناهی جمع هاي مجموعۀ طبیعی، اعداد از {xn}mn=١ متناهی دنبالۀ براي .١۶ .٢۴ تعریف

FS({xn}mn=١) = {
∑
n∈F

xn : F ∈ Pf ({١, ٢, . . . ,m})}

می کنیم: تعریف طبیعی اعداد از {xn}∞n=١ نامتناهی دنبالۀ براي و

FS({xn}∞n=١) = {
∑
n∈F

xn : F ∈ Pf (N)}.

است: رمزي زیر خانوادة ،m ∈ N هر براي (فالکمن)١: .٢. ١٧۴ قضیه

x٠

x١ , x١ + x٠ ,

x٢ , x٢ + x١ , x٢ + x−٠ , x٢ + x١ + x٠
... ... ... . . .
xm , xm + xm−١ , xm + xm−٢ , · · · xm + xm−١ + · · ·+ x٠


.

m کاردینال با N از ناتهی زیرمجموعه اي ،m ∈ N هر براي طبیعی اعداد مجموعۀ از متناهی رنگ آمیزي بودن مفروض با که معنا این به
شود. تک رنگ متناهی اش، جمع به طوري که است موجود

نیست. ذهن از دور نیز فالکمن قضیۀ تعمیم یافتند، تعمیم برائر توسط واردن در وان و شور قضیه هاي که همان طور
1Folkman
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.[٧] است رمزي N در زیر ساختار ،m, p, c ∈ N هر براي (دابر): .٢. ١٨۴ قضیه

cx٠

ix٠ + cx١ , i ∈ {−p, . . . , p}
ix٠ + jx١ + cx٢ , i, j ∈ {−p, . . . , p}

... ...
i٠x٠ + · · ·+ im−١xm−١ + cxm , i٠, · · · im−١ ∈ {−p, . . . , p}


.

متناهی خطی رمزي خانوادة هر براي و شده شامل خاص حالت به عنوان را قبل کلاسیک قضیه هاي ، ٢. ١٨۴ قضیه که است واضح کاملاً
می شود: اعمال N در

نیم گروه) (همومورفیسم هاي خطی توابع از متناهی خانواده اي {f١, f٢, . . . , fk} و m ∈ N کنید فرض .٢. ١٩۴ قضیه
در موجود ساختار به طوري که باشند موجود N در c و p اگر فقط و اگر است رمزي خانواده، این آنگاه باشد. f : N(m+١) → N

باشد. {f١, f٢, . . . , fk} شامل ، ٢. ١٨۴ قضیه

توابع از نامتناهی خانواده اي به رمزي خانوادة گسترش به می توان مثال به عنوان  دارد. وجود متفاوتی روش هاي ٢. ١٩۴ قضیه تعمیم براي
دست به دراین    باره نیز توجهی قابل نتایج و است رمزي خانوادة زبان به بازنویسی قابل که هایندمن نام به قضیه اي مانند فعالیتی کرد. اشاره
تشابه بودن محتمل به توجه با ادامه در داد. تعمیم نیز جابه جایی نیم گروه هاي سایر به را ٢. ١٩۴ قضیه دامنۀ می توان همچنین .[١٣] آمد

می شود: مطرح زیر کلاسیک سؤال هستند، چندجمله اي توابع که زمانی با توابع خطی بودن از حاصل نتایج
در {f١, . . . fk} خانوادة اینکه براي کافی و لازم شرط آنگاه . f١, f٢, . . . , fk ∈ Z[x١, . . . xk] طبیعی، k براي کنید ”فرض

“ چیست؟ باشد، رمزي N
مبحث این بررسی هستند. رمزي خانوادة دابر، و واردن در وان شور، قضیه هاي در موجود ساختارهاي همۀ شد، گفته آنچه به توجه با
تک رنگ براي اثباتی ١٩٧٧ سال در سارکوزي و فرشتنبرگ است. دشوار بسیار کاري باشد، ضرب و جمع ترکیب شامل ساختار که حالتی در
این نتایج ، {a, b, a + b٢} ساختار بودن تک رنگ اثبات با برگلسون آن از بعد و [١٨] ،[١٠] دادند ارائه ، {a, a + b٢} ساختار بودن
واردن در وان قضیۀ در لیبمن و برگلسون چندجمله اي توسعۀ ، ٢. ١٢۴ حدس دررابطه با بعدي بزرگ پیشرفت اما [٣] بخشید، بهبود را قضیه

ساختار دادند نشان رمزي، خانوادة زبان به که [۴] بود

{x٠, x٠ + p١(x١, . . . , xm), . . . , x٠ + pk(x١, . . . , xm)}

است. رمزي ،pi(٠) = ٠ که p١, . . . , pk ∈ Z[x١, . . . xm]

خانواده هاي از جدیدي مثال بیانگر به نوعی هرکدام که یافته تعمیم مختلفی جهات در واردن در وان چندجمله اي قضیۀ امروزه
نیست. اختیار در ، ٢. ١٢۴ حدس براي صحیح و کامل راه حل یک هنوز ولی ([١۴] ، [٩] ،[٢] ،[١]) است رمزي چندجمله اي هاي

منظم افراز ماتریس هاي و منظم افراز ٢۵

رمزي، قضیۀ کلاسیک نتایج از بسیاري است. [١٣] استون-چخ فشرده سازي کتاب مطالعۀ حاصل بخش، این در بیان شده قضیه هاي و تعاریف
می شود. بیان زیر به صورت معمولاً

متناهی تعداد به را N که زمانی گفت می توان آیا باشد. نامنفی درایه هاي با u × v ماتریس یک A طبیعی، u, v براي کنید فرض
باشد؟ تک رنگ A−→x جواب هاي به طوري که است موجود −→x ∈ Nv بردار می کنیم، رنگ آمیزي و افراز رنگ،

است: زیر عبارت معادل {a, a+d, a+٢d, a+٣d} حسابی ساختار کنید. توجه واردن در وان قضیۀ به موضوع شفافیت جهت در
١ ٠
١ ١
١ ٢
١ ٣

 ·

(
a

d

)
.
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از درایه هایی با u× v ماتریس یک را A طبیعی، v و u براي باشد. صفر همانی عضو با نیم گروه یک (S,+) کنید فرض .٢. ١۵ تعریف
کنیم، افراز E١, E٢, . . . , Er به را S مجموعۀ ،r ∈ N براي اگر فقط و اگر است S روي منظم افراز تصویر یک A بگیرید. نظر در ω

.A−→x ∈ Eu
i به طوري که باشند موجود −→x ∈ (S\{٠})v و i ∈ {١, ٢, . . . , r}

با u× v ماتریس هاي C− و C+ آنگاه باشد. Z از درایه هایی با u× v ماتریس یک C طبیعی، v و u براي کنید فرض .٢. ٢۵ تعریف
می شوند: تعریف زیر به صورت که هستند ω از درایه هایی

C+
i,j := (|Ci,j |+ Ci,j)/٢ و C−

i,j := (|Ci,j | − Ci,j)/٢.

Z از درایه هایی با u × v ماتریس را C طبیعی، v و u براي باشد. صفر همانی عضو با نیم گروه یک (S,+) کنید فرض .٢. ٣۵ تعریف
،S =

∪r
i=١Di مجموعۀ و r ∈ N براي هرگاه اگر فقط و اگر است S روي منظم افراز هسته ماتریس یک C آنگاه بگیرید. نظر در

.C+−→x = C−−→x به طوري که باشند موجود −→x ∈ Dv
i و i ∈ {١, ٢, . . . , r}

نیم گروه هاست. اکثر روي بودن منظم افراز هسته ضامن که می پردازیم شرایطی بیان به ادامه در

c١, c٢, . . . , cv با را آن ستون هاي که باشد گویا درایه هاي با u × v ماتریس یک C طبیعی، v و u براي کنید فرض .۴ .٢۵ تعریف
و m ∈ N اگر فقط و اگر می کند صدق R روي ستونی شرایط در C صورت این در ، R = Q یا R = Z کنید فرض می دهیم. نمایش

به طوري که باشند موجود I١, I٢, . . . , Im

باشد. {١, ٢, . . . , v} از افراز یک {I١, I٢, . . . , Im} مجموعۀ .١

.∑i∈I١
−→ci = −→٠ .٢

R در {δt,i}i∈Jt آنگاه بگیریم. نظر در It−١ تا I١ اجتماع به صورت را Jt می توانیم t ∈ {٢, ٣, . . . ,m} و ١ < m اگر .٣
به طوري که است ∑موجود

i∈It

−→ci =
∑
i∈Jt

δt,i · −→ci .

هستند: معادل یکدیگر با زیر عبارات آنگاه باشد. گویا درایه هاي با u× v ماتریس یک C طبیعی، v و u براي کنید فرض .۵ .٢۵ قضیه

است. (N,+) روي منظم افراز هسته یک C ماتریس .١

است. (N, .) روي منظم افراز هسته یک C ماتریس .٢

می کند. صدق Q روي ستونی شرایط در C ماتریس .٣

در C ماتریس آنگاه Rباشد. روي u× v ماتریس یک طبیعی، v و u به ازاي C و باشد جابه جایی حلقۀ Rیک کنید فرض .۶ .٢۵ تعریف
k١, k٢, · · · , km mو ∈ Nیک براي ،C ماتریس از c١, c٢, · · · , cv ستون هاي براي اگر فقط و اگر می کند رويRصدق ستونی شرایط

به طوري که d١, . . . , dm ∈ R\{٠} و ١ < k١ < . . . < km = v به طوري که باشد موجود N در

.d١.
∑k١

i=١ ci = ٠ .١

به طوري که است موجود α١,t, α٢,t, . . . , αkt−١,t ∈R آنگاه ،t ∈ {٢, ٣, ,m} و m > ١ اگر .٢

kt−١∑
i=١

αI,t.ci + dt.

kt∑
i=kt−١+١

ci = ٠.

است. نامتناهی R.d١.
∏m

t=٢ d
n
t ،n ∈ N هر براي آنگاه ،m > ١ اگر .٣

.m = ١ باید تعریف طبق می کند صدق R روي ستونی شرایط در C و باشد متناهی R اگر که می شود مشاهده



٩۵ مرتبط مسائل و رادو قضیه بر مقدمه اي

اگر فقط و اگر است N روي منظم افراز یک Au×v آنگاه، باشد. Z روي ماتریسی Au×v ، u, v ∈ N براي کنید فرض .٢. ٧۵ تعریف
کند. صدق Z روي ستونی شرایط در

:[١٧] نماید اثبات و بیان را قوي تري نتایج ،١٩۴٣ سال در توانست شد، گفته که مفاهیمی و قضیه ها بر تکیه با رادو

یک Au×v آنگاه، باشد. R روي ماتریسی Au×v ، u, v ∈ N براي و مختلط اعداد مجموعۀ از زیرحلقه اي R کنید فرض .٢. ٨۵ قضیه
کند. صدق R روي ستونی شرایط در Au×v اگر فقط و اگر است R \ {٠} روي منظم افراز

(موسوم جابه جایی حلقۀ هر براي را آن سرانجام متناهی، میدان هاي روي برداري فضاهاي براي فوق قضیۀ بودن متغیر اثبات با هایندمن
رساند. اثبات به رادو) حلقۀ به

ستونی شرایط در که باشد R روي u× v ماتریس یک C ،u, v ∈ N هر براي و باشد جابه جایی حلقۀ یک R کنید فرض .٢. ٩۵ قضیه
است. R\{٠} روي منظم افراز یک C آنگاه کند. صدق نیز R روي

افراز که باشد R روي u × v ماتریس یک C ،u, v ∈ N براي کنید فرض باشد. جابه جایی حلقۀ یک R کنید فرض .٢. ١٠۵ تعریف
می شود. نامیده رادو حلقۀ یک R آنگاه می کند. صدق ستونی شرایط در و است R\{٠} روي منظم

هستند: برقرار همواره زیر عبارات .٢. ١١۵ قضیه

است. رادو حلقۀ یک متناهی، جابه جایی حلقۀ هر .١

است. رادو حلقۀ یک بدیهی، جابه جایی حلقه هاي نامتناهی تعداد از مستقیم جمع هر .٢

است. رادو حلقۀ رادو، حلقه هاي از مستقیم جمع هر .٣

از هستند، متغیر دو با چندجمله اي هایی آن ها شکل ساده ترین که غیرخطی توابع از رمزي خانواده هاي بررسی تحقیقات، این در امروزه
برخوردارند. خاصی اولویت
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Extended Abstract

Shrinkage estimators have found vast applications in many disciplines. These estimators were first intro-
duced by James and Stein (1961) and Stein (1962). Many statisticians have shown different character-
istics of these estimators. The first version of two-level hierarchical models is called the homoscedastic
hierarchical model with the following structure

Yi ∼ N(θi, A) i = 1, 2, . . . , n

θi ∼ N(µ, λ).

The second version of two-level hierarchical models, heteroscedastic hierarchical models, is as follows

Yi ∼ N(θi, Ai) i = 1, 2, . . . , n

θi ∼ N(µ, λ).

Several authors have considered discussing the asymptotic properties of the heteroscedastic hierarchical
models too. Among others, we can refer to Xie et al (2012-2016), Ghoreishi and Meshkani (2014),
Baranchik (1970), Cai and Zijian (2016), and Shantia and Ghoreishi (2020).

In this paper, we address the following heteroscedastic hierarchical model

Yi ∼ N(θi, Ai) i = 1, 2, . . . , n

θi ∼ N(µ, λ),

θi = β1X1i + β2X2i + · · ·+ βpXpi

with a linear structure for θis. We will use the moment, maximum likelihood, and SURE methods to
obtain the shrinkage estimate

θ̂i =
λ̂

λ̂+Ai

Yi +
Ai

λ̂+Ai

µ̂

and also to estimate the regression coefficients β1, · · · , βp.
A common assumption for high-dimensional regression models, p = O(n), is the sparsity assumption

for the vector of the regression coefficient. That is,

card(β) =
∥∥β∥∥

0
= s0 ≪ p,

where β = (β1, β2, · · · , βp)T .
Assuming the sparsity, the asymptotic properties of the resulting estimators will be investigated under

the error function L2 and the penalized function L1 given by

arg min
β∈RP

{
1

2n

∥∥W 1/2(θ̂ −Xβ)
∥∥2
2
+ λ

∥∥β∥∥
1

}
, (25.1)

where θ = (θ1, θ2, · · · , θn)T ,X is the regression matrix, and W = diag

(
λ̂+A1

λ̂A1
, · · · , λ̂+An

λ̂An

)
.

Assuming that β̂ is the solution of (25.1) and β∗ is the real vector, we will construct the L2-upper
bound ∥∥β̂ − β∗∥∥

2
≤ 4

γ

√
max

j

{λ+Aj

λAj

}s0 ln p
n

,

for β̂ − β∗.

٩٨



کاربردها و اندازه جبرهاي
١٠- ٩٧۶ ص ،١ شماره ،١ دوره ،١۴٠٢ سال

L١ نرم با تاوانیده تابع از استفاده با رگرسیونی مدل هاي در انقباضی برآوردهاي مجانبی خواص

١ قریشی کامران سید

atty–ghoreishi@yahoo. com رایانامه: ایران. قم، قم، دانشگاه پایه، علوم دانشکده آمار، گروه .١

چکیده مقاله اطلاعات

معرفی خطی ساختار با دوسطحی مدل یک ابتدا مقاله، این در
درست نمایی ماکسیمم گشتاوري، برآوردهاي از کرد. خواهیم
برآورد و مدل پارامترهاي انقباضی برآورد براي ،SURE و
اینکه دلیل به کرد. خواهیم استفاده رگرسیونی مدل پارامترهاي
ابعاد با داده هاي تحلیل براي فراوانی کاربرد رگرسیونی مدل هاي
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مقدمه ٢۶

معرفی (١٩۶١) اشتاین و جیمز توسط ابتدا برآوردها این دارند. داده ها تحلیل مختلف حوزه هاي در وسیعی کاربرد انقباضی برآوردهاي امروزه
انقباضی برآوردهاي به این ترتیب نمود. استفاده نرمال جامعۀ چند میانگین هم زمان تخمین براي برآوردها این از (١٩۶٢) اشتاین شدند.
مورد همواره آنها خواص مطالعۀ چروکیده، برآوردهاي معرفی از پس شدند. نرمال توزیع با سلسله مراتبی مدل هاي گسترش براي مبنایی
برآوردهاي مخاطره تابع خواص و تجربی، بیز خواص بیزي، خواص تا نموده اند سعی مختلفی آمارشناسان تاکنون است. بوده دانشمندان توجه

کنند بررسی می شوند، تعریف زیر به صورت که نرمال همگن سلسله مراتبی مدل هاي در را انقباضی

Yi ∼ N(θi, A) i = ١, ٢, . . . , n

θi ∼ N(µ, λ). (٢. ١۶)

دوسطحی ناهمگن سلسله مراتبی مدل هاي به را فوق همگن مدل هاي (٢٠١۶ و ٢٠١٢) همکاران و شی

Yi ∼ N(θi, Ai) i = ١, ٢, . . . , n

θi ∼ N(µ, λ), (٢. ٢۶)

هستند. نابرابر ولی معلوم کمیت هاي Ai واریانس هاي آن در که دادند، قرار بررسی مورد را برآوردکننده ها مخاطره مجانبی خواص و تعمیم
براي تابعی ساختار با ناهمگن سلسله مراتبی مدل هاي به (٢٠١۴) مشکانی و قریشی توسط (٢. ٢۶) دوسطحی سلسله مراتبی مدل هاي
تحلیل در انقباضی برآوردهاي از مناسب تر استفادة به منظور نمودند. تحقیق را آنها مجانبی خواص و تعمیم مدل سطح دو هر واریانس هاي
متناظر برآوردهاي خواص و توسعه را (٢. ٢۶) سلسله مراتبی مدل هاي از مختلف صورت هاي آمارشناسان اخیر، سال   هاي طی آماري، داده هاي

نمود. اشاره (٢٠٢٠) قریشی و شنتیا و ،(٢٠١۶) زنچینگ و کاتی ،(١٩٧٠) برانچیک به می توان جمله آن از که نموده اند بررسی را
ساختار با دوسطحی مدل تحت θi = β١X١i + β٢X٢i + · · ·+ βpXpi چندگانه رگرسیونی مدل برآوردهاي به مقاله، این در

خطی

Yi ∼ N(θi, Ai) i = ١, ٢, . . . , n

θi ∼ N(µ, λ), (٢. ٣۶)
θi = β١X١i + β٢X٢i + · · ·+ βpXpi

شرط با برآوردکننده ها این خواص کرد. خواهیم استفاده βj رگرسیونی پارامترهاي برآورد براي θi انقباضی برآورد از پرداخت. خواهیم
آمد. خواهند دست به تنُک رگرسیونی مدل فرض و p = O(n)

است: زیر شرح به مقاله این ساختار
انقباضی برآوردهاي خواص بررسی به ٣ بخش کرد. خواهیم مرور را λ و µ ابرپارامترهاي تجربی بیز برآوردهاي روش هاي ٢ بخش در

تنُک رگرسیونی مدل
θi = β١X١i + β٢X٢i + · · ·+ βpXpi

محدب تاوان تابع از بالا، تنُک رگرسیون مدل پارامترهاي برآورد یافتن براي دارد. اختصاص p = O(n) شرط با

pλ(β١, · · · , βp) =
p∑

j=١
|βj | = ∥β∥١

.β = (β١, · · · , βp)T آن در که کرد خواهیم استفاده

λ و µ ابرپارامترهاي تجربی بیز برآوردهاي ٢٧

می آیند دست به زیر به صورت θi پسین چگالی و Yi حاشیه اي چگالی بیز، قضیۀ از استفاده با و (٢. ٣۶) مفروض مدل طبق

Yi حاشیه اي توزیع : Yi ∼ N(µ, λ+Ai)

θi شرطی توزیع : θi|Yi ∼ N

(
λ

λ+Ai
Yi +

Ai

λ+Ai
µ,

λAi

λ+Ai

)
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پسین چگالی میانگین θi پارامتر براي بیزي مناسب برآوردهاي از یکی

θ̂i =
λ

λ+Ai
Yi +

Ai

λ+Ai
µ

پرکاربرد روش ٣ به مختصر طور به ادامه در که دارند وجود λ و µ ابرپارامترهاي برآورد براي مختلفی روش هاي تجربی بیز تحلیل در است.
مراجعه (١٩٨٣) موریس ،(١٩٩۶ -١٩٧۶) برگر ،(١٩٧٣) موریس و افرون به تجربی بیز برآورد روش هاي با آشنایی براي می کنیم. اشاره

نمایید.
می شوند داده زیر به صورت گشتاوري روش در λ و µ ابرپارامترهاي تجربی بیز برآوردهاي گشتاوري: روش .١

µ̂M = Ȳ =
١
n

n∑
i=١

Yi, , λ̂M =

(∑n
i=١
(
(Yi − Ȳ )٢ −Ai

)
n

)
+

با بود خواهد برابر θi انقباضی برآورد حالت این در .a < ٠ اگر است صفر برابر و a > ٠ اگر است a برابر a+ آن در که

θ̂Mi =
λ̂M

λ̂M +Ai

Yi +
Ai

λ̂M +Ai

Ȳ . (٢٧. ١)

دست به زیر معادلات دستگاه حل طریق از λ و µ ابرپارامترهاي درست نمایی ماکسیمم برآوردهاي درست نمایی: ماکسیمم روش .٢
می آیند

∑n
i=١

١
λ+Ai

(Yi − µ) = ٠,∑n
i=١

(
(Yi−µ)٢

(λ+Ai)٢
− ١

λ+Ai

)
= ٠.

با بود خواهد برابر θi انقباضی برآورد باشد جواب داراي فوق معادلات دستگاه درصورتی که

θ̂Li =
λ̂L

λ̂L +Ai

Yi +
Ai

λ̂L +Ai

µ̂L. (٢٧. ٢)

ضرر تابع اساس بر λ و µ ابرپارامترهاي SURE برآوردهاي :SURE روش .٣

ln(θ, θ̂) =
١
n

n∑
i=١

(θi − θ̂i)
٢

یعنی ln(θ, θ̂) متناظر مخاطرة تابع نااریب برآورد است لازم ابتدا منظور این براي می آیند. دست به

Rn(θ, θ̂) =
١
n

n∑
i=١

Ai

(λ+Ai)٢

(
Ai(θi − µ)٢ + λ٢

)
,

به صورت که را

SURE(µ, λ) =
١
p

p∑
i=١

Ai

(λ+Ai)٢

(
Ai(Yi − µ)٢ + λ٢ −A٢

i

)
عبارت به می آیند. دست به SURE(µ, λ) تابع کردن مینیمم با λ و µ ابرپارامترهاي SURE برآوردهاي آوریم. دست به است،

داریم دیگر
(µ̂S , λ̂S) = argmin

µ, λ>٠
SURE(µ, λ),

با بود خواهد برابر θi پارامتر SURE برآورد نتیجه در و

θ̂Si =
λ̂S

λ̂S +Ai

Yi +
Ai

λ̂S +Ai

µ̂S . (٢٧. ٣)

براي بیشتري اقبال عمل در لذا هستند؛ مخاطره مینیمم خاصیت داراي SURE برآوردهاي (٢٠١٢) همکاران و شی یافته هاي براساس
غافل نیز درست نمایی ماکسیمم و گشتاوري برآوردکننده هاي مطلوب خواص از عملاً نباید چند هر دارد، وجود برآوردها نوع این از استفاده
θi = β١X١i+β٢X٢i+ · · ·+βpXpi رگرسیونی مدل پارامترهاي خواص بررسی براي برآوردکننده نوع سه هر از مقاله، این در بود.

جست. خواهیم بهره
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رگرسیونی مدل پارامترهاي انقباضی برآوردهاي خواص ٢٨

نمایش بگیرید. نظر در را (٢. ٣۶) خطی ساختار با دوسطحی مدل مجدداً انقباضی، چندگانۀ رگرسیونی برآوردکننده هاي خواص بررسی براي
به صورت مدل این ماتریسی

θ = Xβ (٢٨. ١)

است. رگرسیونی متغیرهاي ماتریس X و ،β = (β١, β٢, · · · , βp)T ،θ = (θ١, θ٢, · · · , θn)T آن در که است،
جاي گذاري (٢٨. ١) معادله در را (٢٧. ٣)-(٢٧. ١) برآوردهاي از یکی است کافی (٢٨. ١) رگرسیونی مدل در β پارامترهاي برآورد براي

به صورت β پارامتر بردار موزون برآورد ،p ثابت بودن صورت در نمود. برآورد را β پارامتر بردار سپس و

β̂ = (XTWX)−١XTWθ̂, (٢٨. ٢)

این دلیل به می شود. داده W = diag

(
λ̂+A١
λ̂A١

, · · · , λ̂+An

λ̂An

)
به صورت و وزن ها شامل W قطري ماتریس آن در که می آید دست به

می کنیم. خودداري آن به پرداختن از اینجا در لذا ندارد؛ اختصاص برآوردکننده ها نوع این خواص بررسی به مقاله این بحث موضوع که
تأثیري هیچ رگرسیونی مستقل متغیرهاي از زیادي تعداد که است معنی این به بزرگ ابعاد با رگرسیونی مدل هاي در بودن تنُک فرض

باشیم داشته هرگاه است تنُک θ̂ = Xβ رگرسیونی مدل بنابراین است؛ صفر برابر آنها ضرایب عبارتی به و نداشته پاسخ متغیر بر

card(β) = ∥β∥٠ = s٠ ≪ p.

که بیابیم چنان (٢٨. ١) موزون رگرسیون مدل در را β̂ تنُک بردار می خواهیم کنید فرض
β̂ ∈ argminβ ∥β∥١

W١/٢θ̂ = W١/٢Xβ̂

(٢٨. ٣)

می شود. حاصل θ̂ = Xβ̂ رابطۀ از W١/٢ وزن ها اعمال از پس W١/٢θ̂ = W١/٢Xβ̂ رگرسیونی رابطۀ آن در که
انجام قابل شناخته شده الگوریتم هاي با که است خطی مسئلۀ یک حل معادل β̂ یافتن می آید، دست به (٢٨. ٣) رابطه از که همان طور

است.
که است آن جواب وجود شرط لذا نیست؛ ستونی پررتبه Xn×p رگرسیونی ماتریس بزرگ، ابعاد با رگرسیونی مدل هاي در آنکه دلیل به

می شود. تعریف زیر به صورت فضا این کند. صدق (RN) مقید صفر فضاي خاصیت در W١/٢X

داشته هرگاه می کند صدق مقید صفر فضاي خاصیت در S به نسبت Z ∈ Rn×p ماتریس ،S ⊂ {١, ٢, . . . , p} براي .٢٨. ١ تعریف
باشیم

RN(S) =
{
∆ ∈ Rp

∣∣∣Z∆ = 0
}
∩
{
∆ ∈ Rp

∣∣∣∥∆Sc∥1 ≤ ∥∆S∥1
}
=
{
0
}
.

می دهیم نمایش C(S) با را
{
∆ ∈ Rp

∣∣∣∥∆Sc∥١ ≤ ∥∆S∥١
}

مجموعۀ و N(Z) با را
{
∆ ∈ Rp

∣∣∣Z∆ = 0
}

مجموعۀ
یک هندسی لحاظ از که است توضیح به لازم است. S مجموعۀ متمم مجموعۀ Sc که می کنیم یادآوري گوییم. مخروطی مجموعۀ آن به و

هندسی نمایش داراي سه بعدي فضاي در مخروطی مجموعۀ

C(S) =
{
(∆٣∆,٢∆,١)

′ ∈ R٣
∣∣∣|∆١|+ |∆٢| ≤ |∆٣|

}
به توجه با می گذرد. مختصات مبدأ از که است N(Z) صفحه با مخروطی مجموعۀ اشتراك واقع در RN(S) ،(١) نمودار مطابق که است

است: برقرار زیر گزارة (٢٨. ٣) براي تعریف، این

داشته هرگاه بود خواهد |S| = s٠ بعُد با تنُک بردارهاي تمام بین در یکتا جواب می شود داده (٢٨. ٣) رابطه با که β̂ برآورد .٢٨. ٢ گزاره
.W١/٢X ∈ RN(S) باشیم
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سه بعدي فضاي در صفر فضاي و مخروط نمودار :١ شکل

تعریف حال می آید. دست به (٢٨. ٣) رابطه از که است برداري β̂ و واقعی مقدار β∗ کنید فرض (٢٨. ٣) موزون رگرسیون مدل براي اثبات.
می کنیم

∆̂ = β̂ − β∗ (۴ .٢٨)

داریم صورت این در

W١/٢X∆̂ = W١/٢X(β̂ − β∗) = W١/٢Xβ̂ −W١/٢Xβ∗ = 0,

داریم (٢٨. ٣) رابطه و β∗ بردار بودن تنُک شرط از ،∆̂ ∈ C(S) دهیم نشان اینکه براي .∆̂ ∈ N(W١/٢X) می دهد نشان که

∥β̂∥١ ≤ ∥β∗∥١ = ∥β∗
S∥١. (۵ .٢٨)

بردار غیرصفر مؤلفه هاي همۀ شامل β∗
S همچنین است. صفر عضو p− s٠ و غیرصفر عضو s٠ داراي β∗ تنُک بردار که داریم دقت اینجا در

داریم (۵ .٢٨) رابطه از نتیجه در است. β∗

∥β̂∥١ = ∥β∗ + ∆̂∥١ = ∥β∗
S + ∆̂S∥١ + ∥∆̂Sc∥١. (۶ .٢٨)

داریم نرم ها مثلثی خاصیت از این علاوه بر

∥β∗
S + ∆̂S∥١ + ∥∆̂Sc∥١ ≥ ∥β∗

S∥١ − ∥∆̂S∥١ + ∥∆̂Sc∥١, (٢٨. ٧)

.∆̂ ∈ C(S) می دهد نتیجه که ∥∆̂Sc∥١ ≤ ∥∆̂S∥١ داشت خواهیم (٢٨. ٧)-(۵ .٢٨) روابط از نتیجه در و
داریم فوق نتایج بنابر

∆̂ ∈ N(W١/٢X) ∩ C(S) =⇒ ∆̂ = ٠ =⇒ β̂ = β∗.

تحت W١/٢θ̂ = W١/٢Xβ̂ خطاي بدون رگرسیون دقیق جواب به منجر همواره (٢٨. ٣) تکراري الگوریتم که می دهد نشان بالا رابطۀ
.(٢٠١١) دي گیر وان و بولمن و (٢٠١٣) بولمن می شود، L١ نرم با جریمه تابع

RN(S) مجموعۀ که است آن (٢٨. ٣) خطاي بدون رگرسیون معادلۀ براي جواب یکتایی وجود شرط شده گفته تاکنون که همان طور
وجود کارآمد بسیار و مستقیم روش (٢٨. ١) تنُک رگرسیونی مدل در RN خاصیت بررسی براي کلی حالت در باشد. صفر عضو تک شامل

است: استوار زیر گزارة بر که دارد



١٠۴ ١۴٠٢ ،١ شماره ،١ دوره کاربردها، و اندازه جبرهاي

آن در که Σ کوواریانس ماتریس با و i.i.d. سطر هاي با W١/٢X ∈ Rn×p زیرگوسی یا گوسی ماتریس براي .٢٨. ٣ گزاره
داریم β ∈ RP غیرصفر بردار هر براي و κ٢ = maxj Σjj

∥W١/٢Xβ∥٢٢
n

≥ c١∥Σ١/٢β∥٢٢ − c٢κ
٢
log
(
ep(

∥β∥٢٢
∥β∥٢١

)٢
)

n
∥β∥٢١ (٢٨. ٨)

است. برقرار ١− ٢e−c٣n حداقل احتمال با فوق نامساوي و هستند مقدار حقیقی ثابت هاي c٣ و c٢ ،c١ آن در که

است. واضح اثبات (٢٠١٢) ژائوو و رودلسون و (٢٠١٠) یوو و سکوتی براساس اثبات.

داریم ∆ بردار بودن تنُک فرض با ،RN خاصیت بررسی براي (٢٨. ٨) نامساوي از استفاده چگونگی خصوص در تحقیق براي

∆ ∈ C(S) =
{
∆ ∈ Rp; ∥∆Sc∥١ ≤ ∥∆S∥١

}
.

تنُک خاصیت ،∥∆∥١ = ∥∆Sc∥١ + ∥∆S∥١ تساوي از کند تضمین را ∆̂ ∈ N(W١/٢X) خاصیت بتواند که شرطی یافتن براي
داریم کشی-شوارتز نامساوي و رگرسیونی مدل پارامترهاي بردار بودن

∥∆∥١ ≤ ٢∥∆S∥١ ≤ ٢
√
s٢∥∆∥٠. (٢٨. ٩)

داریم همچنین

∥Σ١/٢β∥٢٢ = βTΣβ ≥ λmin(Σ)∥β∥٢٢,

c١ = c٢ = c شرط و (٢٨. ٩) و (٢٨. ٨) نامساوي هاي از استفاده با اکنون است. Σ ماتریس مقدارویژة کوچک ترین λmin(Σ) آن در که
گرفت نتیجه می توان

∥W١/٢X∆∥٢٢
n

≥ c

(
λmin(Σ)∥∆∥٢٢ − ۴κ٢

s٠ log p

n
∥∆∥٢٢

)
≥ c∥∆∥٢٢

(
λmin(Σ)− ۴κ٢

s٠ log p

n

)
.

بود خواهد زیر به صورت بالا نامساوي ،γ = c
(
λmin(Σ)− ۴κ٢ s٠ log pn

)
تعریف با

∥W١/٢X∆∥٢٢
n

≥ γ∥∆∥٢٢ (٢٨. ١٠)

می آید. دست به n > cs٠ log p شرط با (RE) مقید مقدارویژة ،c مثبت ثابت براي ،(٢٨. ١٠) رابطه براساس
رابطۀ با که ،β∗ واقعی مقدار براي β̂ برآوردکنندة دقت می توان (٢٨. ١٠) رابطه از استفاده با اکنون

β̂ = arg min
β∈RP

{ ١
٢n
∥∥W١/٢(θ̂ −Xβ

)∥∥٢
٢ + λ∥β∥١

}
(٢٨. ١١)

نمود. ارزیابی را می شود داده

ماتریس عناصر براي شرایط بعضی تحت می آید دست به (٢٨. ١١) رابطه با که β̂ برآوردکنندة بزرگ، کافی اندازة به نمونۀ براي .۴ .٢٨ قضیه
داریم و همگراست β∗ واقعی مقدار به L٢ در X

∥∥β̂ − β∗∥∥
٢ ≤

۴
γ

√
max

j

{λ+Aj

λAj

}s٠ ln p
n

.

داریم (٢٨. ١١) رابطه طبق اثبات.

١
٢n
∥∥W١/٢(θ̂ −Xβ̂

)∥∥٢
٢ ≤

١
٢n
∥∥W١/٢(θ̂ −Xβ∗)∥∥٢

٢.



١٠۵ رگرسیونی مدل هاي در انقباضی برآوردهاي مجانبی خواص

می آید دست به زیر نامساوي بالا، عبارت کردن ساده و ∆̂ = β̂ − β∗ تعریف با

١
n
∥W١/٢X∆̂∥٢٢ ≤

٢
n
⟨∆̂, (WX)TU⟩

.U = θ̂ −Xβ̂ آن در که
داریم هلدر نامساوي از استفاده و (٢٨. ١٠) رابطه از اکنون

γ∥∆̂∥٢٢ ≤
١
n
∥W١/٢X∆̂∥٢٢ ≤

٢
n
⟨∆̂, (WX)TU⟩ ≤ ١∥̂∆∥٢

∥∥∥∥(WX)TU

n

∥∥∥∥
∞
.

داشت خواهیم کنیم استفاده می آید، دست به کشی نامساوي از که ،∥∆̂∥١ ≤ ٢√s٢∥̂∆∥٠ از بالا نامساوي در اگر حال

γ∥∆̂∥٢٢ ≤ ۴
√
so∥∆̂∥٢

∥∥∥∥(WX)TU

n

∥∥∥∥
∞

=⇒ γ∥∆̂∥٢ ≤ ۴
√
so

∥∥∥∥(WX)TU

n

∥∥∥∥
∞
.

نتیجه در

∥β̂ − β∗∥٢ ≤
۴
γ

√
s٠

∥∥∥∥(WX)TU

n

∥∥∥∥
∞

≤ ۴
γ

√
s٠max

j

{
λ+Aj

λAj

}∥∥∥∥XTU

n

∥∥∥∥
∞
.

عناصر اگر مثال به عنوان نمود. تضمین می توان L٢ در را β̂ برآوردکنندة همگرایی ،X ماتریس جملات براي فرضیات بعضی قبول با بنابراین،
داریم صورت این در ،∥U∥٢ ≤

√
nmaxj

{ λAj

λ+Aj

}
باشیم داشته و باشند استاندارد نرمال توزیع داراي X ماتریس

∥∥∥∥XTU

n

∥∥∥∥
∞

≤

√
max

j

{ λAj

λ+Aj

} ln p
n
,

داریم نتیجه در و

∥β̂ − β∗∥٢ ≤
۴
γ

√
max

j

{λ+Aj

λAj

}s٠ ln p
n

.
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Extended Abstract

Introduction

First studied by Brandt in 1927, groupoids have a central role in Mathematics and Mathematical Physics.
In Algebraic Geometry, Grothendieck used groupoids to investigate moduli spaces, and in Crystallogra-
phy, they are used to study microscopic symmetry via screw operators [5]. On the other hand, inverse
semigroups were first explicitly defined by Wagner in 1952 and independently by Preston in 1954. They
had a role in Klein’s Erlangen program and Lie’s theory of infinite continuous groups. These two notions
are related; to a groupoid, one may associate its ample semigroup [6] and each inverse semigroup has
a universal groupoid [5]. However, the relation between the structure and properties of these objects is
not well studied. Paterson in [5] suggests that the amenability of an inverse semigroup should be related
to the amenability of the maximal subgroups of the inverse semigroup. This seems to be a necessary
condition but certainly is not sufficient (consider the free inverse semigroup on two generators). In this
paper, we solve this problem for Clifford semigroups by showing that a Clifford semigroup is a union of
amenable groups if and only if its universal groupoid is amenable. We also give a correspondence be-
tween the isotropy groups of the universal groupoid and subgroups of the maximal group homomorphic
image of the Clifford semigroup.

Conclusion

The main results of this paper are:

Theorem 28.5. Let S be a Clifford semigroup,GS andG = G(X,S) be its maximal group homomorphic
image and universal groupoid, respectively. Then G is the union of its isotropy groups which could be
identified with subgroups of GS .

Theorem 28.6. Let S be an amenable Clifford semigroup and S = ∪e∈EHe. Then T = ∪e≤e0He is an
amenable Clifford subsemigroup of S for each e0 ∈ E. Also HeHe0 = He and He Hf ⊆ Hef .

Theorem 28.7. Let S be an amenable Clifford semigroup and S = ∪e∈E He. Then for every e ∈ E,
He

∼= He.

Theorem 28.8. Let S =
∪

e∈E He be a Clifford semigroup such that for each e ∈ E, He is amenable,
then its universal groupoid G = G(X,S) is amenable.

Theorem 28.9. Let S =
∪

e∈E He be a Clifford semigroup whose universal groupoid G is amenable.
Then each group He is amenable.

١٠٨
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کلیفورد نیم گروه یک جهانی گروه واره هاي میانگین پذیري

B٢ پورغلامحسین محمود ، ١ حکم آباد کاظمی محمود
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چکیده مقاله اطلاعات

ماکسیمال زیرگروه هاي بین که می دهیم نشان مقاله، این در
گروه وارة از ایزوتروپی زیرگروه هاي و کلیفورد نیم گروه یک از
موجود یکریختی) تقریب (با یک به یک تناظر یک آن، جهانی
به صورت کلیفورد نیم گروه یک می کنیم ثابت همچنین است.
اگر فقط و اگر است میانگین پذیر زیرگروه هاي از اجتماعی
یک از مثالی خاتمه، در باشد. میانگین پذیر آن جهانی گروه وارة
آن جهانی گروه وارة که می آوریم کلیفورد میانگین پذیر نیم گروه

نیست. میانگین پذیر

مقاله: نوع
پژوهشی مقالۀ

١۴٠٢/٣/٧ دریافت: تاریخ
١۴٠٢/۶/٢ بازنگري: تاریخ
١۴٠٢/۶/۴ پذیرش: تاریخ
١۴٠٢/٧/٨ انتشار: تاریخ

کلیدي: کلمات
میانگین پذیري،

جهانی، گروه وارة
کلیفورد، نیم گروه

وارون نیم گروه

ریاضی: رده بندي
43A20, 46H25

جبرهاي کلیفورد. نیم گروه یک جهانی گروه واره هاي میانگین پذیري .(١۴٠٢) محمود. پورغلامحسین، محمود.، حکم آباد، کاظمی استناد:
.١١٨- ١٠٧ ،(١)١ کاربردها، و اندازه
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قم. دانشگاه ناشر:
نویسندگان.
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مقدمه ٢٩

و ریاضیات در به سزایی نقش ساختار این شد معلوم که گردیدند مطالعه برندت توسط گروه واره ها بار، اولین براي میلادي ١٩٢٧ سال در
بار نخستین وارون نیم گروه هاي ازسوي دیگر، گرفتند. قرار استفاده مورد جبري هندسۀ در گروتندیک توسط گروه واره ها سپس دارد. فیزیک
و کلاین ارلانگن برنامۀ در وارون نیم گروه هاي شدند. تعریف ١٩۵۴ سال در پرستون و ١٩۵٢ سال در واگنر توسط مستقلاً و به صراحت
[۵] در پترسون نشده اند، مطالعه به خوبی اشیا این ویژگی هاي و ساختار بین رابطۀ اگرچه دارند. نقش لی نامتناهی پیوستۀ گروه هاي نظریۀ
به است. مرتبط وارون نیم گروه هاي ماکسیمال زیرگروه هاي میانگین پذیري با وارون نیم گروه هاي میانگین پذیري که کرد مطرح را مطلب این
مقاله، این در بگیرید). نظر در را مولد دو روي آزاد وارون (نیم گروه نیست کافی شرط یک مسلماً اما است؛ لازم شرط یک این می رسد نظر
اگر فقط و اگر است میانگین پذیر گروه هاي از اجتماعی برابر کلیفورد نیم گروه یک اینکه نشان دادن با کلیفورد نیم گروه براي را مسئله این
ماکسیمال زیرگروه هاي و جهانی گروه وارة ایزوتروپ گروه هاي بین تناظر یک همچنین می کنیم. حل باشد میانگین پذیر آن جهانی گروه وارة
ارائه را جهانی گروه واره هاي و کلیفورد نیم گروه هاي بنیادي ویژگی هاي و تعاریف ٢ بخش در می دهیم. ارائه کلیفورد نیم گروه همریخت تصویر

است. آنها اثبات هاي و بنیادي نتایج شامل ٣ بخش می کنیم. مرور را ساختارها این میانگین پذیري مفهوم و می دهیم

مقدماتی مفاهیم ٣٠

باشد، موجود s∗ ∈ S مانند منحصربه فرد عضو یک s ∈ S هر براي اگر می نامیم وارون نیم گروه را S (گسسته) نیم گروه .٣٠. ١ تعریف
به طوري که

s s∗ s = s , s∗ ss∗ = s∗.

باشد. گروه ها از اجتماعی به صورت هرگاه می نامیم کلیفورد نیم گروه را S وارون نیم گروه

یعنی باشد، آن خودتوان عناصر تمام از متشکل مجموعۀ E و باشد وارون نیم گروه یک S کنیم فرض

E = E(S) :={ e∈S : ee = e }.

زیرمجموعۀ E اگر فقط و اگر است کلیفورد نیم گروه یک S همچنین باشد، تک عضوي E اگر فقط و اگر است گروه یک S صورت این در
زیرنیم گروه است. e همانی عنصر با S ماکسیمال زیرگروه یک H(e) آن در که S =

∪
e∈EH(e) داریم حالت، این در باشد. S مرکز

.b∈A بدهد نتیجه a≤b رابطۀ a ∈ A , b ∈ E براي هرگاه می نامیم فیلتر را E از A

به G(٢) از (x, y) 7−→ xy ضرب نگاشت یک و G× G از G(٢) زیرمجموعۀ یک به همراه G ناتهی مجموعۀ .٣٠. ٢ تعریف
باشیم: داشته x, y, z ∈ G هر براي هرگاه می گوییم گروه واره یک را G روي به G از x 7−→ x−١ وارون نگاشت یک و G

، (x−١)
−١

= x .١

.(xy)z = x(yz) و (xy, z), (x, yz) ∈ G(٢) آنگاه ،(x, y), (y, z) ∈ G(٢) اگر .٢

،(x, x−١) , (x−١, x) ∈ G(٢) .٣

.x−١ (xy) = y = (yx) x−١ آنگاه ،(x, y) ∈ G(٢) اگر .۴

می کنیم تعریف زیر به صورت و می نامیم برد و دامنه به ترتیب را r و d نگاشت هاي ،G گروه وارة براي

d : G→ G; d(x) = x−١ x , r : G→ G; r(x) = xx−١ .

داریم: نیز u, v ∈ G(٠) هر براي و می گوییم G یکۀ فضاي را G(٠) := d(G) = r(G) مجموعۀ
Gu := r−١ ({u}) , Gv := d−١ ({v}) , Gu

v := Gu ∩ Gv.

توپولوژي یک به مجهز گروه وارة یک از است عبارت توپولوژیک گروه وارة می نامند. ایزوتروپی گروه را آن که است گروه Guیک
u همچنین

دستگاه را G توپولوژیک گروه وارة روي مثبت بورل منظم اندازه هاي از {λu}u∈G(٠) خانوادة باشند. پیوسته وارون و ضرب نگاشت هاي که
کند: صدق زیر شرایط در هرگاه می نامیم چپ هار
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، supp(λu) ⊆ Gu باشیم داشته u ∈ G(٠) هر براي (الف)

باشد، پیوسته G(٠) روي u 7→
∫
fdλu نگاشت f ∈ Cc(G) هر براي (ب)

باشیم: داشته f ∈ Cc(G) و x ∈ G هر براي ∫(پ)
f(xy)dλd(x)(y) =

∫
f(y)dλr(x) (y).

کند: صدق زیر شرایط در که توپولوژیک گروه وارة یک از است عبارت موضعی فشردة گروه وارة یک

باشد، هاوسدورف و موضعی فشردة G(٠) القایی توپولوژي با (۵)

پایۀ یک آنها، درون مجموعۀ به طوري که باشد موجود ،G فشردة هاوسدورف زیرمجموعه هاي از متشکل ∁ مانند شمارایی خانوادة (۶)
،(B = {intA : A ∈ ∁}) باشد G براي توپولوژي

باشد، G از موضعی فشردة هاوسدورف زیرفضاي یک Gu هر (٧)

باشد. {λu} مانند هار دستگاه یک به مجهز G (٨)

دامنه نگاشت هاي که را آن هاوسدورف و باز زیرمجموعه هاي تمام خانوادة صورت، این در باشد. موضعی فشردة گروه وارة یک G کنیم فرض
G توپولوژي براي پایه یک Gop هرگاه می گوییم r−گسسته را G گروه وارة می دهیم. نمایش Gop با را باشند همان سانی آنها روي برد و

∑باشد.
s ∈ S |f(s)| < ∞ شرط در که آن روي مختلط توابع تمام مجموعۀ صورت، این در باشد. گسسته نیم گروه یک S کنیم فرض

l∞(S) با را می کنند صدق sups ∈ S |f(s)| < ∞ شرط در که آن روي مختلط توابع تمام مجموعۀ و l١(S) با را می کنند صدق
هستند باناخ فضاي یک ||f ||∞ := sups ∈ S |f(s)| و ||f ||١ :=

∑
s ∈ S |f (s)| نرم هاي با به ترتیب آنها می دهیم، نمایش

داریم: T (f)(g) =∑s ∈ S f(s)g(s) ایزومتري با هستند. باناخ جبر نقطه اي، ضرب و پیچشی ضرب تحت به ترتیب و

l∞ (S) ∼= (l١(S))
∗
.

انتقال ،t ∈ S آن در که می کنیم، تعریف Ls(f)(t) = f(st) به صورت را s ∈ S توسط چپ انتقال ،S روي f مختلط تابع براي
حقیقی تابع هر براي به طوري که هست (l∞(S)) ∗ از عنصري l∞(S) روي µ میانگین یک می شود. تعریف مشابه به طور نیز راست

داریم: f ∈ l∞(S)

inf s(f (s)) ≤ µ(f) ≤ sups(f (s)).

باشیم: داشته f ∈ l∞(S) و s ∈ S هر براي هرگاه می نامیم چپ پایاي را µ میانگین

µ (Lsf) = µ(f).

µ (١) = ١ , |µ| = شرط١ دو در و است مثبت µ مانند l∞(S)روي میانگین هر می شود. تعریف مشابه به طور نیز راست پایاي میانگین
داریم: f ∈ l∞(S) هر براي همچنین می کند، صدق

µ (Re (f)) = Re (µ (f)) , µ (Im (f)) = Im(µ(f))

دارد. قرار f(S) از بسته محدب پوستۀ در µ(f) به علاوه
ϑ(s) ≥ ٠ باشیم داشته s هر براي هرگاه Sمی نامیم روي شمارا میانگین یک صورتϑرا این در .ϑ ∈ l١(S) و نیم گروه Sیک کنیم فرض
{s ∈ S : ϑ(s) > ٠} مجموعۀ هرگاه می نامیم S روي متناهی میانگین یک را آن همچنین .|ϑ| = ∑

s∈S ϑ (s) = ١ و
متناهی میانگین هاي مجموعۀ به علاوه، است. چگال شمارا میانگین هاي مجموعۀ در (-نرم) متناهی میانگین هاي مجموعۀ باشد. متناهی

است. چگال l∞(S) روي میانگین ها تمام مجموعۀ در (w∗-)
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تعریف مشابه به طور راست میانگین پذیر باشد. موجود چپ پایاي میانگین یک هرگاه می نامیم چپ میانگین پذیر را S نیم گروه .٣٠. ٣ تعریف
باشد. راست میانگین پذیر و چپ میانگین پذیر هرگاه، می نامیم میانگین پذیر را S نیم گروه می شود.

است. میانگین پذیر نیز φ(S) آنگاه باشد، نیم گروه ها همریختی یک φ : S → S′ و باشد میانگین پذیر نیم گروه یک S اگر
هر براي که باشد موجود متناهی میانگین هاي از {gn} مانند دنباله اي اگر فقط و اگر است میانگین پذیر S نیم گروه [٢] .۴ .٣٠ قضیه

.l١(S) از ( نرم توپولوژي (یا ضعیف توپولوژي در limn(Ltgn − gn) = ٠ = limn (Rtgn − gn) باشیم داشته t ∈ S

خودتوانی عنصر هرگاه s σS t داریم s, t ∈ S براي که است شده تعریف طوري σS هم ار    ز ي رابطۀ باشد وارون نیم گروه یک S کنیم فرض
تصویر از که است ماکسیمالی گروه این است. گروه یک GS := S /σS صورت این در ،es = et که باشد موجود e ∈ E(S) مانند

می آید. دست به S همریختی
براي را معیارهایی بخش، این خاتمۀ در باشد. میانگین پذیر GS اگر فقط و اگر است میانگین پذیر S که می کنیم یادآوري [۵] از

می کنیم. یادآوري r−گسسته دوم شماراي گروه وارة میانگین پذیري
هستند: معادل زیر گزاره هاي صورت، این در باشد. r−گسسته دوم شماراي گروه وارة یک G کنیم فرض [٣] .۵ .٣٠ قضیه

که است موجود {φn} مانند G روي بورل توابع از دنباله اي .١
است، کران دار u 7→

∑
r(x)=u |φn (x) | تابع (الف)

،∑r(x)=u |φn (x) | = ١ داریم n ∈ N و u ∈ G٠ هر براي (ب)
است. صفر به r(x)=r(y)∑همگرا |φn

(
y−١x

)
− φn(x)| دنبالۀ y ∈ G هر براي (ج)

که است موجود {ψn} مانند G روي بورل توابع از دنباله اي .٢
است، کران دار u 7→

∑
d(x)=u |ψn (x) | تابع (الف)

،∑d(x)=u |ψn (x) | = ١ داریم n ∈ N و u ∈ G٠ هر براي (ب)
است. صفر به d(x)=d(y)∑همگرا |ψn

(
xy−١)− ψn(x)| دنبالۀ y ∈ G هر براي (ج)

کند. صدق فوق شرایط از هرکدام در اگر می نامیم میانگین پذیر را G r−گسسته دوم شماراي گروه وارة

کلیفورد نیم گروه جهانی گروه وارة ٣١

مجموعۀ است. E=E(S) خودتوان مجموعۀ با کلیفورد نیم گروه یک S بخش، این در

X = {x | x = χA : E → {٠, ١} }

و e∈E براي می گیریم. نظر در را است نقطه اي همگرایی توپولوژي با A چون فیلتري براي ناصفر همریختی یک χA آن در که
X در چگالی زیرمجموعۀ که می کنیم استفاده E = {e : e ∈ E } و e = χAe نماد از Ae = {f ∈ E : e ≤ f }
و i = ١, ٢, . . . ,m براي x(ei) = ٠ باشیم داشته ،m ≤ n براي و x ∈ X ،e١, e٢, . . . , en ∈ E کنیم فرض .[۵] است

است: زیر به شکل X توپولوژي پایۀ عضو یک صورت، این در ،e = em+١ . . . en می دهیم قرار .x(em+١ . . . en ) = ١

De,e١,e٢,...,em = {x ∈ X : x (e) = ١ , x (ei) = ٠ (i = ١, ٢, . . . ,m)}

= {χA : e ∈ A , ei /∈ A} .

.e ∈ De,e١,e٢,...,em و De,e١,e٢,...,em = De ∩Dc
e١D

c
e٢ ∩ · · · ∩Dc

em آنگاه ،De = {x : x(e) = ١ } اگر
نیم گروه یک S چون .Ds = Dss∗ می دهیم قرار دارد. وجود X روي S از راست عمل یک کلی حالت در که می کنیم ملاحظه سپس

می شود جابه جا S عضو هر با پس ss∗, s∗s ∈ E و است کلیفورد

s∗s = (s∗ss∗) s = (s∗ [ss∗]) s

= ([ss∗] s∗) s = ss∗s∗s

= s (s∗ [s∗s]) = s ([s∗s] s∗)

= s (s∗ss∗) = ss∗
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X توپولوژي براي زیرپایه یک {De : e ∈ E} ∪ { Dc
e : e ∈ E} خانوادة است. X از فشرده باز زیرمجموعۀ یک Ds = Ds∗ و

عمل و x.s(e) := x(ses∗) کنیم فرض است.
β : S → I(X)

β (s) : De 7→ Rs = Ds∗ = Ds

β(s)(x) = x.s

نیم گروه، از s عضو هر به β نگاشت واقع، در است. همریختی یک β(s) هر و است پادهمومورفیسم یک β صورت این در می گیریم. نظر در را
می کند. برابر s را X عضو هر یعنی است؛ s با ارتباط در همریختی آن عملکرد که می دهد نسبت همریختی یک

می دهیم: قرار اکنون

Σ = {(x, s) : x ∈ Ds , s ∈ S }

تعریف براي .y = x.s آنها براي که می شود تشکیل ((x, s), (y, t)) چون زوج هایی از ،Σ(٢) یعنی Σ ترکیب پذیر زوج هاي β مجموعۀ
موجود چنان e ∈ E یک و x = y اگر فقط و اگر (x, s) ρ (y, t) می گیریم. نظر در Σ روي ρ هم ار    ز ي رابطۀ یک جهانی، گروه وارة

.x ∈ De و e ≤ ss∗tt∗, es = et که باشد
است: زیر اعمال با گروه واره یک G = Σ/ρ = { [x, s] : s ∈ S, x ∈ Ds} هم ار    ز ي کلاس هاي خانوادة

[x, s] [ x.s, t] = [x, st] , [x, s]−١ = [x.s, s∗ ]

و
r ([x, s]) = [ x, ss∗] , d([x, s]) = x.s, s∗s ].

تساوي دلیل چون کنیم، استفاده [x, e] = x تساوي از می توانیم ،G(٠) = { [x, e ] : e∈E , x ∈ X } نمایش براي همچنین
بدهیم قرار می توانیم بنابراین .(x, e١) ρ(x, e٢) داریم x ∈ De١e٢ با e١, e٢ ∈ E هر براي یعنی آنهاست بین هم ار    ز ي رابطۀ وجود

.G(٠) = X

.x.s = x داریم ،s ∈ S و x ∈ Ds هر براي فوق، نمادگذاري هاي با .٣١. ١ لم

و x(ss∗) = ١ داریم ss∗ ∈ E براي (زیرا هستند E روي ناصفر همریختی هایی x.s و x که می کنیم یادآوري اثبات.
بنابراین e = ess∗ = ses∗ آنگاه ،e ≤ ss∗ اگر (چون x(e) = x.s(e) داریم e ∈ E هر براي طرفی از .(x.s (ss∗ ) = ١
داریم، اول حالت بنابر ess∗ ≤ ss∗ چون باشد. دلخواه عضو یک e ∈ E کنیم فرض اکنون .(x.s (e) = x(ses∗) = x(e)

بنابراین ،x.s(ess∗) = x(ess∗)

x.s(e) = x.s(e)١ = x.s(e)x.s(ss∗)

= x.s(ess∗) = x(ess∗)

= x(e)x(ss∗) = x(e)١

= x(e),

می کند. کامل را برهان که

.Gx = Gx داریم ،x ∈ X, s ∈ S هر براي و r [x, s] = d [x, s] و β(s) (x) = x کلیفورد، نیم گروه هاي براي به خصوص،
ایزومتري گروه هاي با گروهی کلاف یک G = ∪x∈XHx بنابراین

Hx := Gx
x = {[x, s] : s ∈ S , x ≤ ss∗}

و e ≤ ss∗ tt∗ ،x(e) = ١ که دارد وجود e ∈ E یک آنها براي که است (x, t ) زوج هاي تمام مجموعۀ [x, s] اینجا در است.
.et = es
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گروه وارة و ماکسیمال گروه همریخت تصویر به ترتیب G = G(X,S) و GS و باشد کلیفورد نیم گروه یک S کنیم فرض .٣١. ٢ قضیه
شود. گرفته یکی GS زیرگروه هاي با می تواند که است ایزوتروپی اش گروه هاي اجتماع G صورت این در باشد. آن جهانی

ϕx([ x , s ]) = [s] ضابطۀ با را ϕx : Hx → GS نگاشت ،x ∈ X هر براي .G = ∪x∈XHx که کردیم مشاهده قبلاً اثبات.
بنابراین و es = et که است موجود چنان e ∈ E آنگاه ،[x, s] = [x, t] اگر زیرا است، خوش تعریف نگاشت این می کنیم. تعریف

داریم همچنین است. GS در [s] = [t]

ϕx([x, s ] [x, t ]) = ϕx ([x, st ]) = [st] = [s][t] = ϕx ([x, s ]) ϕx ([x, t ]).

نیست.) پوشا و یک به یک ϕx نگاشت کلی حالت (در

است. E شامل که است S از زیرنیم گروه یک [e] هم ار    ز ي کلاس ،e ∈ E هر براي .٣١. ٣ لم

وجود f , g ∈ E آنگاه ،s , t ∈ [e] اگر همچنین .E ⊆ [e] پس fe ∈ E و (fe) f = (fe) e آنگاه ،f ∈ E اگر اثبات.
.st ∈ [e] پس (fg) st = (fs) (gt) = (fe)(ge) = (fg)e Eو ⊆ Z(S) چون .fs = fe و gt = ge که دارند

نیم گروه e٠ ∈ E هر براي صورت این در .S = ∪e∈EHe و باشد میانگین پذیر کلیفورد نیم گروه یک S کنیم فرض .۴ .٣١ قضیه
.HeHe٠ = He و He Hf ⊆ Hef داریم همچنین است. S از میانگین پذیر کلیفورد زیرنیم گروه یک T = ∪e≤e٠He

نتیجه s٢s٢∗ ≤ e٠ و s١s١∗ ≤ e٠ زیرا است S از زیرنیم گروه یک T = ∪e≤e٠He = { s : ss∗ ≤ e٠} مجموعۀ اثبات.
می دهد

(s١s٢) (s١s٢)
∗e٠ = s١(s٢s٢

∗) s١
∗ e٠

= s١s
∗
١(s٢s٢

∗)e٠

= s١s
∗
١(s٢s٢

∗)

= s١(s٢s٢
∗)s١

∗

= (s١s٢) (s١s٢)
∗

توجه با .s١∗ ∈ T پس s١∗(s١∗)
∗
= s١

∗s١ = s١s١
∗ ≤ e٠ طرفی از و s١s٢ ∈ T یعنی (s١s٢) (s١s٢)∗ ≤ e٠ پس

گروه از زیرگروه یک که است یک ریخت A = { [s] ∈ GS : ss∗ ≤ e٠ } با GT ماکسیمال گروه همریخت تصویر که این به
می گیریم: نظر در را زیر نگاشت است. T از عضوي شامل A در هم ار    ز ي کلاس هر است، [e٠] همانی با GS میانگین پذیر

φ : A → GT , φ([s]) = [e٠s].

و e٠fs١ = e٠fs٢ بنابراین .fs١ = fs٢ داریم ،f ∈ E(S) یک براي آنگاه ،[s١] = [s٢] اگر زیرا است؛ خوش تعریف نگاشت این
داریم: همچنین .[e٠s٢] = [e٠s١] لذا f e٠s١ = fe٠s٢

φ([st]) = [e٠st] = [e٠se٠t] = [e٠s][e٠t] = φ([s])φ([t])

S اگر است. یک ریختی φ بنابراین ،[s] = [t] پس fe٠s = fe٠t به طوري که دارد وجود f ∈ E(S) آنگاه ،[e٠s] = [e٠t] اگر و
است. چنین نیز T لذا و است میانگین پذیر GT بنابراین است؛ چنین نیز A یعنی آن زیرگروه و GS آنگاه باشد، میانگین پذیر

.He
∼= He داریم ،e ∈ E هر براي صورت، این در .S = ∪e∈E He و باشد نیم گروه یک S کنیم فرض .۵ .٣١ قضیه

داریم: و He = { [e, s] : e ≤ s e(ss∗) = ١} یادآوري جهت اثبات.

[e, s] [e, t] = [e, st] , [e, e] = ١, [e, s]−١ = [e, s∗].

می گیریم نظر در را زیر نگاشت
η : He → He, η(s) = [e, s].
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بنابراین e(e) = ١ و ss∗tt∗ = e ، es = et صورت این در s = t و s, t ∈ He کنیم فرض آن، خوش تعریفی اثبات براي
.η(s) = η(t) لذا [e, s] = [e, t]

به طوري که دارد وجود f ∈ E(S) یک پس [e, s] = [e, t] صورت این در ،η(s) = η(t) کنیم فرض آن، بودن یک   به یک اثبات براي
داریم: پس s, t ∈ He طرفی از .ef = e بنابراین fs = ft و e ( f) = ١

s = es = (ef)s = e(fs) = e(ft) = (ef)t = et = t.

es(es)∗ = e یعنی ،ess∗ = e یا e ≤ ss∗ پس e( ss∗) = صورت١ این در ،[e, s] ∈ He کنیم فرض آن، پوشایی اثبات براي
است. واضح نیز η همریختی .η(es) = [e, es] = [e, s] و es ∈ He یا

شماراست. و گسسته Gu r−فیبر هر صورت، این در باشد. r−گسسته گروه وارة یک G کنیم فرض .۶ .٣١ لم
.U∩ Gu = {y} داریم پس است، یک به یک r چون که است Uموجود Gopمانند از y شامل باز مجموعۀ یک آنگاه ،y ∈ Gu اگر اثبات.

شماراست. Gu که می گیریم نتیجه هست، نیز گسسته و می کند صدق شمارایی دوم اصل در Gu ازآنجایی که

صورت این در باشد، میانگین پذیر He گروه e ∈ E هر براي و باشد کلیفورد نیم گروه یک S = ∪e∈EHe کنیم فرض .٣١. ٧ لم
می کند: صدق زیر شرایط در که دارد وجود {φn} مانند G(E,S) = ∪e∈EHe زیرگروه وارة روي توابع از دنباله اي

است، کران دار e →
∑

y∈He
|φn (y) | تابع (الف)

،∑y∈He
φn (y) = ١ داریم n ∈ N و e ∈ E هر براي (ب)

است. صفر به r(x)=r(y)∑همگرا |φn

(
y−١x

)
− φn (x) | دنبالۀ y ∈ G(E,S) هر براي (ج)

،gen ∈ l١(He) داریم به علاوه است، موجود {gen} مانند ،۴ .٣٠ قضیه متناهی، میانگین هاي از Heدنباله اي میانگین پذیري دلیل به اثبات.
φe
n تابع n ∈ N براي است. متناهی { h ∈ He : gen(h) > ٠ } مجموعۀ و | gen| =

∑
h∈He

gen(h) = ١ ،gen(h) ≥ ٠
می گیریم نظر در زیر به صورت را

φe
n : He → [٠, +∞] , φe

n ( [e, s] ) := gen (es) .

و e(f) = ١ به طوري که دارد وجود f ∈ E مانند عضوي صورت این در [e , s] = [e , t] کنیم فرض آن، خوش تعریفی جهت
.es = et پس e ≤ f چون حال ،fs = ft

می کنیم تعریف زیر به شکل را φn اکنون

φn :
∪
e∈E

He →[٠,+∞ ], φn(y) = φe
n(y) (y ∈ He).

که است موجود منحصربه فردي e ∈ E یک y ∈
∪

e∈E He هر براي ،He گروه هاي بودن هم از جدا دلیل به که کنیم توجه
کنیم بررسی {φn} براي را لازم شرایط باید اکنون .y ∈ He∑

[e,s]∈He

φn([e, s] =
∑

[e,s]∈He

φe
n([e, s] =

∑
es∈He

gen(es) =
∑
h∈He

gen (h) = ١.

.y−١ = [e, t−١ و[ y = [e, t] که است موجود t ∈ S آنگاه ،y ∈ He اگر
داریم و x = [e, s] که است موجود s ∈ S یک و x ∈ He آنگاه ،r(x) = r(y) ∑اگر

x∈He

|φn

(
y−١x

)
− φn(x)| =

∑
[e,s]∈He

|φn([e, t
−١][e, s]− φn([e, s])|

=
∑

[e,s]∈He

|φn(
[
e, t−١s

]
− φn([e, s])|

=
∑
e≤ss∗

|gen(et−١s)− gen(es)|

= | |tgen − gen| | → ٠.
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شماراي نیز X = G(٠) پس می کند صدق شمارایی دوم اصل در G = G(X,S) چون که است ذکر به لازم بعدي نتیجۀ اثبات براي
است. چگال X در E٠ := {e : e ∈ E٠ } به طوري که است موجود E٠ مانند E از شمارایی زیرمجموعۀ و است دوم

شده اند. اثبات دیگري روش به [۴] از ۶ .٣ لم در زیر قضیۀ دو

در باشد، میانگین پذیر He گروه e ∈ E هر براي به طوري که باشد کلیفورد نیم گروه یک S =
∪

e∈E He کنیم فرض .٣١. ٨ قضیه
است. میانگین پذیر G = G(X,S) صورت این

در {φn} مانند دنباله اي ،٣١. ٧ لم بنابر باشد. X در چگال شماراي زیرمجموعۀ یک E٠ = {e١ , e٢ , e٣ , ... } کنیم فرض اثبات.
به جز مگر φn ( [ei , s]) = ٠ داریم [ei , s] ∈ Hei و n ∈ N هر براي به طوري که است موجود G(E٠, S) =

∪∞
i=١He

ei]ها. , s] از متناهی تعداد
می خواهیم است. گسسته نیز ∪∞

i=١Heiبنابراین است گسسته Hei ،i ∈ N هر براي چون می گیریم، نظر در ثابت را n ∈ N اکنون
قرار فرض i ∈ N هر براي کند. صدق ٣١. ٢ قضیه شرایط در به طوري که دهیم توسیع Φn : G → [٠, ١] بورل تابع یک به را φn

می کنیم اختیار X از را زیر هاوسدورف فشرده باز زیرمجموعه هاي و Ai = {m ∈ N: m < i , em < ei} می دهیم
Ui = Dei,ei١ ,ei٢ ,...,eik

= { x ∈ X : x(ei) = ١ , x(ei١) = x(ei٢) = ... = x(eik) = ٠ }
است، Xچگال E٠در و است فشرده Ui هر چون E٠است. براي پوشش یک {Ui}i∈N به وضوح ،Ai = {i١, i٢, ... , i٣} آن در که

بود. خواهد پوشش نیز X براي {Ui}i∈N بنابراین
می کنیم اختیار زیر به شکل را Viها ،( i < j (براي Ui ⊈ Uj و ei ∈ Ui به توجه با

Vi =
∪

[ei,s]∈Hei

D(Ui, s)

مانند نزولی دنبالۀ یک اکنون ،x ∈ Ui که است موجود i ∈ N یک x ∈ X هر براي .Hei ⊆ Vi و است Ui مشابه Vi ضمن در
کنیم فرض باشد. همگرا x به {ej} که می کنیم انتخاب {ej}

Φn([x, s]) := limsupjφn([ej , s])

ei ≤ ei+١ یعنی بودن صعودي شرط با f j −→ x و ej −→ x اگر Φn([x, s]) ∈ [٠, ١] ،٠ ≤ φn([ej , s]) ≤ ١ چون
داریم آنگاه f i ≤ f i+١ و

limsupjφn([ej , s]) = limsupjφn(
[
f j , s

]
).

غیرممکن نیز این φn
−١ ((−∞, b))∩φn

−١ ((b, +∞)) = ∅ داریم که می کنیم اختیار حد تا دو بین را b ∈ R نباشد چنین (اگر
شامل بزرگ هاي j براي که ∞∪هستند

i=١Hei در باز مجموعه هاي Vi ∩ φn
−١((b,+∞)) و Vi ∩ φn

−١((−∞, b)) زیرا است
هستند.)

[
f j , s

]
و [ej , s]

داریم α ∈ [٠, ١] هر براي ،Φ تابع بودن بورل جهت

Φn
−١ ((α, +∞)) =

∞∩
k=١

(φn
−١
((

α− ١
k
, +∞

))
صفر نقاط، از متناهی تعداد به جز ،Hx روي Φn بنابراین ١٢ Φn([x, s]) < Φn([ei, s]) ≤ Φn([x, s]) داریم ei از بعضی براي و

که است موجود i ∈ N یک ٠ < ε هر براي آنگاه ،Φn([x, sj ])\ ̸= ٠ باشیم داشته j = ١, ٢, . . . ,m براي اگر است.

Φn([ei, sj ]) ≤ Φn([x, sj ]) < Φn([ei, sj ]) +
ε

m

داریم: پس

١ ≤
∞∑
j=١

Φn([x, sj ]) < ١+ ε

بنابراین
∞∑
j=١

Φn([x, sj ]) = ١.
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داریم i ∈ N از بعضی براي نهایت در

Φn

([
ei, t

−١s
])

≤Φn([x, t
−١s]) <Φn([ei, t

−١s]) +
ε

۴m

داریم و
Φn ([ei, s])≤Φn([x, s]) <Φn([ei, s]) +

ε

۴m
بنابراین

∣∣∣∑[x,s]∈Hx
|Φn

([
x, t−١s

])
−Φn ([x, s])

∣∣∣−∑[ei,s]∈Hei
|Φn

([
ei, t

−١s
])

−Φn ([ei, s]) || < ε
۴

عبارت دیگر به
| fn (x) − fn (ei) | < ε

۴ =⇒ fn (x) =
∑

[x,s]∈Hx
|Φn

([
x, t−١s

])
−Φn ([x, s]) |

داریم: n ≤ m براي همچنین

| fn (x) − fm (x) | ≤ | fn (x) − fn (ei) |+ | fn (ei) − fn (ej) |

+ | fn (ej) − fm (ej) |+ | fm (ej) − fm (x) |.

خیلی i, j براي یعنی است؛ کشی دنبالۀ {fn (ei)}i و همگراست {ei} دنبالۀ است، پیوسته G (E٠, S)=
∪
Hei روي fn چون

دنبالۀ نیز {fn (ej)}n بنابراین .fn(ei) −→٠ داریم ei هر براي ،٣١. ٧ لم بنابر طرفی از | fn (ei) −fn (ej) | < ε
۴ داریم بزرگ

این و | fn (x) −fm (x) | <ε داشت خواهیم پس | fn (ej) −fm (ej)|< ε
۴ داریم بزرگ خیلی n, m براي یعنی است؛ کشی

است. همگرا پس است، کشی دنبالۀ یک {fn (x)} که است معنی بدان
داریم: n −→+∞ وقتی نتیجه در fn(x) −→٠ بنابراین fn(ei) −→٠ داریم ej هر براي ∑چون
[x,s]∈Hx

|Φn

([
x, t−١][x, s

])
−Φn ([x, s]) | −→ ٠.

هر صورت این در باشد، میانگین پذیر آن جهانی گروه وارة G که باشد کلیفورد نیم گروه یک S =
∪

e∈E He کنیم فرض .٣١. ٩ قضیه
است. میانگین پذیر He گروه

می کنیم تعریف را زیر تابع حال می کنیم، اختیار ثابت را e ∈ E و گرفته نظر در را قبل قضیۀ در مطرح شده { Φn} دنبالۀ اثبات.

gn : He −→ [٠, +∞ ]; gn (h) = |Φn ([ei , h]) |, (h ∈ He).

باشیم داشته و [e , s] = [e , h] به طوري که است موجود منحصربه فرد h ∈ He یک [e , s] ∈ He هر ∑براي
h∈He

gn (h) =
∑

[e,s]∈He

|Φn ([e, s]) = ١.

داریم: t ∈ Heهر براي همچنین

||tgn − gn|| =
∑

[e,s]∈He

∣∣∣∣ ∣∣Φn

([
e, t−١s

])∣∣− |Φn ([e, s]) |
∣∣∣∣

≤
∑

[e,s]∈He

|Φn

([
e, t−١s

])
− Φn ([e, s]) | → ٠.
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آن جهانی گروه وارة یعنی دارد؛ میانگین ناپذیر ماکسیمال زیرگروه یک که می آوریم میانگین پذیر کلیفورد نیم گروه یک از مثالی انتها، در
است. میانگین ناپذیر

کلیفورد نیم گروه یک S صورت این در .S = F٢ ∪ {٠} می دهیم قرار باشد، مولد دو با آزاد گروه F٢ کنیم فرض .٣١. ١٠ مثال
میانگین زیرا است، میانگین پذیر

µ : l∞(S) −→ C , µ(f) = f(٠)

نیز G = F٢ ∪ {١} جهانی ،گروه وارة F٢ بودن میانگین ناپذیر دلیل به که E(S) = { eG , ٠ } داریم حالت این در است، پایا
است. میانگین ناپذیر
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Extended Abstract

Introduction

A discrete frame is a subset of a Hilbert space indexed by a finite or countable index set satisfying two
inequalities for every element of the Hilbert space. In 1952, Duffin and Schaeffer introduced discrete
frames when they were studying some problems in nonharmonic Fourier series ([6]). The continuous
version of discrete frames was proposed by Kaiser in [10] and independently by Ali, Antoine and Gazeau
in [1].

Definition 31.11. Let (Ω, µ) be a measure space and let H be a Hilbert space. A weakly-measurable
mapping F : Ω → H is called a continuous frame for H with respect to (Ω, µ) if there exist constants
0 < AF ≤ BF <∞ such that for each f ∈ H, we have

AF ∥f∥2 ≤
∫
Ω
|⟨f, F (ω)⟩|2dµ(ω) ≤ BF ∥f∥2.

The positive numbers AF and BF are called the lower and upper bounds of the frame, respectively. The
mapping F is called tight if AF = BF and if AF = BF = 1, it is called a Parseval frame. If only the
second inequality is required, we say that F is a continuous Bessel mapping.

As we see, continuous frames are defined using a measure space, i.e., the indices are related to some
measurable space, so every discrete frame can be considered as a continuous frame using the count-
ing measure on the index set. Although there are many similarities between continuous and discrete
frames, continuous frames can behave completely different from the discrete ones (for example, con-
tinuous frames are not necessarily norm bounded). Both discrete and continuous frames have great ap-
plications in pure and applied mathematics, particularly they are useful in signal processing. Indeed,
each frame possesses at least one dual and the existence of duals facilitates the reconstruction of signals.
For more information about continuous frames and their duals, we refer the readers to [8, 13] and the
references therein.

Let F : Ω → H be a Bessel mapping. Then, a Bessel mapping G : Ω → H is called a dual for F if

⟨f, g⟩ =
∫
Ω
⟨f, F (x)⟩⟨G(x), g⟩dµ(x), (31.1)

for each f, g ∈ H. The equality (31.1) can be written weakly as

f =

∫
Ω
⟨f, F (x)⟩G(x)dµ(x), (f ∈ H).

Now, we define the function τ : Ω → B(H) by τ(x)(f) = ⟨f, F (x)⟩G(x). Hence, for each f ∈ H, we
have

f =

∫
Ω
τ(x)(f)dµ(x).

Indeed, using the function τ , every f in the underlying Hilbert space can be reconstructed. The operators
like τ are so valuable in frame theory. In fact, the crucial role of these operators caused the appearance of
some important concepts such as resolutions of the identity, local atoms and atomic systems of subspaces,
see [2], [3], [4], [5], [7], [9], [11] and the references therein.

١٢٠



Conclusion

In [12], using some real numbers as parameters, some new versions of resolutions of the identity, atomic
systems and frame-like systems for subspaces of a Hilbert space were introduced. The new versions
cover many of the notions related to atomic systems and resolutions of the identity, also, the existence of
the parameters provides more flexible tools for the reconstruction of signals. Also, it was shown in [12]
that there are close relationships between the new notions and some generalizations of frames and fusion
frames.

In the present paper, these concepts are focused and some new results are obtained.

١٢١



کاربردها و اندازه جبرهاي
١٢٧- ١١٩ ص ،١ شماره ،١ دوره ،١۴٠٢ سال

هیلبرت فضاهاي در همانی تجزیه هاي مورد در نتایج برخی

١ محمدعلی آقامیر زهره

z. aghamir@yahoo. com رایانامه: ایران. قم، قم، دانشگاه پایه، علوم دانشکده ریاضی، گروه .١

چکیده مقاله اطلاعات

همانی، تجزیه هاي مورد در جدیدي نتایج مقاله، این در
بسته زیرفضاهاي براي شبه قاب دستگاه هاي و اتمی دستگاه هاي
آنها مجموع به ویژه، می آ    یند. دست به هیلبرت فضاي یک از
قرار بررسی مورد وارون پذ یر عملگرهاي تحت آنها پایایی و

می گیرند.

مقاله: نوع
پژوهشی مقالۀ

١۴٠٢/۵/٢١ دریافت: تاریخ
١۴٠٢/۶/٣٠ بازنگري: تاریخ
١۴٠٢/٧/۴ پذیرش: تاریخ
١۴٠٢/٧/٨ انتشار: تاریخ

کلیدي: کلمات
هیلبرت، فضاهاي

همانی، تجزیه هاي
اتمی، دستگاه هاي

شبه قاب دستگاه هاي

ریاضی: رده بندي
42C15

،(١)١ کاربردها، و اندازه جبرهاي هیلبرت. فضاهاي در همانی تجزیه هاي مورد در نتایج برخی .(١۴٠٢) زهره. محمدعلی، آقامیر استناد:
.١٢٧- ١١٩

http://doi.org/ 10.22091/MAA.2023.9766.1010

قم. دانشگاه ناشر:
نویسندگان.

١٢٢
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تاریخچه و معرفی ٣٢

متناهی خطی ترکیب به صورت می توان را فضا از عضو هر که است آن H هیلبرت١ فضاي در متعامدیکه پایۀ یک ویژگی هاي مهم ترین از یکی
امکان این که است H هیلبرت فضاي عناصر از دنباله اي نیز قاب یک همچنین هستند. یکتا آن ضرایب که نوشت پایه عناصر از نامتناهی یا
به طور نیستند. یکتا لزوماً آن ضرایب اما نوشت، قاب عناصر از نامتناهی یا متناهی خطی ترکیب به صورت را فضا از عضو هر می دهد ما به را
تکرار خاصیت داراي قاب ها نتیجه در ندارند. را بودن خطی  مستقل خاصیت لزوماً که هستند متعامدیکه پایه هاي از تعمیمی قاب ها کلی
از بسیاري در مطلوب خاصیت این است. امکان پذیر قاب ها از استفاده با هیلبرت فضاي از عضو یک متفاوت نمایش هاي یعنی هستند؛ بردارها
خطاهاي برابر در بیشتري مقاومت از قاب ها سیگنال ، پردازش دستگاه یک در می شود باعث قاب ها ویژگی این می شود. ظاهر قاب کاربردهاي
نمی شوند. محدودیت و مشکل ایجاد باعث متعامدیکه پایه هاي برحسب منحصربه فرد تجزیۀ برخلاف و باشند برخوردار پایه ها به نسبت ارسالی

شد. دانشمندان توسط آن تعریف باعث پایه  به نسبت قاب ها مطلوب عملکرد
دوبچیز۴، توسط ١٩٨۶ سال در و شد معرفی شیفر٣ و دافین٢ توسط ،١٩۵٢ سال در بار اولین براي هیلبرت فضاهاي در قاب ها مفهوم
اطلاعات، پردازش به خاطر معمولاً است. ارتباطات و کدگذاري نظریۀ در قاب ها دیگر کاربرد گرفت. قرار بازنگري مورد میر۶ و گراسمان۵
قاب نام به قاب ها از دیگري تعمیم ایجاد باعث مطلب این اخیر سال هاي در که می کنند تقسیم کوچک تر دستگاه هاي به را قاب ها دستگاه
این پیوند با سپس و می شود تعریف هیلبرت فضاي یک زیرفضاهاي از استفاده با قاب ها با کردن کار به جاي که شد مخلوط قاب یا زیرفضاها
کوچک تري زیرفضاهاي روي بودن قاب بررسی و محاسبات سادگی روش، این مزیت می آید. دست به فضا کل براي قاب یک زیرفضا، قاب هاي
یک بستۀ زیرفضاهاي از که هستند قاب ها از تعمیمی مخلوط قاب هاي حقیقت د ر می کند. بیشتر را دقت و کارایی که است کل فضاي از

می نمایند. استفاده سیگنال ها تجزیۀ براي هیلبرت فضاي
و کدگذاري در جمله از مهمی کاربردهاي مخلوط قاب هاي شدند. معرفی ٢٠٠۴ سال در کوتینیوك٨ و ٧ کاسازا توسط مخلوط قاب هاي

کنید. مراجعه [۵] مرجع به زمینه این در بیشتر اطلاعت براي دارند. کدگشایی
کوتینیوك و کاسازا توسط بار نخستین مخلوط قاب هاي با آن ارتباط و همانی تجزیۀ دارد، مهمی کاربردهاي سیگنال ها تجزیۀ ازآنجایی که
معرفی [٢] مرجع در خسروي١٠ و عسگري٩ توسط گسسته همانی اتمی تجزیۀ ٢٠٠۵ سال در شد. مطرح [۵] مرجع در ٢٠٠۴ سال در

کردند. معرفی را پیوسته همانی اتمی تجزیۀ و پیوسته همانی تجزیۀ مفاهیم [٩] مرجع در فتاحی١٢ و ١١ جوانشیري ٢٠١۶ سال در شد.

اصلی نتایج ٣٣

دقت می کنیم. یادآوري را مفاهیم این زیر، تعریف در شدند. معرفی [١٢] مقاله در شبه قاب دستگاه هاي و همانی تجزیه هاي از جدیدي انواع
نگاشت H در g و f هر به ازاي که است این منظور شد، اندازه پذیر مقدار H توابع از صحبت هرگاه که شود

Ω −→ C

x 7−→ ⟨τ(x)f, g⟩

نگاشت H در f هر به ازاي یا و

Ω −→ C

x 7−→ ∥τ(x)f∥

.p ≥ ١ همواره و هستند دلخواه حقیقی اعداد r و q است. اندازه پذیر
1Hilbert space
2Duffin
3Schaefer
4Daubechies
5Grossmann
6Meyer
7Casazza
8Kutyniok
9Asgari

10Khosravi
11Javanshiri
12Fattahi
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ω همچنین است. مثبت اندازة یک µ آن در که است اندازه فضاي یک (Ω, µ) است، H روي کران دار توابع تمام نشان دهندة B(H)

می شود. فرض (٠,∞) به Ω از اندازه پذیر تابع یک

مقدار H تابع به طوري که باشد نگاشتی τ : Ω −→ B(H) و H هیلبرت فضاي از بسته زیرفضاي یک H٠ کنیم فرض .٣٣. ١ تعریف
باشد. اندازه پذیر می شود، تعریف Tf (x) = τ(x)f به صورت f ∈ H هر به ازاي که Tf : Ω −→ H

باشیم: داشته g ∈ H و f ∈ H٠ هر به ازاي اگر می نامیم (µ, ω) به نسبت H٠ براي پیوسته همانی r-تجزیۀ یک را τ نگاشت الف)

⟨f, g⟩ =
∫
Ω
ω(x)r ⟨τ(x)f, g⟩ dµ(x).

به طوري که باشد Bτموجود مانند مثبتی عدد اگر می نامیم (µ, ω) به نسبت H براي پیوسته اتمی ,p)-دستگاه q) یک را τ نگاشت ب)
باشیم: داشته f ∈ H هر ∫)به ازاي

Ω
ω(x)q ∥τ(x)f∥p dµ(x)

)١/p
≤ Bτ ∥f∥ .

به نسبت H براي پیوسته اتمی ,p)-دستگاه q) یک τ اگر می نامیم H براي پیوسته شبه  قاب ,p)-دستگاه q) یک را τ نگاشت پ)
باشیم: داشته f ∈ H هر به ازاي به طوري که باشد موجود Aτ مثبت عدد و باشد (µ, ω)

Aτ ∥f∥ ≤
(∫

Ω
ω(x)q ∥τ(x)f∥p dµ(x)

)١/p
.

همچنین و H٠ براي پیوسته همانی r-تجزیۀ یک τ اگر می نامیم (H٠,H) براي پیوسته اتمی ,p)-دستگاه q, r) یک را τ نگاشت ت)
پیوسته اتمی ,p)-دستگاه q, r) یک را τ ،H٠ = H اگر باشد. (µ, ω) به نسبت H براي پیوسته اتمی ,p)-دستگاه q) یک

می نامیم. H براي

H٠ براي پیوسته همانی r-تجزیۀ یک τ اگر می شود نامیده (H٠,H) براي پیوسته شبه  قاب ,p)-دستگاه q, r) یک τ نگاشت ث)
شبه  قاب ,p)-دستگاه q, r) یک را τ ،H٠ = H اگر باشد. (µ, ω) به نسبت H براي پیوسته شبه  قاب ,p)-دستگاه q) یک و

می نامیم. H براي پیوسته

صورت، این در باشد. H روي وارون پذیر عملگر یک T و H از بسته زیرفضاي یک H٠ کنیم فرض .٣٣. ٢ قضیه

به صورت که τT : Ω −→ B(H) آن گاه باشد، (µ, ω) به نسبت H٠ براي پیوسته همانی r-تجزیۀ یک τ اگر الف)

τT (x)(f) = T
(
τ(x)T−١f

)
است. (µ, ω) به نسبت T (H٠) براي پیوسته همانی r-تجزیۀ یک می شود تعریف

H براي پیوسته اتمی ,p)-دستگاه q) یک نیز τT آن گاه باشد، (µ, ω) به نسبت H براي پیوسته اتمی ,p)-دستگاه q) یک τ اگر ب)
است. (µ, ω) به نسبت

است. H براي پیوسته شبه قاب ,p)-دستگاه q) یک نیز τT آن گاه باشد، H براي پیوسته شبه قاب ,p)-دستگاه q) یک τ اگر پ)

براي پیوسته اتمی ,p)-دستگاه q, r) یک τT آن گاه باشد، (H٠,H) براي پیوسته اتمی ,p)-دستگاه q, r) یک τ اگر ت)
است. (T (H٠),H)

براي پیوسته شبه قاب ,p)-دستگاه q, r) یک τT آن گاه باشد، (H٠,H) براي پیوسته شبه قاب ,p)-دستگاه q, r) یک τ اگر ث)
است. (T (H٠),H)
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بستۀ زیرفضاي یک T (H٠) پس است، H روي وارون پذیر عملگر یک T و H بستۀ زیرفضاي یک H٠ چون که می کنیم دقت ابتدا اثبات.
است. H

نگاشت فرض طبق باشند. H از عضو دو g و f می کنیم فرض اکنون

Ω −→ C

x 7−→
⟨
τ(x) T−١f, T ∗g

⟩
لذا است، اندازه پذیر

Ω −→ C

x 7−→
⟨
T
(
τ(x) T−١f

)
, g
⟩

که گفت می توان معادل طور به است، اندازه پذیر

Ω −→ C

x 7−→ ⟨τT (x) f, g⟩

می پردازیم. شده گفته موارد اثبات به اینک است. اندازه پذیر
داریم: ،T (f) ∈ T (H٠) و g ∈ H اگر باشد. (µ, ω) به نسبت H٠ براي پیوسته همانی r-تجزیۀ یک τ کنیم فرض ∫الف)

Ω
ω(x)r ⟨τT (x)Tf, g⟩ dµ(x) =

∫
Ω
ω(x)r

⟨
Tτ(x)T−١Tf, g

⟩
dµ(x)

=

∫
Ω
ω(x)r ⟨τ(x)f, T ∗g⟩ dµ(x)

= ⟨f, T ∗g⟩ = ⟨Tf, g⟩ .

است. (µ, ω) به نسبت T (H٠) براي پیوسته همانی r-تجزیۀ یک τT که می دهد نشان فوق تساوي
داریم: f ∈ H هر به ازاي صورت این در باشد. (µ, ω) به نسبت H براي پیوسته اتمی ,p)-دستگاه q) یک τ کنیم فرض ب)

(∫
Ω
ω(x)q ∥τT (x)f∥p dµ(x)

)١
p =

(∫
Ω
ω(x)q

∥∥T (τ(x)T−١f
∥∥p dµ(x))١p

≤ ∥T∥
(∫

Ω
ω(x)q

∥∥τ(x)T−١f
∥∥p dµ(x))١p

≤ ∥T∥ Bτ

∥∥T−١f
∥∥ ≤ ∥T∥

∥∥T−١∥∥ Bτ ∥f∥ .

باشد. (µ, ω) به نسبت H براي پیوسته اتمی ,p)-دستگاه q) یک τT که می کند ایجاب فوق نامساوي
براي پیوسته اتمی ,p)-دستگاه q) یک τT (ب)، قسمت بنابر باشد. H براي پیوسته شبه قا ب ,p)-دستگاه q) یک τ کنیم فرض پ)

داریم: f ∈ H هر به ازاي اکنون است. H

Aτ ∥f∥ = Aτ

∥∥TT−١f
∥∥ ≤ ∥T∥Aτ

∥∥T−١f
∥∥

≤ ∥T∥
(∫

Ω
ω(x)q

∥∥τ(x)T−١f
∥∥p dµ(x))١p

= ∥T∥
(∫

Ω
ω(x)q

∥∥T−١Tτ(x)T−١f
∥∥p dµ(x))١p

≤ ∥T∥
∥∥T−١∥∥ (∫

Ω
ω(x)q

∥∥T (τ(x)T−١f
)∥∥p dµ(x))١p .
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بنابراین

Aτ

∥T∥ ∥T−١∥
∥f∥ ≤

(∫
Ω
ω(x)q

∥∥T (τ(x)T−١f)
∥∥p dµ(x))١p

می شود. ثابت حکم و
می شود. نتیجه (ب) و (الف) قسمت هاي از ت)
می شود. نتیجه (پ) و (الف) قسمت هاي از ث)

به صورت که τ١ + τ٢ آن گاه باشند، (µ, ω) به نسبت H براي پیوسته اتمی ,p)-دستگاه q) دو τ٢ و τ١ اگر .٣٣. ٣ قضیه

(τ١ + τ٢)(x) = τ١(x) + τ٢(x)

است. H براي پیوسته اتمی ,p)-دستگاه q) یک می شود، تعریف

داریم: f ∈ H هر براي اکنون، است. اندازه پذیر τ١ + τ٢ که می شود ثابت به آسانی اثبات.

(∫
Ω
ω(x)q ∥(τ١ + τ٢)(x)f∥p dµ(x)

)١
p

=

(∫
Ω

∥∥∥(ω(x) q
p τ١(x)f

)
+
(
ω(x)

q
p τ٢(x)f

)∥∥∥p dµ(x))
١
p

≤
(∫

Ω

∥∥∥ω(x) q
p τ١(x)f

∥∥∥p dµ(x))
١
p +

(∫
Ω

∥∥∥ω(x) q
p τ٢(x)f

∥∥∥p dµ(x))
١
p

≤ Bτ١ ∥f∥+Bτ٢ ∥f∥ = (Bτ١ +Bτ٢) ∥f∥

می شود. ثابت حکم و

به صورت که τ صورت این در باشند. (µ, ω) به نسبت H٠ براي پیوسته همانی r-تجزیۀ دو τ٢ و τ١ کنیم فرض .۴ .٣٣ قضیه

τ(x) =
١
٢
(τ١(x) + τ٢(x))

است. (µ, ω) به نسبت H٠ براي پیوسته همانی r-تجزیۀ یک می شود، تعریف

داریم: H در g و H٠ در f هر به ازاي اکنون، است. اندازه پذیر τ که می شود ثابت به آسانی ∫اثبات.
Ω
ω(x)r ⟨τ(x)f, g⟩ dµ(x) =

∫
Ω
ω(x)r

⟨
١
٢
(τ١(x) + τ٢(x))f, g

⟩
dµ(x)

=
١
٢

∫
Ω
ω(x)r ⟨τ١(x)f, g⟩ dµ(x)

+
١
٢

∫
Ω
ω(x)r ⟨τ٢(x)f, g⟩ dµ(x)

=
١
٢
⟨f, g⟩+ ١

٢
⟨f, g⟩ = ⟨f, g⟩

می شود. ثابت حکم و
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Extended Abstract

Introduction

Biprojectivity of Banach algebras as an important homological notion arise naturally in Helemskii’s works
in the 1980s, interested readers are referred to his comprehensive book [5]. We begin with recalling its
definition. A Banach algebra A is called biprojective if there exists a bounded A-bimodule morphism
ρ : A → A⊗̂A such that πA ◦ ρ(a) = a. This concept closely related to the notions of contractibility
and amenability introduced by Johnson [8, 9]. The notion of φ-amenability was introduced in [10] and
independently in [13]. Let A be a Banach algebra. For a fixed nonzero multiplicative linear functional
φ ∈ A∗, we call A left φ-amenable if A possesses a left φ-mean, i.e., a bounded linear functional m on
A∗ satisfyingm(φ) = 1 andm(f ·a) = φ(a)m(f) for all a ∈ A and f ∈ A∗. A Banach algebra is called
character amenable if it is left φ-amenable for all φ ∈ ∆(A) and it has a bounded right approximate
identity. Character amenability of some Banach algebras associated to a locally compact group and their
second duals were studied in [6, 13]. Character amenability of Lipschitz algebras was studied by Dashti
et al in [1]. Here, we remind that A is φ-inner amenable if there exists a bounded net (aα) in A such
that aaα − aαa → 0 and φ(aα) = 1 (or equivalently φ(aα) → 1) for all α and a ∈ A [7]. Some
examples of φ-inner amenable Banach algebras are commutative Banach algebras, character amenable
Banach algebras and Banach algebras containing a bounded approximate identity. In this paper, we are
going to define and investigate the concept of A∗∗-biprojectivity for any Banach algebra. We obtain the
relation between this definition with amenability and φ-amenability. After that, we characterize A∗∗-
biprojectivity of Lipschitz algebras A = Lipα(X), where X is a compact metric space and 0 < α < 1.
Finally, we study this new concept for triangular Banach algebras.

Conclusion

In this paper, the following definitions are stated:

Definition 33.5. A Banach algebra A is called biprojective if there exists a bounded A-bimodule mor-
phism ρ : A→ A⊗̂A such that πA ◦ ρ(a) = a.

Definition 33.6. A Banach algebra A is called left φ-amenable if A possesses a left φ-mean, i.e., a
bounded linear functional m on A∗ satisfying m(φ) = 1 and m(f · a) = φ(a)m(f) for all a ∈ A and
f ∈ A∗.

Definition 33.7. A Banach algebra A is called A∗∗-biprojective if there exists bounded A-module mor-
phism ρ : A→ A∗∗⊗̂A∗∗ such that for all a ∈ A

πA∗∗ ◦ ρ(a) = κA(a).

Definition 33.8. LetA be a Banach algebra and φ ∈ ∆(A). A is called φ-inner amenable if there exists
a net (mα) in A such that for all a ∈ A

amα − φ(a)mα → 0, φ(mα) → 1.

Also, the next theorems are presented:

١٢٩



Theorem 33.9. LetA be a Banach algebra with a bounded approximate identity. IfA isA∗∗-biprojective,
then A is (pseudo-)amenable.

Theorem 33.10. LetG be a locally compact group. IfL1(G) isL1(G)∗∗-biprojective, thenG is amenable.

Theorem 33.11. Let A be a Banach algebra. If A is A∗∗-biprojective, then A2 is dense in A.

Theorem 33.12. Let A be a Banach algebra and φ ∈ ∆(A). If A is φ-inner amenable and A∗∗-
biprojective, then A is left φ-amenable.

Theorem 33.13. Let G be a locally compact group. The algebraM(G)⊗̂L1(G) is (M(G)⊗̂L1(G))∗∗-
biprojective if and only if G is finite.

Theorem 33.14. LetX be a compact metric space and 0 < α < 1. Lipα(X) is Lipα(X)∗∗-biprojective
if and only if X is finite.

Theorem 33.15. LetA be a Banach algebra andφ ∈ ∆(A). IfA isφ-inner amenable, then the triangular
Banach algebra T is not T ∗∗-biprojective.

١٣٠
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چکیده مقاله اطلاعات

جبرهاي با مرتبط جدید همانستگی مفهوم یک مقاله این در
می کنیم. ارائه ∗∗A-دوتصویر باناخ جبرهاي نام به دوتصویر باناخ
همانستگی مفاهیم برخی و مفهوم این بین رابطۀ مطالعۀ به ما
میانگین پذیري و میانگین پذیري شبه میانگین پذیري، همچون
جبرهاي براي جدید مفهوم این همچنین می پردازیم. داخلی
و لیپشیتزي جبرهاي گروهی، جبرهاي مانند خاص باناخ

می شود. بررسی مثلثی باناخ جبرهاي
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١٣٢ ١۴٠٢ ،١ شماره ،١ دوره کاربردها، و اندازه جبرهاي

مقدمه ٣۴

کتاب به علاقه مند خوانندگان آمد، وجود به ١٩٨٠ دهۀ در هلمسکی آثار در مهم همانستگی مفهوم یک به عنوان باناخ جبرهاي دوتصویري
-مدولی A همریختی یک هرگاه می شود نامیده دوتصویر A باناخ جبر یک می کنیم. شروع آن تعریف یادآوري با .[۵] کنند مراجعه او مرجع
میانگین پذیري و انقباض پذیري مفاهیم با نزدیکی ارتباط مفهوم این .πA ◦ ρ(a) = a که باشد داشته وجود ρ : A→ A⊗̂A کران دار
جبر یک A کنید فرض شد. معرفی [١٣] در مستقل به طور و [١٠] در -میانگین پذیري φ مفهوم .[٩ ،٨] دارد جانسون توسط ارائه شده
یعنی، باشد، چپ -میانگین φ یک داراي A هرگاه می نامیم چپ -میانگین پذیر φ را A ،φ ∈ A∗ ضربی خطی تابعک یک براي باشد. باناخ
صدق m(f · a) = φ(a)m(f) و m(φ) = ١ شرط در f ∈ A∗ و a ∈ A هر براي که A∗ روي m کران دار خطی تابعک یک
تقریبی یکۀ داراي و باشد چپ -میانگین پذیر φ ،φ ∈ ∆(A) هر براي هرگاه می شود نامیده میانگین پذیر مشخصه A باناخ جبر کند.
شده مطالعه [۶] در آن دوم دوگان و موضعی فشرده گروه یک به وابسته باناخ جبرهاي از برخی میانگین پذیري مشخصه باشد. کران دار راست
φ را A که می کنیم یادآوري اینجا در است. شده مطالعه [١] در همکاران و دشتی توسط لیپشیتزي جبرهاي میانگین پذیري مشخصه است.
aaα−aαa→ ٠ ،α هر و a ∈ A هر براي به طوري که باشد داشته Aوجود در (aα) کران دار تور هرگاه می نامیم داخلی -میانگین پذیر
یکۀ داراي باناخ جبرهاي و میانگین پذیر مشخصه باناخ جبرهاي جابه جایی، باناخ جبرهاي .(φ(aα) → ١ معادل به طور یا ) φ(aα) = ١ و
جبرهاي ∗∗A-دوتصویري مفهوم بررسی و تعریف به مقاله، این در هستند. داخلی φ-میانگین پذیر باناخ جبرهاي از مثال هایی کران دار تقریبی
-دوتصویري A∗∗ آن، از پس می آوریم. دست به را -میانگین پذیري φ و میانگین پذیري مفهوم با تعریف این بین رابطۀ می پردازیم. باناخ

می پردازیم. مثلثی باناخ جبرهاي روي مفهوم این مطالعۀ به نهایت، در می کنیم. مشخص را A = Lipα(X) لیپشیتزي جبرهاي

مقدمات و تعاریف ٣۵

اعمال با دومدول -A باناخ یک A⊗̂A صورت این در باشد. تصویري تانسوري حاصلضرب فضاي A⊗̂A و باناخ جبر یک A کنید فرض
است: زیر مدولی

a · (b⊗ c) = ab⊗ c, (b⊗ c) · a = b⊗ ca (a, b, c ∈ A)

است: دومدول -A باناخ یک زیر مدولی اعمال با (A⊗̂A)∗ همچنین

(a · f)(b⊗ c) = f(b⊗ ca),

(f · a)(b⊗ c) = f(ab⊗ c) (a, b, c ∈ A, f ∈ (A⊗̂A)∗).

تمام مجموعۀ بیانگر ∆(A) مقاله، این سرتاسر در گرفت. نظر در -دومدول A باناخ یک به عنوان را (A⊗̂A)∗∗ می توان مشابه به طور
که است ضربی نگاشت πA : A⊗̂A → A و طبیعی نشانندة κA : A → A∗∗ ،A باناخ جبرهاي روي ناصفر ضربی خطی تابعک هاي

می شود: تعریف زیر به صورت
πA(a⊗ b) = ab (a, b ∈ A).

ضرب ها این واقع در کند. باناخ جبر یک به تبدیل را آن بتواند تا کرد تعریف باناخ جبر یک دوم دوگان روي ضرب دو ١٩۵١ سال در آرنز
داده نمایش ♢ و □ نمادهاي با به ترتیب که می شود گفته دوم و اول آرنز ضرب ضرب ها این به هستند. جبر روي معمولی ضرب توسیع

می  شوند: تعریف زیر به صورت و می شوند

⟨F□G, f⟩ = ⟨F,G · f⟩, ⟨F♢G, f⟩ = ⟨G, f · F ⟩,

و
⟨G · f, a⟩ = ⟨G, f · a⟩, ⟨f · F, a⟩ = ⟨F, a · f⟩,

و
⟨f · a, b⟩ = ⟨f, ab⟩, ⟨a · f, b⟩ = ⟨f, ba⟩,

.a, b ∈ A و f ∈ A∗ ،F,G ∈ A∗∗ آن در که
می دهیم. ارائه را -دوتصویر A∗∗ باناخ جبرهاي تعریف ابتدا



١٣٣ باناخ جبرهاي دوتصویري -A∗∗

باشد موجود ρ : A → A∗∗⊗̂A∗∗ دومدولی -A پیوسته همریختی هرگاه نامیم -دوتصویر A∗∗ را A باناخ جبر .٣. ١۵ تعریف
a ∈ A هر به ازاي به طوري که

πA∗∗ ◦ ρ(a) = κA(a)

است. πA∗∗(F ⊗G) = F□G ضابطۀ با ضربی عملگر πA∗∗ : A∗∗⊗̂A∗∗ → A∗∗ آن در که

می پردازیم. -دوتصویري A∗∗ با A باناخ جبر میانگین پذیري بین رابطۀ بررسی به زیر قضیۀ در

است. میانگین پذیر A آنگاه باشد، -دوتصویر A∗∗ ،A اگر باشد. کران دار تقریبی یکۀ با باناخ جبر یک A کنیم فرض .٣. ٢۵ قضیه

هر براي به طوري که است موجود ρ : A → A∗∗⊗̂A∗∗ خطی عملگر تعریف، طبق لذا است؛ -دوتصویر A∗∗ ،A جبر ازآنجاکه اثبات.
داریم: a, b ∈ A

πA∗∗ ◦ ρ(a) = κA(a), ρ(ab) = ρ(a) · b = a · ρ(b).

داریم a ∈ A هر براي صورت این در .Nα = ρ(eα) ∈ A∗∗⊗̂A∗∗ دهید قرار حال باشد. A کران دار تقریبی یکۀ (eα) کنیم فرض

a ·Nα −Nα · a = a · ρ(eα)− ρ(eα) · a = ρ(aeα − eαa) → ٠,

نیز و
πA∗∗(Nα)a = πA∗∗ ◦ ρ(eα)a = κA(eα)a→ a.

نگاشت [٧. ١ لم ،٣] طبق
Ψ : A∗∗⊗̂A∗∗ → (A⊗̂A)∗∗

می کند: صدق زیر شرایط در n ∈ A∗∗⊗̂A∗∗ و a, b ∈ A هر براي به طوري که است موجود
Ψ(κA(a)⊗ κA(b)) = κA⊗̂A(a⊗ b) الف)

Ψ(n) · a = Ψ(n · a) ب)
a ·Ψ(n) = Ψ(a · n) پ)

.π∗∗A (Ψ(n)) = πA∗∗(n) ت)
ضعیف حد داراي آلاغلو باناخ قضیه طبق نتیجه در است کران دار تور یک (mα) چون .mα = Ψ(Nα) ∈ (A⊗̂A)∗∗ می کنیم تعریف

a ∈ A هر براي بنابراین است؛ M ∈ (A⊗̂A)∗∗ ستاره

a ·M −M · a = w∗ − lim
α
a ·mα −mα · a

= w∗ − lim
α
a ·Ψ(Nα)−Ψ(Nα) · a

= w∗ − lim
α

Ψ(a ·Nα −Nα · a) = ٠,

همچنین و
π∗∗A (M) · a = w∗ − lim

α
π∗∗A (Ψ(Nα)) · a = w∗ − lim

α
πA∗∗(Nα) · a = a.

است. میانگین پذیر A [٣. ١ قضیه ،٩] قضیه طبق و است A براي مجازي قطر یک M ∈ (A⊗̂A)∗∗ پس

است. میانگین پذیر G آنگاه باشد، -دوتصویر L١(G)∗∗ ،L١(G) اگر باشد. موضعی فشرده گروه یک G کنیم فرض .٣. ٣۵ نتیجه

-دوتصویر L١(G)∗∗ ،L١(G) اگر که می شود نتیجه ٣. ٢۵ قضیه از است. کران دار تقریبی یکۀ داراي همواره L١(G) که می دانیم اثبات.
است. میانگین پذیر G که می شود نتیجه جانسون قضیه طبق و است میانگین پذیر L١(G) آنگاه باشد،

می کنیم. چشم پوشی آن اثبات از ما که کرد ثابت را زیر قضیۀ می توان قضیه استدلال تکنیک مشابه

است. شبه میانگین پذیر A آنگاه باشد، -دوتصویر A∗∗ ،A اگر باشد. تقریبی یکۀ با باناخ جبر یک A کنیم فرض .۴ .٣۵ قضیه



١٣۴ ١۴٠٢ ،١ شماره ،١ دوره کاربردها، و اندازه جبرهاي

.∥f∥١ =
∑
s∈S

|f(s)| <∞ به طوري که باشد f : S → C مقدار مختلط توابع تمام مجموعۀ ℓ١(S) و باشد نیم گروه Sیک کنیم فرض

می شود تعریف زیر به صورت g و f پیچشی ضرب f, g ∈ ℓ١(S) هر براي

(f ∗ g)(r) =
∑
st=r

f(s)g(t) (r ∈ S),

(ℓ١(S), ∗, ∥ · ∥١) صورت این در .∑st=r f(s)g(t) = ٠ آن گاه st = r که نشود یافت t و s مانند عضوي هیچ که حالتی در و
٣. ٢۵ قضیه در (کران دار) تقریبی یکۀ وجود شرط که می کنیم مشاهده زیر مثال در می نامیم. S نیم گروهی جبر را آن که است باناخ جبر یک

است. ضروري ۴ .٣۵ قضیه و

باشیم داشته s, t ∈ S هر براي یعنی باشد؛ عضو دو حداقل با چپ صفر نیم گروه S کنیم فرض .۵ .٣۵ مثال

st = s.

باشد. S به وابسته نیم گروهی جبر ℓ١(S) کنید فرض
دهید قرار

φS(
∑
i∈S

f(s)δs) =
∑
s∈S

f(s).

f, g ∈ ℓ١(S) هر براي که می شود دیده به راحتی می  نامیم. افزایشی مشخصه را آن که است ℓ١(S) روي مشخصه یک φS به وضوح

f ∗ g = φS(g)f.

نگاشت .φS(f٠) = ١ که بگیریم نظر در ℓ١(S) در عضوي را f٠ حال

ρ : ℓ١(S) → ℓ١(S)∗∗⊗̂ℓ١(S)∗∗

f ∈ ℓ١(S) هر براي که است مدولی دو -ℓ١(S) پیوسته همریختی یک ρ صورت این در می کنیم. تعریف ρ(f) = f ⊗ f٠ به صورت را
می کند: صدق زیر رابطۀ در

πℓ١(S)∗∗ ◦ ρ(f) = πℓ١(S)∗∗(f ⊗ f٠) = f ∗ f٠ = φ(f٠)f = f.

داراي زیرا نیست؛ (شبه میانگین پذیر) میانگین پذیر ℓ١(S) که است حالی در این است. -دوتصویر ℓ١(S)∗∗ ،ℓ١(S) که می دهد نتیجه این
نیست. تقریبی یکۀ

است. چگال A در A٢ آنگاه باشد، -دوتصویر A∗∗ ،A اگر باشد. باناخ جبر یک A کنیم فرض .۶ .٣۵ لم

به طوري که است موجود ρ : A→ A∗∗⊗̂A∗∗ -دومدولی A پیوسته همریختی بنابراین است؛ -دوتصویر A∗∗ جبر یک A چون اثبات.
نگاشت [٧. ١ لم ،٣] قضیه طبق حال .πA∗∗ ◦ ρ(a) = κA(a) ،a ∈ A هر به ازاي

Ψ : A∗∗⊗̂A∗∗ → (A⊗̂A)∗∗

می کند: صدق زیر شرایط در n ∈ A∗∗⊗̂A∗∗ و a, b ∈ A هر براي به طوري که است موجود
Ψ(κA(a)⊗ κA(b)) = κA⊗̂A(a⊗ b) الف)

Ψ(n) · a = Ψ(n · a) ب)
a ·Ψ(n) = Ψ(a · n) پ)

.π∗∗A (Ψ(n)) = πA∗∗(n) ت)
که است پیوسته -دومدولی A همریختی یک η صورت این در .η = Ψ ◦ ρ : A→ (A⊗̂A)∗∗ می کنیم تعریف

π∗∗A ◦ η(a) = π∗∗A ◦Ψρ(a) = πA∗∗ ◦ ρ(a) = κA(a).
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داریم f ∈ A∗ هر براي و است پیوسته -دومدولی A همریختی یک θ نگاشت .θ + η∗|(A⊗̂A)∗ می دهیم قرار

⟨θ(π∗A(f)), a⟩ = ⟨η∗|(A⊗̂A)∗(π
∗
A(f)), a⟩

= ⟨η(a), π∗A(f)⟩

= ⟨π∗∗A ◦ η(a), f⟩

= ⟨f, a⟩.

تابعک که گرفت نتیجه می توان هان-باناخ قضیه از نباشد. چگال A در A٢ کنیم فرض خلف برهان به حال .θ ◦ π∗A = idA∗ نتیجه در
نگاشت .f(a٠) = ١ که می گیریم نظر در چنان را a٠ ∈ A∗∗ عنصر .f |A٢ = ٠ به طوري که دارد وجود f ∈ A∗ ناصفر خطی

ضابطۀ با را f̃ : A⊗̂A→ C
f̃(a⊗ b) = f(a)f(b)

،a ∈ A هر براي پس f |A٢ = ٠ چون آنگاه ،g = θ(f̃) دهیم قرار اگر است. A⊗̂A بر کران دار خطی تابعک یک f̃ بگیرید. نظر در
بنابراین .g · a٠ = f نتیجه در و f̃ · a٠ = π∗(f) می دانیم طرفی از .g|A٢ = ٠ لذا و a · g = ٠ لذا .a · f̃ = ٠

٠ = g(a٢٠) = g · a٠(a٠) = f(a٠) = ١

می رسیم. تناقض به و

معمولی ضرب و اسکالر ضرب و جمع با A صورت این در .A =


 ٠ α β

٠ ٠ ٠
٠ ٠ ٠

 : α, β,∈ C

 کنیم فرض .٣. ٧۵ مثال

است باناخ جبر یک زیر نرم و ∥∥∥∥∥∥∥ماتریسی
 ٠ α β

٠ ٠ ٠
٠ ٠ ٠


∥∥∥∥∥∥∥ = |α|+ |β|.

نیست. دوتصویر -A∗∗ ،A جبر که می شود نتیجه A٢ = {٠} ̸= A ازآنجاکه

یک به عنوان می گیریم. نظر در A روي ناصفر ضربی خطی تابعک هاي تمام مجموعۀ را ∆(A) باشد. باناخ جبر یک A کنیم فرض
نمایش φ̃ با را آن که است موجود A∗∗ به φ از یکتایی توسیع آنگاه ،φ ∈ ∆(A) و باشد باناخ جبر یک A اگر که می شویم متذکر نکته

می دهیم قرار F ∈ A∗∗ هر براي واقع در می دهیم.
φ̃(F ) = F (φ).

M -جبر W ∗ یک دوگان پیش که است باناخ جبر یک -جبر F یک واقع در .[١٢] کرد معرفی را -جبرها F کلاس ١٩٨٨ سال در لائو
به و تعریف را -جبرها F چپ میانگین پذیري لائو بار اولین براي باشد. A روي ضربی خطی تابعک یک M همانی عنصر به طوري که باشد
بسیاري نتایج و کرد تعریف -جبرها F براي را داخلی میانگین پذیري مفهوم [١۴] ٢٠٠١ سال در نصراصفهانی پرداخت. آن خواص مطالعۀ
سال در جباري است. داخلی میانگین پذیر همواره L١(G) گروهی جبر که بود این نتایج این از یکی آورد. دست به مختلف جبرهاي مورد در

کرد. معرفی باناخ جبرهاي براي را داخلی -میانگین پذیر φ مفهوم [٧] در ٢٠١١

در (aα) کران دار تور هرگاه گوییم داخلی -میانگین پذیر φ را A جبر .φ ∈ ∆(A) و باشد باناخ جبر یک A کنیم فرض .٣. ٨۵ تعریف
a ∈ A هر براي به طوري که باشد موجود A

aaα − aαa→ ٠, φ(aα) → ١.

موجود A در (mα) تور هرگاه است چپ -میانگین پذیر φ ،A گوییم .φ ∈ ∆(A) و باشد باناخ جبر یک A کنیم فرض .٣. ٩۵ تعریف
a ∈ A هر براي به طوري که باشد

amα − φ(a)mα → ٠, φ(mα) → ١.
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-φ ،A آنگاه باشد، -دوتصویر A∗∗ و داخلی میانگین پذیر -φ ،A اگر .φ ∈ ∆(A) و باشد باناخ جبر یک A کنیم فرض .٣. ١٠۵ قضیه
است. چپ میانگین پذیر

a ∈ A هر براي به طوري که دارد وجود A در (aα) کران دار تور پس است داخلی -میانگین پذیر φ ،A چون فرض طبق اثبات.

aaα − aαa→ ٠, φ(aα) → ١.

به طوري که است موجود ρ : A → A∗∗⊗̂A∗∗ -دومدولی A پیوسته همریختی پس است -دوتصویر A∗∗ جبر یک A چون طرفی از
a ∈ A هر به ازاي

πA∗∗ ◦ ρ(a) = κA(a).

a ∈ A هر براي که است A∗∗⊗̂A∗∗ در کران دار تور یک (θα) صورت این در .θα = ρ(aα) می دهیم قرار

a · θα − θα · a→ ٠, φ̃ ◦ πA∗∗(θα) → ١.

می گیریم: نظر در زیر ضابطۀ با را T : A∗∗⊗̂A∗∗ → A∗∗ نگاشت حال

T (a⊗ b) = φ̃(b)a, (a, b ∈ A∗∗).

می کند: صدق زیر شرایط در x ∈ A∗∗⊗̂A∗∗ و a ∈ A∗∗ هر براي که است کران دار خطی عملگر یک T که است واضح
T (a · a) = aT (x) الف)

T (x · a) = φ̃(a)T (x) ب)
.φ̃ ◦ T (x) = φ̃ ◦ πA∗∗(x) پ)

که است A∗∗ در کران دار تور یک (nα) صورت این در .nα = T (θα) می دهیم قرار

anα − φ̃(a)nα = aT (θα)− φ̃(a)T (θα)

= T (a · θα)− T (θα · a)

= T (a · θα − θα · a) → ٠,

همچنین و

φ̃(nα) = φ̃ ◦ T (θα) = φ̃ ◦ πA∗∗(θα)

= φ̃ ◦ πA∗∗ ◦ ρ(aα) = φ̃(aα)

= φ(aα) → ١.

می کنیم تعریف باشد. A از متناهی زیرمجموعه اي F = {a١, a٢, · · · , ar} و ε > ٠ کنید فرض حال

Γ = {(a١n− φ(a١)n, a٢n− φ(a٢)n, · · · , arn− φ(ar)n, φ̃(n)− ١) : n ∈ A, ∥n∥ ≤ K}

⊆ (

r∏
i=١

A∗∗)
⊕
١

C

ازآنجاکه .Γ = Γ
wk مازور لم طبق بنابراین و است ناتهی و محدب مجموعۀ یک Γ صورت این در .K = supα ∥ρ(aα)∥ اینجا در که

که دید می توان به راحتی است چگال ستاره ضعیف A∗∗ در A

(٠, ٠, · · · , ٠) ∈ Γ
wk

= Γ.

که دارد وجود A در (n(F,ε)) کران دار تور لذا

∥an(F,ε) − φ(a)n(F,ε)∥ < ε, |φ̃(n(F,ε))− ١| < ε.
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جزئی ترتیب رابطۀ با I کردن مجهز و است) متناهی زیرمجموعۀ نماد ⊆f که ) I = {(F, ε) : F ⊆f A, ε > ٠} گرفتن نظر در با
زیر

(F, ε) ≤ (F ′, ε′) ⇐⇒ F ⊆ F ′, ε ≥ ε′

که است A در کران دار تور یک (nF,ε)(F,ε)∈I که می گیریم نتیجه

an(F,ε) − φ(a)n(F,ε) → ٠, φ(n(F,ε)) → ١,

است. چپ -میانگین پذیر φ ،A که می دهد نتیجه این و

نرم با C٠])١, ١]) صورت این در باشد. [٠, ١] بر پیوسته مشتق با مشتق پذیر توابع تمام مجموعۀ C٠])١, ١]) کنید فرض .٣. ١١۵ مثال
می دهد جابه جایی باناخ جبر یک تشکیل توابع نقطه اي ضرب و زیر

∥f∥ = ∥f∥∞ + ∥f ′∥∞.

می دانیم که همان طور
∆(C٠])١, ١])) = {ϕt : t ∈ [٠, ١]}

طبق چون است. داخلی -میانگین پذیر ϕt ،t ∈ [٠, ١] هر براي بنابراین است؛ یکدار C٠])١, ١]) ازآنجاکه .ϕt(f) = f(t) آن در که
نیست. -دوتصویر C٠])١, ١])∗∗ ،C٠])١, ١]) ٣. ١٠۵ قضیه طبق بنابراین نیست؛ چپ -میانگین پذیر ϕt ،C٠])١, ١]) [٢ .۵ مثال ،١٠]

-دوتصویر (M(G)⊗̂L١(G))∗∗ جبر یک M(G)⊗̂L١(G) صورت این در باشد. فشرده گروه یک G کنیم فرض .٣. ١٢۵ قضیه
باشد. متناهی G اگر فقط و اگر است

است. کران دار تقریبی یکۀ بنابراین(G)M(G)⊗̂L١داراي است کران دار تقریبی یکۀ (G)L١داراي و یکدار جبر M(G)یک چون اثبات.
ψ ∈ ∆(M(G)) هر و φ ∈ ∆(L١(G)) هر براي نتیجه در است. (G)M(G)⊗̂L١میانگین پذیر که می گیریم نتیجه ۴ .٣۵ قضیه از
- ψ ،M(G) جبر ψ ∈ M(G) هر براي [٣. ٣ قضیه ،١٠] طبق حال است. چپ -میانگین پذیر φ ⊗ ψ ،M(G)⊗̂L١(G) جبر
پس است. گسسته G [٢ .۵ نتیجه ،١٣] طبق لذا است؛ میانگین پذیر مشخصه نتیجه در است یکدار M(G) چون و است چپ میانگین پذیر
نتیجه در و است دوتصویري M(G)⊗̂L١(G) ∼= ℓ١(G × G) آنگاه باشد، متناهی G اگر قضیه، عکس اثبات براي است. متناهی G

است. -دوتصویر (M(G)⊗̂L١(G))∗∗

می دهیم قرار .α > ٠ و باشد فشرده متریک فضاي یک (X, d) کنیم فرض

Lipα(X) = {f : X → C : pα(f) <∞},

آن در که
pα(f) = sup{

∣∣∣∣f(x)− f(y)

d(x, y)α

∣∣∣∣ : x, y ∈ X,x ̸= y}.

α مرتبه از لیپشیتزي جبر را آن و می دهد جابه جایی باناخ جبر یک تشکیل زیر نرم و توابع نقطه اي ضرب با Lipα(X) صورت این در
می نامیم

∥f∥ = ∥f∥∞ + pα(f),

گرفت. قرار توجه مورد [١۵] در شربرت توسط بار اولین براي باناخ جبرهاي از خانواده این .∥f∥∞ = sup{|f(x)| : x ∈ X} که
یک Lipα(X) که کردند ثابت [١١] در پیم و لائو کانیوث، است. شده بررسی [۴] در گوردئو توسط لیپشیتزي جبرهاي میانگین پذیري
جبرهاي میانگین پذیري مشخصه [١] در نیز همکاران و دشتی باشد. X تنهاي نقطۀ یک x اگر فقط و اگر است -میانگین پذیر ϕx جبر

کردند. مطالعه را لیپشیتزي

اگر است -دوتصویر Lipα(X)∗∗ جبر یک Lipα(X) .٠ < α < ١ و باشد فشرده متریک فضاي یک X کنیم فرض .٣. ١٣۵ قضیه
باشد. متناهی X اگر فقط و
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٣. ٢۵ قضیه طبق بنابراین است؛ یکدار جبر یک Lipα(X) چون باشد. -دوتصویر Lipα(X)∗∗ ،Lipα(X) کنیم فرض اثبات.
است. متناهی X که گرفت نتیجه می توان [٨. ٣ قضیه ،۶] از پس نکتۀ طبق حال است. میانگین پذیر مشخصه نتیجه در و است میانگین پذیر

است. برقرار به وضوح قضیه عکس

مجموعۀ صورت این در باشد. باناخ جبر یک A کنید فرض

T =

{[
a b

٠ c

]
: a, b, c ∈ A

}

می نامیم مثلثی باناخ جبر را آن که می دهد باناخ جبر یک تشکیل زیر نرم و ماتریسی ضرب و جمع با ∥∥∥∥∥همراه
[
a b

٠ c

]∥∥∥∥∥ = ∥a∥+ ∥b∥+ ∥c∥.

را جبرها این -دوتصویري T ∗∗ زیر قضیۀ در کردند. بررسی را جبرها این بودن آرنز منظم و ضعیف میانگین پذیري [٢] در مارکو و فارست
می کنیم. بررسی

T ∗∗ ،T مثلثی جبر آنگاه باشد، داخلی -میانگین پذیر φ ،A اگر .φ ∈ ∆(A) و باشد باناخ جبر یک A کنیم فرض .١۴ .٣۵ قضیه
نیست. -دوتصویر

A در (aα) کران دار تور پس است داخلی -میانگین پذیر φ ،A چون باشد. -دوتصویر T ∗∗ جبر یک T کنیم فرض خلف برهان به اثبات.
a ∈ A براي به طوري که دارد وجود

aaα − aαa→ ٠ φ(aα) → ١.

که است T در کران دار تور یک (tα) صورت این در .tα =

[
aα ٠
٠ aα

]
می دهیم قرار

ttα − tαt→ ٠ ψ(tα) → ١,

می شود: تعریف زیر ضابطۀ با ψ ∈ ∆(T ) اینجا در که

ψ

([
a b

٠ c

])
= φ(c).

می دهیم قرار است. چپ -میانگین پذیر ψ جبر یک T که می گیریم نتیجه ٣. ٢۵ قضیه از و است داخلی -میانگین پذیر ψ جبر یک T پس

I =

{[
٠ b

٠ c

]
: b, c ∈ A

}
.

ψ|I نیز I [١. ٣ لم ،١٠] طبق لذا است؛ چپ -میانگین پذیر ψ ،T چون حال .ψ|I ̸= ٠ که است T در بسته ایده آل یک I به وضوح

به طوري که دارد وجود I در iα =

[
٠ bα

٠ cα

]
کران دار تور یعنی است. چپ -میانگین پذیر

iiα − ψ(i)iα → ٠, ψ(iα) → ١.

داشت: خواهیم فوق معادلۀ در آن دادن قرار با می گیریم. نظر در I در را i =
[
٠ b

٠ c

]
دلخواه عنصر

[
٠ b

٠ c

][
٠ bα

٠ cα

]
− ψ

([
٠ b

٠ c

])[
٠ bα

٠ cα

]
→ ٠
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همچنین و

ψ

([
a bα

٠ cα

])
= φ(cα) → ١.

و φ(b٠) = ١ به طوري که b٠ ∈ A کنید فرض حال .bcα − φ(c)bα → ٠ ،A در b, cα براي که می شود نتیجه فوق معادلۀ از
داشت خواهیم فوق معادلۀ طرفین بر φ اعمال با .b٠cα − φ(c٠)bα → ٠ نتیجه در .c٠ ∈ kerφ

φ(b٠)φ(cα)− φ(c٠)φ(bα) = φ(cα) → ٠,

نیست. -دوتصویر T ∗∗ ،T جبر بنابراین می رسیم؛ تناقض به و
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