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Extended Abstract

Introduction

For every discrete semigroup S, the set βS of all ultrafilters on S is naturally a compact right-topological
semigroup. Grainger characterized the minimal ideal of Stone-Čech compactification of the finite subsets
of an infinite set.

We denote the set of finite ordinals by ω and the set of natural (counting) numbers by N. Let X be a
non-compact Hausdorff topological space, and let I = Pc(X), i.e., I is the collection of all non-empty
compact subsets ofX . We denote by Pf (X) the collection of all non-empty finite subsets ofX . Clearly,
Pf (X) ⊆ Pc(X) = I. We are now ready to state some definitions and theorems from [2, 3].

Let a ∈ X , we denote ȧ = {i ∈ I : a ∈ i} and B† =
∩

a∈B ȧ. For A ⊆ X , define

GA = {B† : B ∈ Pc(A)} ∪ {I −B† : B ∈ Pc(X −A)}

and
Gf
A = {B† : B ∈ Pf (A)} ∪ {I −B† : B ∈ Pf (X −A)}.

It is obvious that A† = {B ∈ I : A ⊆ B}. Let X be a Hausdorff topological space, then for A ⊆ X ,
clX(A) is compact if and only if A† ̸= ∅. Also A† ∩ B† = (A ∪ B)†, {a}† = ȧ and Gf

A ⊆ GA.
Define H = {I − [X]A : A ∈ I}, where [X]A = {B ⊆ X : B is homeomorphic with A}. We denote
Hf = {I − [X]A : A is finite}. It is obviousHf ⊆ H.

As an important example, letX = {0}∪{ 1
n : n ∈ N}∪N be a subset of R with natural topology and

A = {0} ∪ { 1
n : n ∈ N}. Then I − [X]A = Pf (X − {0}) and so GA ∪ H does not have the finite

intersection property.

Proposition 0.1. Let A ⊆ X , F ⊆ A and G ⊆ X − A be non-empty compact subsets of X . Then
there exists a compact subset K of X such that F ⊆ K, K ∩ G = ∅ and K /∈

∪n
i=1[X]Ci for each

C1, ..., Cn ∈ I if and only if GA ∪H has the finite intersection property. In particular, GA, Gf
A, G

f
A ∪Hf

and GA ∪Hf have the finite intersection property.

Note that ifB is a finite subset ofA, and |B| < |A|, then there exists C ∈ Pc(A) such that |B|+1 ≤
|C| and

∩
a∈C ȧ∩ [X]B = ∅. Therefore, if A is non-compact, then GA ∪{[X]C} does not have the finite

intersection property for any C ∈ Pf (A). By Proposition 2.4 in [2] we have:
i) Let A,B ∈ Pf (X) such that |A| ≤ |B|. Then Gf

A ∪ {[X]B} has the finite intersection property.
ii) Let A,B ∈ I. If A† ∩ [X]B ∩ (I − C†) ̸= ∅ for each C ∈ Pc(X − A), then GA ∪ {[X]B} has the
finite intersection property.

Now, let A ⊆ X and B ∈ I. We say that B has the finite intersection property respect to A if
GA ∪ {[X]B} has the finite intersection property, then we write [A,B] ̸= ∅. If A ⊆ X is non-compact
and B ⊆ A, then {Pc(A)} ∪ GB ∪H has the finite intersection property (see Proposition 3.1 in [3]). Let
X be a topological space and I = Pc(X). Let IC = {a ∈ I : a ∩ C ̸= ∅} for C ⊆ X . Define the
collection

WX = {IC : C ⊆ X is non-compact}.

Observe that each element ofWX is an ideal of (I,∪) and IC = I −Pc(X −C). For any A ⊆ X , then
WX∪GA∪H has the finite intersection property, also ifC is non compact, then {I−Pc(X−C)}∪GA∪H
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has the finite intersection property [Corollary 3.6 in [3]]. Let X be a topological space and I = Pc(X).
ForA,B ∈ P(I), defineA ⊆ess B if and only if for every A ∈ A, there exists a family U ⊆ B such that∩
U ⊆ A (we say that A is essentially contained in B). Also, define A =ess B if and only if A ⊆ess B

and B ⊆ess A. It is obvious that if A ⊆ess B and B has the finite intersection property, then A has the
finite intersection property and A =ess B implies that A has the finite intersection property if and only
if B has the finite intersection property. Also, if A ⊆ess B and C ⊆ P(I), then A ∪ B =ess B and
A ∪ C ⊆ess B ∪ C. Let X be a topological space and I = Pc(X). For A ⊆ X , define

XA = WX ∪ V ∪ {B† : B ∈ Pc(A)},

where B† =
∩

a∈B ȧ = {k ∈ I : B ⊆ k} for B ∈ I and V = {VA : A ∈ I} for

VA =
∩

B∈Pc(A)

I − [X]B = I −
∪

B∈Pc(A)

[X]B.

It is obvious that WX ∪ {B† : B ∈ Pc(A)} is a collection of ideals of (I,∪). Let A be homeomorphic
with X . Then

∪
B∈Pc(A)[X]B = Pc(X) = I and so VA = ∅. Hence XA is not a collection of ideals of

(I,∪). But if A is a discrete subset of X , then VA is a collection of ideals of (I,∪). If A ⊆ X , then
XA ∪ GA has the finite intersection property. In particular, XA has the finite intersection property. If A
and B are subsets of X such that A ⊆ B, then XA ∪ GB has the finite intersection property.

Theorem 0.2 (Koppelberg). LetX be a non-compact Hausdorff topological space and I = Pc(X). For
semigroup (βI,⊎), K(βI) = βX(I), where βX(I) = {p ∈ βI : GX ⊆ p} and βf

X(I) = {p ∈ βI :

Gf
X ⊆ p}.

Conclusion

In this paper, we introduced and analyzed the families GA, H, and XA of compact‐subset ideals in a
non‐compact Hausdorff space X , establishing necessary and sufficient conditions for their finite inter-
section property and demonstrating essential containment relations among them. These results provide a
unified framework for understanding the ideal structure of compact‐subset spaces and Stone-Čech com-
pactification of the compact subsets of the non-compact topological space.
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کاربردها و اندازه جبرهاي
١۵١- ١۶١ ص ،٢ شماره ،٢ دوره ،١۴٠٣ سال

توپولوژیک فضاي از فشرده زیرمجموعه هاي از خانواده اي روي ابرفیلترها
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چکیده مقاله اطلاعات

و هاسدورف توپولوژیکی فضاي یک X کنید فرض
فشرده زیرمجموعه هاي تمام مجموعه نمایانگر I = Pc(X)

بر ابرفیلترها تمام مجموعه βI کنید فرض باشد. X ناتهـی و
آن استون-چخ فشرده سازي (βI,⊎) و باشد I مجموعه روي
کوپلبرگ، اس. و گرینجر دي. ايِ. باشد. (I,∪) نیم گروه از
است گسسته فضاي یک X که حالتی در را (βI,⊎) نیم گروه
مقاله، این در آوردند. دست به آن درباره نتایجی و کرده بررسی
توپولوژیکی فضاي یک X که حالتی در (βI,⊎) مطالعه به ما
دست به را [۶] و [٣] ،[٢] از نتایج برخی و می پردازیم است

می آوریم.
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١۵۵ توپولوژیک فضاي از فشرده زیرمجموعه هاي از خانواده اي روي ابرفیلترها

مقدمه ١

نشان βS با را آن که می دهد فشرده راست توپولوژیک نیم گروه یک تشکیل S روي ابرفیلترها تمام مجموعه ،S گسسته نیم گروه هر براي
می دهیم.

غیرفشرده هاسدورف توپولوژیکی فضاي یک X کنید فرض می دهیم. نشان N با را طبیعی اعداد مجموعه و ω با را حسابی اعداد مجموعه
I = Pc(X) با ترتیب به را X از ناتهی متناهی زیرمجموعه هاي تمام و ناتهی فشرده زیرمجموعه هاي تمام مجموعه صورت این در باشد.

می پردازیم. [٣] و [٢] از قضایایی و تعاریف بیان به حال .Pf (X) ⊆ Pc(X) = I که است بدیهی می دهیم. نمایش Pf (X) و

می کنیم: تعریف ،A ⊆ X براي .B† =
∩

a∈B ȧ و ȧ = {i ∈ I : a ∈ i} صورت این در .a ∈ X کنید فرض .١. ١ تعریف

GA = {B† : B ∈ Pc(A)} ∪ {I −B† : B ∈ Pc(X −A)}

و
Gf
A = {B† : B ∈ Pf (A)} ∪ {I −B† : B ∈ Pf (X −A)}.

زیرمجموعه هر براي آنگاه باشد، هاسدورف توپولوژیک فضاي یک X کنید فرض .A† = {B ∈ I : A ⊆ B} که است بدیهی
که است بدیهی .{a}† = ȧ و A† ∩ B† = (A ∪ B)† همچنین .A† ̸= ∅ اگر تنها و اگر است فشرده clX(A) ،X از A مانند

.Gf
A ⊆ GA

.[X]A = {B ⊆ X : است همئومورفیک B با A} آن در که H = {I − [X]A : A ∈ I} می کنیم تعریف .١. ٢ تعریف
می دهیم قرار همچنین

Hf = {I − [X]A : Aاست متناهی }.

.Hf ⊆ H که می شود دیده به راحتی

.A = {٠}∪{ ١
n : n ∈ N} و باشد طبیعی توپولوژي Rبا از Xزیرمجموعه اي = {٠}∪{ ١

n : n ∈ N}∪N کنید فرض مثال١. ٣.
آنگاه

I − [X]A = Pf (X − {٠})

ندارد. متناهی مقطع خاصیت GA ∪H درنتیجه

K فشرده  زیرمجموعه آنگاه باشند. X از ناتهی فشرده مجموعه هاي G ⊆ X −A و F ⊆ A ،A ⊆ X براي کنید فرض .۴ .١ گزاره
اگر تنها و اگر K /∈

∪n
i=١[X]Ci باشیم داشته C١, C٢, · · · , Cn ∈ I هر به ازاي و K ∩G = ∅ که است موجود قسمی به X از

متناهی مقطع خاصیت داراي GA ∪ Hf و Gf
A ∪ Hf ،Gf

A ،GA مجموعه هاي به ویژه، باشد. متناهی مقطع خاصیت داراي GA ∪ H
باشند.

{A١, ..., An} ⊆ I کنید فرض .F∪G ̸= ∅ که باشند متناهی Gمجموعه هاي ⊆ Pc(X−A) Fو ⊂ Pc(A) کنید فرض اثبات.
،∪F ⊆ K که است موجود قسمی به X از K فشرده زیرمجموعه .١ ≤ i ̸= j ≤ n که [X]Ai ∩ [X]Aj = ∅ که قسمی به

درنتیجه .K /∈
∪n

i=١[X]Ai و K ∩ (∪G) = ∅

K ∈

( ∩
D∈F

D†

)
∩

( ∩
C∈G

I − C†

)
∩

(
n∩

i=١
I − [X]Ai

)
.

|B|+١ ≤ |C| که است موجود قسمی Cبه ∈ Pc(A) آنگاه ،|B| < |A| و Aباشد از متناهی Bزیرمجموعه اي اگر که کنید توجه
متناهی مقطع خاصیت داراي GA ∪ {[X]C} ،CPf (A) هر به ازاي آنگاه نباشد، فشرده A اگر بنابراین، .∩a∈C ȧ ∩ [X]B = ∅ و

نیست.

باشد. هاسدورف توپولوژیک فضاي یک X کنید فرض .۵ .١ گزاره
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است. متناهی مقطع خاصیت داراي Gf
A ∪ {[X]B} آنگاه .|A| ≤ |B| به طوري که A,B ∈ Pf (X) کنید فرض (الف)

GA∪{[X]B} آنگاه ،A†∩[X]B∩(I−C†) ̸= ∅ باشیم داشته C ∈ Pc(X−A) هر براي اگر .A,B ∈ I کنید فرض (ب)
است. متناهی مقطع خاصیت داراي

است. بدیهی نیز (ب) اثبات کنید. رجوع [٢] در ۴ .٢ گزاره به (الف) اثبات روند مشاهده براي اثبات.

آنگاه .B = [٠, ١] و A = {٢} کنید فرض باشد. نسبی توپولوژي با مجموعه اي X = [٠, ١] ∪ {٢} ⊂ R کنید فرض .۶ .١ مثال
.٢̇ ∩ [X]B = ∅ که است بدیهی .[X]B = {[a, b] : [a, b] ⊆ [٠, ١]} و ٢̇ = {C ∈ I : ٢ ∈ C}

می نویسیم و است A به نسبت متناهی مقطع خاصیت داراي B آنگاه ،GA∪{[X]B} اگر .B ∈ I و A ⊆ X کنید فرض .١. ٧ تعریف
.[A,B] ̸= ∅

خاصیت داراي {Pc(A)}∪GB ∪H آنگاه .B ⊆ A و باشد X هاسدورف فضاي از غیرفشرده زیرمجموعه اي A کنید فرض .١. ٨ گزاره
است. متناهی مقطع

کنید. رجوع [٣] در ٣. ١ گزاره به اثبات.

.IC = {a ∈ I : a∩C ̸= ∅} ،C ⊆ X براي کنید فرض .I = Pc(X) و باشد توپولوژیک فضاي یک X کنید فرض تعریف١. ٩.
صورت این در

WX = {IC : C ⊆ Xنباشد فشرده }.

داریم: همچنین و است (I,∪) نیم گروه از ایده آل یک WX از عنصر هر که کنید توجه

IC = I − Pc(X − C).

باشد. هاسدورف توپولوژیک فضاي یک X کنید فرض .١. ١٠ گزاره

است. متناهی مقطع خاصیت داراي WX ∪ GA ∪H صورت این در .A ⊆ X کنید فرض الف)

متناهی مقطع خاصیت داراي {I −Pc(X −C)} ∪ GA ∪H آنگاه نباشد، فشرده C اگر .C ⊆ X و A ⊆ X کنید فرض ب)
است.

k ∈ N براي و باشند ناتهی متناهی زیرمجموعه هاي G ⊆ Pc(X − A) و F ⊆ Pc(A) ،E ⊆ WX کنید فرض (الف) اثبات.
براي .EE = {C ⊆ X : IC ∈ E} کنید فرض .E ̸= ∅ کنید فرض کلیت از کاستن بدون .{A١, ..., Ak} ⊂ I باشیم داشته
.QE =

[∪
C∈EE

C
]
∩ [X −

∪
G] می کنیم تعریف .bC /∈

∪
G که می گیریم نظر در قسمی به را bC ∈ C ،C ∈ EE هر

موجود قسمی به i ∈ I ،(∪F ) ∪ QE ⊆ X − G ازآنجایی که .{bC}C∈EE ⊂ QE و است نامتناهی QE که می شود مشاهده
بنابراین .i /∈ [X]Aj و ،{bC}C∈EE ∪ (

∪
F ) ⊆ i ،i ⊆ (

∪
F ) ∪QE ،i /∈ [X]Aj ،j = ١, ..., k هر براي که است

i ∈

 ∩
C∈EE

IC

 ∩

[∩
a∈F

ȧ

]
∩

[∩
a∈G

I − ȧ

]
∩

 k∩
j=١

I − [X]Aj

 .

کنید. رجوع [٣] در ۶ .٣ نتیجه ي به (ب)

B در اساسی به طور A می گوییم ،A,B ⊆ P(I) براي . I = Pc(X) و باشد توپولوژیک فضاي یک X کنید فرض .١. ١١ تعریف
همچنین .∩U ⊆ A که باشد موجود قسمی به U ⊆ B خانواده اي ،A ∈ A هر براي اگر تنها و اگر A ⊆ess B می نویسیم و دارد جاي

.B ⊆ess A و A ⊆ess B اگر تنها و اگر A =ess B



١۵٧ توپولوژیک فضاي از فشرده زیرمجموعه هاي از خانواده اي روي ابرفیلترها

،A =ess B و است متناهی مقطع خاصیت داراي نیز A آنگاه باشد، متناهی مقطع خاصیت داراي B و A ⊆ess B اگر که است بدیهی
و A ⊆ess B اگر همچنین، باشد. متناهی مقطع خاصیت داراي B اگر تنها و اگر است متناهی مقطع خاصیت داراي A می کند ایجاب

آنگاه ،C ⊆ P(I)
A ∪ B =ess B, و A ∪ C ⊆ess B ∪ C.

می کنیم تعریف ،A ⊆ X براي . I = Pc(X) و باشد توپولوژیک فضاي یک X کنید فرض .١. ١٢ تعریف

XA = WX ∪ V ∪ {B† : B ∈ Pc(A)},

،VA =
∩

B∈Pc(A) I− [X]B = I−
∪

B∈Pc(A)[X]B براي و B† =
∩

a∈B ȧ = {k ∈ I : B ⊆ k} ،B ∈ I براي که
.V = {VA : A ∈ I}

باشد. هم ریخت X با A کنید فرض است. (I,∪) ایده آل هاي از مجموعه یک WX ∪ {B† : B ∈ Pc(A)} که است بدیهی
A اگر اما نیست. (I,∪) ایده آل هاي از مجموعه اي XA درنتیجه، .VA = ∅ و ∪B∈Pc(A)[X]B = Pc(X) = I صورت، این در

بود. خواهد (I,∪) ایده آل هاي از مجموعه یک VA آنگاه باشد، X از گسسته زیرمجموعه اي

باشد. توپولوژیک فضاي یک X کنید فرض .١. ١٣ گزاره
است. متناهی مقطع خاصیت داراي XA به ویژه، است. متناهی مقطع خاصیت داراي XA ∪ GA آنگاه ،A ⊆ X اگر الف)

است. متناهی مقطع خاصیت داراي XA ∪ GB آنگاه ،A ⊆ B که قسمی به باشند X از زیرمجموعه هایی B و A اگر ب)

βI از افراز یک ٢

.βf
A(I) = {p ∈ βI : Gf

A ⊆ p} و βA(I) = {p ∈ βI : GA ⊆ p} ،A ⊆ X براي کنید فرض .٢. ١ تعریف
.βA(I) ⊆ βf

A(I) که است بدیهی

باشد. توپولوژیک فضاي یک X کنید فرض .٢. ٢ گزاره
است. βI از افراز یک {βf

A(I) : A ⊆ X} مجموعه الف)

است. βI از افراز یک {βA(I) : A ⊆ X} مجموعه ب)

A زیرمجموعه هاي براي کنید فرض .p ∈ βf
A(I) صورت این در .A = {a ∈ X : ȧ ∈ p} ،p ∈ βI براي کنید فرض (الف) اثبات.

لذا .I − ȧ٠ ∈ p داریم ،p ∈ βf
B(I) هر براي و ȧ٠ ∈ p ،p ∈ βf

A(I) هر براي بنابراین .a٠ ∈ A−B ،A ̸= B که X از B و
.βf
A(I) ∩ βf

B(I) = ∅
براي کنید فرض .p ∈ βA(I) صورت این در .A =

∪
U و U = {C ∈ I : C† ∈ p} ،p ∈ βI براي کنید فرض (ب)

،p ∈ βB(I) هر براي و ȧ٠ ∈ p ،p ∈ βA(I) هر براي بنابراین .a٠ ∈ A − B ،A ̸= B که X از B و A زیرمجموعه هاي
.βA(I) ∩ βB(I) = ∅ لذا .I − ȧ٠ ∈ p

هستند. بسته βf
A(I) و βA(I) به ویژه، .βf

A(I) =
∩

F∈Gf
A
F̂ ،βA(I) =

∩
F∈GA

F̂ آنگاه ،A ⊆ X اگر .٢. ٣ گزاره

هر براي p ∈ F̂ اگر تنها و اگر F ∈ p باشیم داشته ،F ∈ GA هر براي اگر تنها و اگر p ∈ βA(I) لذا .p ∈ βI کنید فرض اثبات.
.F ∈ GA

براي βA(I) و β∅(I) ابرفیلتر درنتیجه .∩G∅ = ∅ نیز و ∩GA = ∅ آنگاه نباشد، فشرده A ⊆ X اگر که است بدیهی
هستند. I∗ = βI − I از بسته زیرمجموعه هایی مجموعه ها این یعنی نیستند. اصلی ابرفیلتر X از A غیرفشرده زیرمجموعه

.∩Ga = {a} آنگاه ،a ∈ I اگر .۴ .٢ گزاره
.k ⊆ a و a ⊆ k آنگاه ،k ∈

∩
Ga اگر .a ∈

∩
Ga که است بدیهی اثبات.
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B ∈ I و A ⊆ X براي β(A)
B (I) و β(A)

◦ (I) ویژگی هاي ٣

،β(A)
٠ (I) = {p ∈ βI : GA ∪ H ⊆ p} ،B ∈ I و A ⊆ X براي کنید فرض .٣. ١ تعریف

.β(A)
B (I) = {p ∈ βI : [X]B ∈ p و GA ⊆ p} و β(A)

f (I) = {p ∈ βI : Gf
A ∪Hf ⊆ p}

.β(A)
B (I) ⊆ βA(I) و β(A)

٠ (I) ⊆ βA(I) ،β(A)
٠ (I) ⊆ β

(A)
f (I) ،A ⊆ X و B ∈ I براي که باشید داشته توجه

.β(A)
٠ (I) ̸= ∅ داریم ،A ⊆ X هر براي ۴ .١ گزاره طبق همچنین،

.p ∈ βf
A(I) هر براي Hf ⊆ p آنگاه نباشد، فشرده A ⊆ X اگر .٣. ٢ گزاره

و {ȧ : a ∈ F} آنگاه F ∈ [X]B∪{x} ،x ∈ Bc براي کنید فرض .B ∈ Pf (X) و p ∈ βf
A(I) کنید فرض اثبات.

.I − [X]B ∈ p می کند a∈F∩ایجاب ȧ ⊆ I − [X]B

است. βA(I) از افراز یک {β(A)
٠ (I)} ∪ {β(A)

B (I) : [A,B] ̸= ∅, B ∈ I} آنگاه ،A ∈ I اگر .٣. ٣ گزاره

داریم ،۴ .١ گزاره طبق .β(A)
B (I) = ∅ آنگاه [A,B] = ∅ ،B ∈ I براي اگر که است بدیهی .A,B ∈ I کنید فرض اثبات.

،١. ٢ تعریف بنابر آنگاه ،p ∈ β
(A)
B (I) ∩ β

(A)
٠ (I) اگر .β(A)

B (I) ̸= ∅ آنگاه [A,B] ̸= ∅ ،B ∈ I براي اگر و ،β(A)
٠ (I) ̸= ∅

داریم ،B ∈ I براي بنابراین است. تناقض که ،I − [X]B ∈ p و [X]B ∈ p

β
(A)
B (I) ∩ β(A)

٠ (I) = ∅.

اگر .[A,B٢] ̸= ∅ و [A,B١] ̸= ∅ ،[X]B١ ̸= [X]B٢ که باشند موجود قسمی به B١, B٢ ∈ I عناصر
کنید فرض .β(A)

B (I) ∩ β
(A)
٠ (I) = ∅ بنابراین است. تناقض که [X]B٢ ∈ p و [X]B١ ∈ p آنگاه ،p ∈ β

(A)
B١

(I) ∩ β
(A)
B٢

(I)
در .p ∈ β

(A)
٠ (I) می کند ایجاب [X]B ∈ p ،B ∈ I هر براي آنگاه ،[X]B /∈ p باشیم داشته B ∈ I هر براي اگر ،p ∈ βA(I)

.p ∈ β
(A)
B (I) ،B ∈ I براي صورت، این غیر

.β(A)
B (I) = {e(A)} داریم B ∈ [X]A هر براي آنگاه ،A ∈ I اگر .۴ .٣ گزاره

هر براي GA ⊆ p و [X]B ∈ p آنگاه ،p ∈ β
(A)
B (I) اگر .e(A) ∈ β

(A)
B (I) پس ،GA ⊆ e(A) داریم ،۴ .٢ گزاره طبق اثبات.

.∩a∈∪R I − ȧ ∩ [X]A ∈ p و ∩a∈∪K ȧ ∩ [X]A ∈ p می کند ایجاب ترتیب به R ⊆ Pc(X − A) هر و K ⊆ Pc(A)

.p = e(A) درنتیجه {A} ∈ p بنابراین

هستند. بسته βI در β(A)
B (I) و β(A)

٠ (I) ،B ∈ I هر براي آنگاه ،A ∈ I اگر .۵ .٣ گزاره

که است بدیهی صورت این در .B = GA ∪ {[X]B} ،B ∈ I براي و A = GA ∪H ،A ∈ I کنید فرض اثبات.

β(A)
٠ (I) =

∩
F∈A

F̂ , β
(A)
B (I) =

∩
F∈B

F̂ .

{βA(I) : A ∈ P(X)} جبري ویژگی هاي ۴

آنگاه: می نامیم. S غیرتهی متناهی زیرمجموعه هاي همه مجموعه را Pf (S) مجموعه .A ⊆ S و باشد نیم گروه یک (S, ·) کنید فرض
به طوري که x ∈ S باشد داشته وجود ،F ∈ Pf (S) هرگاه است ضخیم A مجموعه الف)

F · x = { f · x : f ∈ F } ⊆ A.

به طوري که باشد داشته وجود F ∈ Pf (S) متناهی مجموعه اي اگر تنها و اگر است متصل A ب)
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S =
∪
s∈F

s−١A, ١A−sکه = { t ∈ S : s · t ∈ A }.

یک ∪s∈F s−١A به طوري که باشد داشته وجود F ∈ Pf (S) متناهی مجموعه اي اگر تنها و اگر است تکه اي-متصل A مجموعه ج)
باشد. ضخیم مجموعه

صورت این در باشد. توپولوژیک فضاي یک X کنید فرض .١ .۴ گزاره
است. متصل مجموعه ȧ ،a ∈ X هر براي الف)

نیست. تکه اي-متصل I − ȧ ،a ∈ X هر براي ب)

است. (βI,⊎) از بسته اي زیرنیم گروه βA(I) آنگاه ،A ∈ P(X) اگر ج)
.I = b−١(ȧ) =

∪
b∈G b−١(ȧ) و G = {b} ∈ Pf (I) صورت این در .b ∈ ȧ کنید فرض الف) اثبات.

آنگاه ،t = {a} اگر .b−١(I − ȧ) = ∅ ،b ∈ G هر براي آنگاه ،b ∈ ȧ اگر .G ∈ Pf (I) و a ∈ X کنید فرض ب)
خاصیت داراي {t−١ (∪

i∈G i−١(I − ȧ)
)
: t ∈ I} می کند ایجاب که t−١ (∪

i∈G i−١(I − ȧ)
)
⊆ t−١(I − ȧ) = ∅

نیست. متناهی مقطع
و F ∈ GA هر براي که دهیم نشان است کافی ،[۵] منبع ٢٠ .۴ قضیه از استفاده با حال است. بسته βA(I) ،٢. ٣ گزاره بنابر ج)
B ∈ Pc(X − A) براي اگر .iF ⊆ B† = F آنگاه F = B† باشیم داشته B ∈ Pc(A) براي اگر .iF ⊆ F داریم ،i ∈ F

.iF ⊆ I −B† = F آنگاه ،F = I −B† باشیم داشته

.B♢(p) = {i ∈ I : i−١B ∈ p} می کنیم تعریف ،B ⊆ I و p ∈ βI براي .٢ .۴ تعریف
.B♢(q) ∈ p اگر تنها و اگر B ∈ p ⊎ q صورت این در ،p, q ∈ βI کنید فرض .٣ .۴ قضیه

صورت این در ،p ∈ βA(I) و A ⊆ X کنید فرض .۴ .۴ لم
.(B†)♢(p) = I آنگاه ،B ∈ Pc(A) اگر الف)

.(B†)♢(p) = B† آنگاه ،B ∈ Pc(X −A) اگر ب)

.[I −B†]♢(p) = ∅ آنگاه ،B ∈ Pc(A) اگر ج)

.(B†)♢(p) /∈ p و [I −B†]♢(p) = I −B† آنگاه ،B ∈ Pc(X −A) اگر د)
که B† ⊆ a−١B† داریم ،a ∈ I از که باشید داشته توجه .B† ∈ p بنابراین .B ∈ Pc(A) و p ∈ βAI کنید فرض (الف) اثبات.

.a−١B† ∈ p می کند ایجاب
آنگاه ،i ∈ I − B† اگر .i−١B† = I ∈ p آنگاه ،i ∈ B† اگر .B ∈ Pc(X − A) و p ∈ βAI کنید فرض (ب)

.(I − F )♢(p) = I − F♢(p) داریم ،p ∈ βI و F ⊆ I هر براي که است بدیهی .i−١B† = B† /∈ p

.(B†)♢(p) = B† و I −B† ∈ p که باشید داشته توجه می شوند. نتیجه (ب) و (الف) از (د) و (ج) بندهاي
.(B†)♢(p) /∈ p لذا

آنگاه ،B ⊆ A اگر به ویژه، .q ⊎ p ∈ βA∪B(I) آنگاه ،q ∈ βB(I) و p ∈ βA(I) اگر .A,B ⊆ X کنید فرض .۵ .۴ گزاره
.q ⊎ p ∈ βA(I) و p ⊎ q ∈ βA(I)

،۴ .۴ لم به بنا آنگاه ،C ∈ Pc(B − A) اگر .L = B ∩ C ،F = A ∩ C ،۴ .۴ لم به بنا آنگاه ،C ∈ Pc(A ∪ B) اگر اثبات.
آنگاه .L = B ∩ C و F = A ∩ C ،C ∈ Pc(A ∪B) براي کنید فرض .(C†)♢(p) = C†

(C†)♢(p) = (F †)♢(p) ∪ (L†)♢(p) = I ∪ L† = I

،۴ .۴ لم بر بنا لذا .C ∈ Pc(X − (A ∪ B)) کنید فرض .C† ∈ q ⊎ p و (C†)♢(p) ∈ q می کند ایجاب ،٣ .۴ قضیه بر بنا که
.I − C† ∈ q ⊎ p می کند، ایجاب ،٣ .۴ قضیه به بنا که (I − C†)♢(p) ∈ q درنتیجه .[I − C†]♢(p) = I − C†
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معادل اند: زیر گزاره هاي آنگاه ،q ∈ βB(I) و p ∈ βA(I) ،A,B ⊆ X کنید فرض .۶ .۴ گزاره

.q ⊎ p ∈ βB(I) و p ⊎ q ∈ βA(I) الف)

.q ⊎ p ∈ βA(I) و p ⊎ q ∈ βB(I) ب)

.A = B ج)

و A = A ∪ B که می شود نتیجه (ب) و (الف) شرایط از ،٢. ٢ گزاره به بنا لذا .p ⊎ q, q ⊎ p ∈ βA∪B(I) ،۵ .۴ گزاره به بنا اثبات.
.B = A ∪B

صورت این در .VA =
∪
{βB(I) : B ⊆ A} و A ⊆ X کنید فرض .٧ .۴ قضیه

.βA(I) ̸= VA ،A ̸= ∅ هر براي و است VA از ایده آل یک βA(I) است، βI از بسته زیرنیم گروهی VA مجموعه الف)

.Γ ⊆ VA آنگاه باشد، Γ از ایده آل یک βA(I) که قسمی به باشد زیرنیم گروه یک Γ ⊆ βI اگر ب)

p⊎q, q⊎p ∈ βB١∪B٢(I) بنابراین q ∈ βB٢(I) و p ∈ βB١(I) داریم ،B١, B٢ ⊆ A براي آنگاه ،p, q ∈ VA اگر الف) اثبات.
.q ∈ VA و p ∈ βA(I) کنید فرض است. βI از زیرنیم گروه VA درنتیجه .p⊎ q, q ⊎ p ⊆ VA می کند ایجاب ،۵ .۴ گزاره به بنا که
است. VA از ایده آل یک βA(I) درنتیجه .p ⊎ q, q ⊎ p ∈ βA(I) ،۵ .۴ گزاره به بنا پس .q ∈ βB(I) داریم ،B ⊆ A براي لذا
قسمی به D ⊆ X ،٢. ٢ گزاره به بنا لذا .p ∈ βI − VA کنید فرض .βA(I) ̸= VA داریم A ̸= ∅ براي ،٢. ٢ گزاره به بنا همچنین
پس .q ∈ F̂ † کنید فرض .p ∈ F̂ † می کند ایجاب F † ∈ p پس .F ∈ Pc(D − A) کنید فرض .p ∈ βD(I) که است موجود
است. تناقض در F † ∈ q با که I − F † ∈ q می کند ایجاب که q ∈ βB(I) داریم ،B ⊆ A براي آنگاه ،q ∈ VA اگر .F † ∈ q

.p ⊎ q ∈ βA∪D(I) و p ⊎ q ∈ βA(I) داریم ،p ∈ βA(I) براي .q ∈ βD(I) ،D ⊆ X براي پس .q ∈ Γ کنید فرض ب)
.Γ ⊂ VA درنتیجه .βD(I) ⊆ VA می کند ایجاب که A = D ∪A ،٢. ٢ گزاره به بنا پس

است. (βI,⊎) از بسته ایده آل یک βX(I) .٨ .۴ نتیجه

می آید. دست به حکم A = X فرض با ٧ .۴ قضیه از (الف) قسمت و ٢. ٣ گزاره به بنا لذا .VX = βI داریم ،٢. ٢ گزاره به بنا اثبات.

فضاي اگر بنابراین، .[I∗ = βI − I آن در [که βA(I) ⊆ I∗ صورت این در نباشد. فشرده X در A و A ⊆ X کنید فرض
است. I∗ ایده آل از سره زیرمجموعه  βX(I) ایده آل ٢. ٢ گزاره به بنا نباشد، فشرده X توپولوژیک

.q ⊎ p ∈ β
(A)
f (I) و p ⊎ q ∈ β

(A)
f (I) آنگاه ،q ∈ βf

A(I) و p ∈ β
(A)
f (I) اگر .A ∈ I کنید فرض .٩ .۴ گزاره

.[٢] در ١ .۶ قضیه به کنید نگاه اثبات.

βI از ایده آل کوچک ترین به عنوان ،K(βI) از دسته  بندي یک ۵

در ایده آل کوچک ترین βX(I) ،X بودن گسسته فرض با می کند بیان که می شود ارائه کوپلبرگ سابین نتیجه ي از اثباتی بخش، این در
کنید. رجوع [۶] از ۴ .٢ قضیه به می توانید است. βI

.λA(B) = B آنگاه ،B ⊆ A† اگر .A ∈ I کنید فرض .١ .۵ لم

کنید. رجوع [۴] در ١ لم به اثبات.

.λB(p) = p آنگاه ،B ⊆ A که قسمی به B ∈ I اگر .p ∈ βA(I) و A ⊆ X کنید فرض .٢ .۵ لم

که دهیم نشان است کافی است، λB(p) براي پایه فیلتر یک {λB(F ) : F ∈ p} چون .λB(p) ⊆ p دهیم نشان است کافی اثبات.
نتیجه ،λB(B

†) = B† داریم ١ .۵ لم طبق و B† ∈ GA ⊆ p ازآنجاکه .F ∈ p کنید فرض .λB(F ) ∈ p ،F ∈ p هر براي
،(١ .۵ لم (طبق λB(C) = C چون و ،λB(C) ⊆ λB(F ) آنگاه ،C = B† ∩ F ∈ p اگر همچنین .B† ∈ λB(p) که می شود

.λB(F ) ∈ p که می شود نتیجه



١۶١ توپولوژیک فضاي از فشرده زیرمجموعه هاي از خانواده اي روي ابرفیلترها

.p = q ⊎ p داریم q ∈ P̂c(A) هر براي آنگاه ،p ∈ βA(I) اگر .A ⊆ X کنید فرض .٣ .۵ گزاره
شود تعریف q ∈ βI هر براي که قسمی به ζp : βI → βI و B = P̂c(A) ،β ∈ βA(I) ،A ⊆ X کنید فرض اثبات.
ایجاب ٢ .۵ لم به بنا که C ⊆ A که قسمی به C ∈ I آنگاه ،C ∈ Pc(A) اگر است. پیوسته تابعی ζp که است بدیهی .ζp(q) = p

تعریف e(Pc(A)) روي ζp و ρp پیوسته توابع چون پس .ρp(e(C)) = λC(p) = ζp(e(i)) داریم درنتیجه و λC(p) = p می کند
.p = ζp(q) = ρp(q) = q ⊎ p داریم q ∈ P̂c(A) براي بنابراین است. این چنین نیز P̂c(A) روي بنابراین برابرند، و شده

.p = q ⊎ p داریم: ،q ∈ βI هر براي آنگاه ،p ∈ βX(I) اگر .۴ .۵ نتیجه
است. برقرار حکم βI = P̂c(X) ازآنجایی که اثبات.

داریم (βI,⊎) نیم گروه براي صورت این در .I = Pc(X) و نباشد فشرده X توپولوژیک فضاي کنید فرض (کوپلبرگ). ۵ .۵ قضیه
.K(βI) = βX(I)

وجود .p ∈ βX(I) و باشد βI از دلخواه ایده آل یک M کنید فرض است. βI از ایده آل یک βX(I) ،٨ .۴ نتیجه به توجه با اثبات.
درنتیجه ،p ∈ M بنابراین ،q ⊎ p ∈ M چون و ،p = q ⊎ p لذا، .q ⊎ p ∈ M داریم .q ∈ M که قسمی به ،q ∈ βI دارد

.K(βI) = βX(I) پس .βX(I) ⊆ M

قابل زیر نکات است. (βI,⊎) از از باز ایده آل یک βI −VA و فشرده زیرنیم گروه یک VA ،٧ .۴ قضیه طبق .A ⊆ X کنید فرض
توجه اند:

آنگاه باشد، X از سره و ناتهـی زیرمجموعه اي A اگر و βI − VA =
∪
{βD(I) : D ∈ Pf (X)− Pf (A)} (١

VX−A − β∅(I) ⊊ βI − VA.

می کند ایجاب VE ∩ VA = VE∩A و VE − VA =
∪
{βD(I) : D ∈ Pf (E)− Pf (A)} آنگاه ،E ⊆ X اگر (٢

VE ∪ VA =
∪

{βD(I) : D ∈ Pf (E) ∪ Pf (A)}.
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