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Extended Abstract

Introduction

Let A be a Banach algebra. By a derivation on A, we mean a linear map d : A −→ A satisfying

d(ab) = d(a)b+ ad(b)

for all a, b ∈ A. Derivations on Banach algebras are studied in several aspects. A fundamental question
for derivations concerns their image and automatic continuity. Singer and Wermer [16] obtained that
on a commutative Banach algebra the range of a continuous derivation is contained in the radical of
algebra. In the same paper, they made a very insightful conjecture that the assumption of continuity
is unnecessary. In [20] Thomas proved this conjecture. Non-commutative version of Singer–Wermer
Theorem was generalized by Posner [15] by considering prime rings. He has shown that the zero map
is the only centralizing derivation on a non-commutative prime ring (Posner’s second theorem). These
result have been generalized in various derivations by several authors; see for instance [4, 5, 7, 12, 17, 21].

Mehdipour and Saeedi study derivations on group algebras of a locally compact abelian group [14].
They proved that any derivation on L∞

0 (G)∗ maps it into its radical [14, Theorem 1] and a derivation on
L∞
0 (G)∗ is continuous if and only if its restriction to the right annihilator of L∞

0 (G)∗ is continuous. They
also showed that the zero map is the only centralizing derivation on L∞

0 (G)∗.
Can we apply the well-known results concerning derivations of commutative Banach algebra and

derivations of prime rings to L∞
0 (S;Ma(S))

∗ for certain class of topological semigroup S? This ques-
tion seems natural, Because L∞

0 (S;Ma(S))
∗ is neither a commutative Banach algebra nor a prime ring,

when S is a non-discrete topological semigroup. In this paper, we study the truth of these results for
L∞
0 (S;Ma(S))

∗, these generalizes the results in [14]. An outline of the present paper is as follows:
We investigate the singer–Wermer conjecture and automatic continuity on L∞

0 (S;Ma(S))
∗ for cer-

tain class of topological semigroups. We show that the range of a derivation on the commutative Banach
algebra L∞

0 (S;Ma(S))
∗ is contained in the radical of L∞

0 (S;Ma(S))
∗. Also we prove that a derivation

on L∞
0 (S;Ma(S))

∗ is continuous if and only if its restriction to Annr(L
∞
0 (S;Ma(S))

∗), the right an-
nihilator of L∞

0 (S;Ma(S))
∗, is continuous. Finally, we investigate Posner’s second theorem and show

that the zero map is the only centralizing derivation on L∞
0 (S;Ma(S))

∗.

Conclusion

In this paper, the following definitions are stated:

Definition 0.1. Let S be a topological semigroup andMa(S) be all measures µ in the measure algebra
M(S) such that the mappings x −→ δx∗|µ| and x −→ |µ|∗δx from S intoM(S) are weakly continuous.
S is called foundation semigroup if

∪
{supp(µ); µ ∈Ma(S)} is dense in S.

Definition 0.2. A topological semigroup S is called compactly cancellative if the sets C−1D and CD−1

are compact subsets of S for all compact subsets C and D of S, where

C−1D = {x ∈ S; Cx ∩D ̸= ∅},

CD−1 = {x ∈ S; xD ∩ C ̸= ∅}.
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Let S be topological semigroup. Denote by L∞(S,Ma(S)) the space of all functions f on S such that f
is bounded and µ-measurable for all µ ∈Ma(S).

Definition 0.3. Let S be a topological semigroup. A function f ∈ L∞(S,Ma(S)) vanishes at infinity if
for each ε > 0, there is a compact subset C of S for which ∥fχS\K∥∞ < ε.

We denote by [m,n] := m · n− n ·m for allm,n ∈ L∞
0 (S;Ma(S))

∗.

Definition 0.4. For any positive integer k, a mapping T : L∞
0 (S;Ma(S))

∗ −→ L∞
0 (S;Ma(S))

∗ is
called k-centralizing if

[T (m),mk] ∈ Z(L∞
0 (S;Ma(S))

∗),

for allm ∈ L∞
0 (S;Ma(S))

∗; in a special case when [T (m),mk] = 0 for allm ∈ L∞
0 (S;Ma(S))

∗, T is
called k-commuting.

Also, the next theorems, propositions and corollaries are presented:

Theorem 0.5. Let S be a commutative compactly cancellative foundation semigroup with identity, Ŝ
separates the points of S and D be a derivation on L∞

0 (S;Ma(S))
∗. Then D has its image in the right

annihilator of L∞
0 (S;Ma(S))

∗.

Corollary 0.6. Let S be a commutative compactly cancellative foundation semigroup with identity, Ŝ
separates the points of S. Then the following statements hold.

(i) Every derivation on L∞
0 (S;Ma(S))

∗ maps it into its radical.

(ii) Primitive ideals of L∞
0 (S;Ma(S))

∗ are invariant under derivations on L∞
0 (S;Ma(S))

∗.

(iii) Every derivation on L∞
0 (S;Ma(S))

∗ is spectrally bounded.

(iv) The composition of two derivations onL∞
0 (S;Ma(S))

∗ is always a derivation onL∞
0 (S;Ma(S))

∗.

Theorem 0.7. Let S be a commutative compactly cancellative foundation semigroup with identity, Ŝ
separates the points of S andD be a derivation on L∞

0 (S;Ma(S))
∗. Then the following statements hold.

(i) For every E ∈ E0(S) D
∣∣∣E·L∞

0 (S;Ma(S))∗ is automatically continuous.

(ii) D is continuous if and only if D
∣∣∣Annr(L∞

0 (S;Ma(S))∗) is continuous.

Theorem 0.8. Let S be a commutative compactly cancellative foundation semigroup with identity, Ŝ
separates the points of S, D be a derivation on L∞

0 (S;Ma(S))
∗ and let k be a positive integer. The the

following statements are equivalent.

(i) D = 0.

(ii) D is k-centralizing.

(iii) D is k-commuting.
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کاربردها و اندازه جبرهاي
۶٨١- ٩ ص ،٢ شماره ،٢ دوره ،١۴٠٣ سال

توپولوژیکی نیم گروه هاي از خاصی رده به وابسته باناخ جبرهاي روي اشتقاق ها
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باناخ جبر روي اشتقاق ها مطالعه به مقاله این در
نیم گروه هاي از خاصی رده براي L∞

٠ (S;Ma(S))
∗

تصویر که می کنیم ثابت ما می پردازیم. S جابجایی توپولوژیک
قرار رادیکالش در L∞

٠ (S;Ma(S))
∗ روي اشتقاق هر

پیوسته L∞
٠ (S;Ma(S))

∗ روي اشتقاق همچنین دارد.
راست پوچساز به اشتقاق آن تحدید اگر تنها و اگر است
یافته هاي از یکی درنهایت باشد. پیوسته L∞

٠ (S;Ma(S))
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روي ساز مرکز اشتقاق تنها که می دهد نتیجه مقاله این اصلی
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٧٣ توپولوژیکی نیم گروه هاي از خاصی رده به وابسته باناخ جبرهاي روي اشتقاق ها

مقدمه ١

a, b ∈ A هر براي به طوري که است d : A −→ A خطی نگاشت یک ،A روي اشتقاق از ما منظور باشد. باناخ جبر یک A کنید فرض
رابطه در

d(ab) = d(a)b+ ad(b)

خودکار پیوستگی به مربوط اشتقاق ها براي اساسی سؤال یک می شوند. مطالعه گوناگون جنبه هاي از باناخ جبرهاي روي اشتقاق ها کند. صدق
قرار جبر رادیکال در پیوسته اشتقاق یک برد جابجایی، باناخ جبرهاي روي که آوردند دست به [١۶] در ورمر و سینگر است. آن ها تصویر و
کرد. ثابت را حدس این [٢٠] در توماس است. غیرضروري پیوستگی فرض که نمودند مطرح ارزشمندي بسیار حدس مقاله، همان در دارد.
نگاشت که است داده نشان او شد. داده تعمیم اول، حلقه هاي گرفتن نظر در با [١۵] پوسنر توسط سینگر-ورمر قضیه جابجایی غیر نسخه
جبرهاي روي اشتقاق ها مفاهیم دیگر براي نتایج این پوسنر). دوم (قضیه است جابجایی غیر اول حلقه یک روي بر مرکزساز اشتقاق تنها صفر

کنید. مراجعه [٢١ ،١٧ ،١٢ ،٧ ،۵ ،۴] به مثال براي است. شده داده تعمیم نویسنده چندین توسط گوناگون باناخ
موضعی فشرده گروه هاي به وابسته L∞

٠ (G)∗ گروهی جبر روي اشتقاق ها بررسی و مطالعه به سعیدي و پور مهدي ٢٠١۶ سال در
هر همچنین و [١ قضیه ،١۴] می نگارد خود رادیکال به را آن ،L∞

٠ (G)∗ روي اشتقاق هر که نمودند ثابت آن ها .[١۴] پرداختند جابجایی
همچنین آن ها . [٢ قضیه ،١۴] باشد پیوسته L∞

٠ (G)∗ راست پوچساز به آن تحدید اگر تنها و اگر است پیوسته L∞
٠ (G)∗ روي اشتقاق

.[٣ نتیجه ،١۴] است صفر نگاشت L∞
٠ (G)∗ روي مرکزساز اشتقاق تنها که دادند نشان

حلقه هاي و جابجایی باناخ جبرهاي روي اشتقاق ها به مربوط شناخته شده نتایج می توانیم آیا که می رسد نظر به طبیعی سؤال این
براي L∞

٠ (S;Ma(S))
∗ زیرا کنیم؟ اعمال S توپولوژیکی نیم گروه هاي از خاصی رده براي L∞

٠ (S;Ma(S))
∗ باناخ جبر براي را اول

باناخ جبر روي را نتایج این صحت ما مقاله، این در است. اول حلقه یک نه و جابجایی باناخ جبر نه S گسسته غیر توپولوژیکی نیم گروه
است: زیر شرح به حاضر مقاله کلی طرح است. [١۴] در به دست آمده نتایج تعمیم که نمود خواهیم بررسی L∞

٠ (S;Ma(S))
∗

نیم گروه هاي از خاصی رده براي L∞
٠ (S;Ma(S))

∗ جبر روي خودکار پیوستگی و سینگر-ورمر مسئله بررسی به ما مقاله این در
رادیکال در مشمول L∞

٠ (S;Ma(S))
∗ جابجایی باناخ جبر روي اشتقاق یک برد که می دهیم نشان ما پرداخت. خواهیم توپولوژیک

،Annr(L
∞
٠ (S;Ma(S))

∗) به آن تحدید اگر تنها و اگر است پیوسته L∞
٠ (S;Ma(S))

∗ روي اشتقاق و L∞
٠ (S;Ma(S))

∗

و پرداخت خواهیم L∞
٠ (S;Ma(S))

∗ روي پوسنر دوم قضیه بررسی به ادامه در باشد. پیوسته ،L∞
٠ (S;Ma(S))

∗ راست پوچساز
است. L∞

٠ (S;Ma(S))
∗ روي ساز مرکز اشتقاق تنها صفر نگاشت که می دهیم نشان اساسی نتیجه یک به عنوان

مقدمات و تعاریف ٢

که S روي مقدار مختلط توابع همه مجموعه ،C٠(S) است. هاوسدورف موضعی فشرده توپولوژیک نیم گروه یک S مقاله این سرتاسر در
اندازه هاي همه شامل که M(S) یعنی .C٠(S)

∗ = M(S) کنید فرض بگیرید. نظر در سوپریمم نرم با را می شوند، صفر بی نهایت در
نرم با M(S) .[۶] باشد C٠(S) توپولوژیک دوگان است، S روي کران دار منظم بورل مختلط

∥µ∥ = sup
{
|µ(f)|; f ∈ C٠(S), ∥f∥ = ١

}
به صورت µ, ν ∈M(S) هر براي که ∗ پیچشی ضرب و

µ ∗ ν(f) =
∫
S

∫
S
f(xy)dµ(x)dν(y) (f ∈ C٠(S))

است. باناخ جبر یک می شود، تعریف
دهید قرار ،A ⊆ S و x ∈ S هر براي

x−١A =
{
y ∈ S; xy ∈ A

}
, Ax−١ =

{
y ∈ S; yx ∈ A

}
.

و است ،x در دیراك اندازه ،δx اندازه با µ پیچشی ضرب نمایش µ ∗ δx ،x ∈ S و µ ∈M(S) هر به ازاي

µ ∗ δx(F ) = µ(x−١F ), δx ∗ µ(F ) = µ(Fx−١)



٧۴ ١۴٠٣ ،٢ شماره ،٢ دوره کاربردها، و اندازه جبرهاي

همچنین و
⟨µ ∗ δx, f⟩ = ⟨µ, fx⟩, ⟨δx ∗ µ, f⟩ = ⟨µ,x f⟩ (f ∈ C٠(S)).

به توي S از x −→ |µ| ∗ δx و x −→ δx ∗ |µ| نگاشت هاي به طوري که است µ ∈M(S) اندازه هاي مجموعه Ma(S) کنید فرض
x −→ |µ|(x−١F ) نگاشت هاي به طوري که µ ∈ M(S) اندازه هاي مجموعه معادل به طور باشند. پیوسته ضعیف به طور M(S)

گوییم اساسی را S موضعی فشرده توپولوژیک نیم گروه باشند. پیوسته F ⊆ S فشرده زیرمجموعه هر براي x −→ |µ|(Fx−١) و
به عنوان می توان را گسسته نیم گروه هر و موضعی فشرده توپولوژیک گروه هر باشد. چگال S در ∪{supp(µ); µ ∈Ma(S)} هرگاه،
براي .[۶ .٢ قضیه ،٣] است M(S) اندازه جبر در دوطرفه بسته ایده  آل Ma(S) این علاوه بر گرفت. نظر در اساسی نیم گروه از مثال هایی
به ازاي همچنین و [۵ .١۶ قضیه ،١٩] است کران دار تقریبی واحد یک Ma(S)داراي جبر ،e همانی عنصر با اساسی توپولوژیک نیم گروه یک
،١٩] هستند پیوسته نرم توپولوژي به نسبت M(S) به توي S از x −→ |µ| ∗ δx و x −→ δx ∗ |µ| نگاشت هاي ،µ ∈Ma(S) هر
،Ŝ اگر تنها و اگر است ساده نیم M(S) گروهی نیم جبر باشد، اساسی جابجایی نیم گروه یک S وقتی که است ذکر به لازم .[۶ .۵ قضیه

.[۶ .٣ قضیه ،٣] سازد جدا را S نقاط ،S مشخصه هاي نیم نیم گروه
مجموعه باشد. اندازه پذیر µ ∈ Ma(S) هر به نسبت f هرگاه گوییم، Ma(S)-اندازه پذیر را S روي f مختلط-مقدار تابع
µ ∈ Ma(S) هر براي که تابع هایی آن در که می دهیم نمایش L∞(S;Ma(S)) با را Ma(S)-اندازه پذیر و کران دار توابع همه
هر براي آنگاه باشد، |µ| اندازه به نسبت اساسی سوپریمم نرم نمایش ∥.∥∞,|µ| اگر می گیریم. نظر در یکسان را هستند برابر تقریباًهمه جا

دهید؛ قرار f ∈ L∞(S;Ma(S))

∥f∥∞ = sup
{
∥f∥∞,|µ|; µ ∈Ma(S)

}
.

یکدار و جابجایی ∗C-جبر یک برگشت به عنوان مختلط مزدوج و ∥.∥∞ نرم نقطه اي، ضرب و جمع عمل هاي با L∞(S;Ma(S)) فضاي
نشان اسلیجپن است. ⟨µ, f⟩ =

∫
S fdµ به صورت f ∈ L∞(S;Ma(S)) و µ ∈ Ma(S) هر براي کانونی دوگان نگاشت است.

به توي L∞(S;Ma(S)) از کانونی نگاشت آنگاه باشد، e همانی عضو با موضعی فشرده توپولوژیک اساسی نیم گروه یک S اگر که داد
.[١٨] است طولپا یکریخت Ma(S)

∗

و کران دار اساسی به طور توابع همه فضاي را L∞
٠ (G) زیرفضاي ،G موضعی فشرده توپولوژیک گروه یک براي پیم و لائو ،١٩٩٠ سال در

،L∞
٠ (G)∗ و است L∞(G) ∗C-زیرجبر یک L∞

٠ (G) که دادند نشان آن ها .[٨] می شوند صفر بی نهایت در که گرفتند نظر در اندازه پذیر
به شبیه [٩] در نصراصفهانی و مقصودي ،٢٠٠٩ سال در شود. مراجعه [٨] به بیشتر اطلاعات براي است. باناخ جبر یک ،L∞

٠ (G) دوگان
دادند. قرار بررسی مورد و معرفی توپولوژیک نیم گروه هاي براي را آن

به طوري که باشد موجود K ⊆ S فشرده زیرمجموعه ،ε > ٠ هر به ازاي اگر .f ∈ L∞(S;Ma(S)) کنید فرض .٢. ١ تعریف
،µ ∈Ma(S) هر به ازاي یعنی؛ می شود. صفر بی نهایت در f گوییم آنگاه ،∥fχS\K∥∞ < ε

|f(x)| ≤ ε (x ∈ S \K جا همه تقریباً − µ).

فضاي می دهیم. نمایش L∞
٠ (S;Ma(S)) با را می شوند صفر بی نهایت در که f ∈ L∞(S;Ma(S)) توابع همه مجموعه

گوییم حذفی فشرده به طور را S موضعی فشرده توپولوژیک نیم گروه .[٩] است L∞(S;Ma(S)) ∗C-زیرجبر یک L∞
٠ (S;Ma(S))

آن، در که باشند فشرده CD−١ و C−١D مجموعه هاي C,D ⊆ S فشرده زیرمجموعه هاي به ازاي هرگاه،

C−١D = {x ∈ S; cx = d, d ∈ D و c ∈ Cبراي}
CD−١ = {x ∈ S; c = xd, d ∈ D و c ∈ Cبراي}.

را Ψ · λ ∈ A∗ عنصر λ ∈ X و Ψ ∈ X∗ هر براي است. A∗ در بسته نرم A-زیرمدول یک X و باناخ جبر یک A کنید فرض
کنید؛ تعریف زیر به صورت

⟨Ψ · λ, a⟩ = ⟨Ψ, λ · a⟩ (a ∈ A).

باشیم داشته λ ∈ X و Ψ ∈ X∗ هر براي اگر است. A∗ در بسته نرم A-زیرمدول یک X و باناخ جبر یک A کنید فرض .٢. ٢ تعریف
گوییم. A∗ توپولوژیک چپ درون گراي فضاي زیر را X آنگاه ،Ψ · λ ∈ X
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قرار Ψ,Φ ∈ X∗ هر براي حقیقت، در گرفت. نظر در باناخ جبر یک به عنوان می توان را توپولوژیک چپ درون گراي زیرفضاي دوگان
که، Φ ·Ψ ∈ X∗ دهید

⟨Φ ·Ψ, λ⟩ = ⟨Φ,Ψ · λ⟩ (λ ∈ X).

عنصر با حذفی فشرده به طور اساسی نیم گروه یک S که حالتی در است. اول آرنز ضرب همان X∗ روي ضرب ،X = A∗ خاص حالت در
براي این علاوه  بر .[٣. ٢ گزاره ،٩] است L∞(S;Ma(S)) فضاي توپولوژیک چپ درون گراي زیرفضاي L∞

٠ (S;Ma(S)) باشد، همانی
گزاره ،٩] است L∞

٠ (S;Ma(S))
∗ در دوطرفه بسته ایده  آل یک Ma(S) جبر ،S همانی عنصر با حذفی فشرده به طور اساسی نیم گروه

شود. مراجعه [١٠ ،٩] منابع به L∞
٠ (S;Ma(S)) زیرفضاي مورد در بیشتر اطلاعات براي .[٣. ٣

را ι : C٠(S) −→ L∞
٠ (S;Ma(S)) طبیعی نشاننده و همانی عنصر با حذفی فشرده به طور اساسی نیم گروه یک S کنید فرض

Ma(S) روي P = ι∗ : L∞
٠ (S;Ma(S))

∗ −→ M(S) پیوسته ∗ -ضعیف ∗ ضعیف هم ریختی صورت آن در بگیرید. نظر در
باشد. ١ کران با Ma(S) در کران دار تقریبی همانی -انباشتگی ∗ ضعیف نقاط همه مجموعه نمایش E(S) کنید فرض .[١١] است همانی

روابط µ ∈Ma(S) و m ∈ L∞
٠ (S;Ma(S))

∗ هر براي آنگاه ، E ∈ E(S) اگر که داد نشان می توان به راحتی

m · E = m, E · µ = µ

با E(S) در عناصر نمایش را E١(S) همچنین است. Ma(S)
∗∗ در راست همانی هاي همه مجموعه E(S) اینکه یعنی هستند. برقرار

L∞
٠ (S;Ma(S))

∗ در مشمول ،Ma(S) دوم دوگان به مربوط جبر در ١ نرم با راست همانی هاي این، علاوه بر می گیریم. نظر در ١ نرم
.[۴ .٢ نتیجه ،١٠] هستند

ι : L∞
٠ (S;Ma(S)) −→Ma(S)

∗ طبیعی نشاننده نگاشت باشد. e همانی عضو با اساسی توپولوژیک نیم گروه یک S کنید فرض
راست همانی هر براي این علاوه  بر و پوشا π = ι∗ : Ma(S)

∗∗ −→ L∞
٠ (S;Ma(S))

∗ الحاقی نگاشت بنابراین بگیرید. نظر در را
هر براي آنگاه باشد. همانی عنصر با اساسی توپولوژیک نیم گروه یک S کنید فرض است. همانی Ma(S) روي π و π(E) = δe ،E

همچنین، است. L∞
٠ (S;Ma(S))

∗ به روي E ·Ma(S)
∗∗ از پیوسته یکریختی ،π نگاشت ،E ∈ E(S)

Ma(S)
∗∗ = E ·Ma(S)

∗∗ ⊕ ker(π), (٢. ١)

یکریختی آنگاه ،∥E∥ = ١ اگر و است ker(π) بسته ستاره ضعیف ایده  آل EMa(S)و
∗∗ بسته نرم راست ایده  آل جبري مستقیم مجموع

هستند L∞
٠ (S;Ma(S))

∗ در مشمول ،Ma(S) دوم دوگان به مربوط جبر در ١ نرم با راست همانی هاي این، علاوه بر است. طولپا π
.π−١(L∞

٠ (S;Ma(S))
∗) =M(S) که داد نشان می توان به راحتی بالا، مطالب تلفیق با بنابراین .[۴ .٢ نتیجه ،١٠]

اصلی نتایج ٣

پرداخت. خواهد L∞
٠ (S;Ma(S))

∗ باناخ جبر براي سینگر-ورمر قضیه بررسی به که می کنیم شروع زیر اساسی قضیه با را بخش این

آن در می کند. جدا را S نقاط Ŝ که باشد همانی عنصر با حذفی فشرده به طور اساسی جابجایی نیم گروه یک S کنید فرض .٣. ١ قضیه
است. L∞

٠ (S;Ma(S))
∗ راست پوچساز در مشمول L∞

٠ (S;Ma(S))
∗ روي اشتقاق هر تصویر صورت

d̃ آن در که D(µ) = P ◦ d̃ ◦ P−١
E (µ) ضابطه با را D : M(S) −→ M(S) تابع .E ∈ E١(S) کنید فرض اثبات.

عناصر لذا .µ, ν ∈ M(S) کنید فرض بگیرید. نظر در را هستند E · L∞
٠ (S;Ma(S))

∗ به P و D تحدید ترتیب به PE و
داشت خواهیم بنابراین .PE(E · (m · n)) = µ ∗ ν که می کنیم انتخاب طوري را m,n ∈ L∞

٠ (S;Ma(S))
∗

D(µ ∗ ν) = P ◦ d̃ ◦ P−١
E (µ ∗ ν)

= P ◦ d̃(E · (m · n))

= P ◦ d̃((E ·m) · (E · n))

= P
(
d̃(E ·m) · (E · n) + (E ·m) · d̃(E · n)

)
= P ◦ d̃(E ·m) ∗ P(E · n) + P(E ·m) ∗ P ◦ d̃(E · n)

= P ◦ d̃ ◦ P−١
E (µ) ∗ ν + µ ∗ P ◦ d̃ ◦ P−١

E (ν)

= D(µ) ∗ ν + µ ∗D(ν).
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درنتیجه .D = ٠ لذا است. M(S) ساده نیم جابجایی باناخ جبر روي اشتقاق یک D بنابراین

d̃ ◦ P−١
E (M(S)) ⊆ Annr(L

∞
٠ (S;Ma(S))

∗).

داشت خواهیم درنتیجه است. پوشا لذا است یکریخت M(S) به E · L∞
٠ (S;Ma(S))

∗ از PE نگاشت ازآنجایی که

D(E · L∞
٠ (S;Ma(S))

∗) ⊆ Annr(L
∞
٠ (S;Ma(S))

∗).

تساوي r ∈ Annr(L
∞
٠ (S;Ma(S))

∗) و m ∈ L∞
٠ (S;Ma(S))

∗ هر به ازاي دیگر، طرفی از

m ·D(r) = D(m · r)−D(m) · r = ٠

Annr(L
∞
٠ (S;Ma(S))

∗) Eو ·L∞
٠ (S;Ma(S))

∗ باناخ فضاي مستقیم مجموع ∞Lبه صورت
٠ (S;Ma(S))

∗ چون است. برقرار
است. برقرار حکم یعنی .D(Annr(L

∞
٠ (S;Ma(S))

∗)) ⊆ Annr(L
∞
٠ (S;Ma(S))

∗) داریم درنتیجه است،

به طور را L∞
٠ (S;Ma(S))

∗ روي T خطی نگاشت که می کنیم یادآوري بپردازیم، ٣. ١ قضیه از جالبی نتیجه بیان به اینکه از قبل
نامساوي به طوري که باشد داشته وجود α نامنفی حقیقی عدد m ∈ L∞

٠ (S;Ma(S))
∗ هر براي هرگاه می نامیم کران دار طیفی

r(T (M) ≤ αr(m),

باشد. برقرار است طیفی شعاع نمایش r(·) آن در که

آن در می کند. جدا را S نقاط Ŝ که باشد همانی عنصر با حذفی فشرده به طور اساسی جابجایی نیم گروه یک S کنید فرض .٣. ٢ نتیجه
هستند. برقرار زیر گزاره هاي صورت

می نگارد. خود رادیکال به را آن ، L∞
٠ (S;Ma(S))

∗ روي اشتقاق هر الف)
هستند. پایا L∞

٠ (S;Ma(S))
∗ روي اشتقاق هاي تحت ، L∞

٠ (S;Ma(S))
∗ اولیه ایده  آل   هاي ب)

است. کران دار طیفی به طور L∞
٠ (S;Ma(S))

∗ روي اشتقاق هر پ)
است. L∞

٠ (S;Ma(S))
∗ روي اشتقاق یک L∞

٠ (S;Ma(S))
∗ روي اشتقاق دو ترکیب همیشه ت)

می شود. نتیجه ٣. ١ قضیه از (الف) گزاره لذا است، جبر رادیکال حاوي پوچ توان عناصر مجموعه اینکه به توجه با اثبات.
i ≥ ٢ mو ∈ L∞

٠ (S;Ma(S))
∗ هر براي بنابراین است. L∞

٠ (S;Ma(S))
∗ روي اشتقاق Dیک کنید فرض (پ) اثبات براي

می شوند. حاصل ٣. ١ از به راحتی (ت) و (ب) گزاره هاي می شود. نتیجه ٣. ١ قضیه از (پ) گزاره بنابراین .D(m)i = ٠ داریم

شد. خواهد ارائه ٣. ١ قضیه از دیگري نتیجه ادامه در

آن در می کند. جدا را S نقاط Ŝ که باشد همانی عنصر با حذفی فشرده به طور اساسی جابجایی نیم گروه یک S کنید فرض .٣. ٣ نتیجه
هستند. برقرار زیر گزاره هاي صورت

است. صفر برابر D
∣∣
Ma(S) آنگاه باشد، L∞

٠ (S;Ma(S))
∗ روي اشتقاق یک D اگر الف)

است. صفر نگاشت L∞
٠ (S;Ma(S))

∗ روي پیوسته ضعیف∗−ضعیف∗ اشتقاق تنها ب)

داریم µ ∈Ma(S) و r ∈ Annr(L
∞
٠ (S;Ma(S))

∗) هر به ازاي الف) اثبات.

r · µ = µ · r = ٠.

آنگاه باشد، L∞
٠ (S;Ma(S))

∗ روي اشتقاق یک D اگر بنابراین

D(µ١ ∗ µ٢) = D(µ١) · µ٢ + µ١ ·D(µ٢) = ٠.

است. برقرار حکم کوهن تجزیه قضیه به توجه با درنتیجه
می شود. نتیجه (الف) قسمت و گلدشتاین قضیه از حکم است، چگال ضعیف∗ L∞

٠ (S;Ma(S))
∗ در Ma(S) اینکه به توجه با ب)
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L∞
٠ (S;Ma(S))

∗ روي اشتقاق یک D و همانی عنصر با حذفی فشرده به طور اساسی جابجایی نیم گروه یک S کنید فرض .۴ .٣ قضیه
هستند. برقرار زیر گزاره هاي صورت آن در باشد.

است. پیوسته خودکار به طور D
∣∣
E·L∞

٠ (S;Ma(S))∗ اشتقاق E ∈ E١(S) هر به ازاي الف)
باشد. پیوسته D

∣∣
Annr(L∞

٠ (S;Ma(S))∗) اگر فقط و اگر است پیوسته D اشتقاق ب)

در . E ·mα → ٠ به طوري که باشد E · L∞
٠ (S;Ma(S))

∗ در تور یک (E ·mα)α∈I و E ∈ E١(S) کنید فرض الف) اثبات.
داریم ٣. ١ قضیه از استفاده با α ∈ I هر به ازاي صورت آن

∥D(E ·mα)∥ = ∥D(E · E ·mα)∥

= ∥D(E) · E ·mα∥

≤ ∥D(E)∥∥E ·mα)∥.

است. پیوسته D
∣∣
E·L∞

٠ (S;Ma(S))∗ یعنی . D(E ·mα) → ٠ بنابراین
Annr(L

∞
٠ (S;Ma(S))

∗) از عضوي m ·E ·m صورت آن در . E ∈ E١(S) و m ∈ L∞
٠ (S;Ma(S))

∗ کنید فرض ب)
به طوري که است موجود α > ٠ آنگاه باشد، پیوسته D

∣∣
Annr(L∞

٠ (S;Ma(S))∗) اگر است.

∥D(m− E ·m)∥ ≤ α∥m− E ·m∥ ≤ ٢α∥m∥.

به طوري که دارد وجود β > ٠ (الف)، قسمت از استفاده با درنتیجه

∥D(E ·m)∥ ≤ β∥E ·m∥ ≤ β∥m∥.

داشت خواهیم بنابراین

∥D(m)∥ = ∥D(E ·m) +D(m− E ·m)∥ ≤ (٢α+ β)∥m∥.

است. پیوسته D که می دهد نشان این

می آید. دست به L∞
٠ (S;Ma(S))

∗ روي اشتقاق هاي خودکار پیوستگی قبل قضیه از نتیجه اي به عنوان

روي اشتقاق هر صورت آن در باشد. همانی عنصر با حذفی فشرده به طور اساسی جابجایی نیم گروه یک S کنید فرض .۵ .٣ نتیجه
است. پیوسته خودکار به طور L∞

٠ (S;Ma(S))
∗

نیاز زیر گزاره دو به منظور این به می پردازیم. L∞
٠ (S;Ma(S))

∗ باناخ جبر روي پوسنر دوم قضیه بررسی به بخش این ادامه در
داریم.

آنگاه باشد، e همانی عنصر با اساسی حذفی فشرده به طور توپولوژیک نیم گروه S اگر .۶ .٣ ∩گزاره
E∈E١(S)

E · L∞
٠ (S;Ma(S))

∗ =Ma(S).

که است معنا این به این .E · L∞
٠ (S;Ma(S))

∗ = E ·M(S) داشت خواهیم صورت آن در ،E ∈ E١(S) کنید فرض اثبات.
. ∩
E∈E١(S)

E ·M(S) = Ma(S) دهیم نشان است کافی بنابراین . ∩
E∈E١(S)

E · L∞
٠ (S;Ma(S))

∗ =
∩

E∈E١(S)
E ·M(S)

.µ ∈
∩

E∈E١(S)
E ·M(S) بنابراین .E · µ = µ · E = µ ∈Ma(S) آنگاه ،µ ∈Ma(S) اگر منظور این به

کنید فرض .E · µ = µ ،µ ∈ M(S) هر براي صورت آن در .µ ∈
∩

E∈E١(S)
E ·M(S) بگیرید نظر در شمول، عکس براي

می توان نیست. پیوسته نرم توپولوژي به نسبت M(S) به توي S از x −→ |µ| ∗ δx تابع ،Ma(S) تعریف به توجه با .µ /∈Ma(S)

در F (x) =
∫
S ψ dµ ∗ δx تابع که به گونه اي دارد وجود ψ مقدار حقیقی تابع بنابراین است. مقدار حقیقی µ اندازه که کرد فرض

از همسایگی V کنید فرض . lim inf
V ↓e x∈V

= ٠ و lim sup
V ↓e x∈V

= ١ گرفت نظر در می توان کلیت دادن دست از بدون نیست. پیوسته e
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یک (Uα) ⊂ S کنید فرض .H = {x ∈ V ; F (x) ≤ ١
۴} و K = {x ∈ V ; F (x) ≥ ٣

۴} بگیرید نظر در و باشد e
که به گونه اي باشند Ma(S) در احتمال اندازه از تورهایی (νβ) و (µα) و باشد e فشرده همسایگی هاي از سودار پایین سمت به تور
Ma(S) در ١ نرم با کران دار تقریبی همانی هاي (νβ) و (µα) که است واضح .supp νβ ⊆ Uβ ∩H و suppµα ⊆ Uα ∩K
به گونه اي دارند وجود (νβj) ⊆ (νβ) و (µαi) ⊆ (µα) مانند زیرتورهایی بنابراین است، فشرده ضعیف واحد گوي ازآنجایی که و هستند
طرفی از هستند. Ma(S)

∗∗ در راست همانی هاي E٢ و E١ بنابراین .νβj → E٢ و µαi → E١ ستاره ضعیف توپولوژي به نسبت که
بنابراین .⟨µαi, F ⟩ =

∫
S F dµαi ≥ ٣

۴ دیگر،

⟨E١ · µ, ψ⟩ = lim
i
⟨µαi ∗ µ, ψ⟩

= lim
i

∫
S

∫
S
ψ d(µ ∗ δx) d(µαi)(x)

= lim
i
⟨µαi, F ⟩

≥ ٣
۴
.

E٢ و E١ بودن راست همانی با تناقض در که E١ · µ ̸= E٢ · µ داریم بنابراین .⟨E٢ · µ, ψ⟩ ≤ ١
۴ که داد نشان می توان مشابه به طور

است. کامل اثبات و µ ∈Ma(S) اینکه نتیجه است.

m ∈ L∞
٠ (S;Ma(S))

∗ همه مجموعه یعنی باشد؛ L∞
٠ (S;Ma(S))

∗ مرکز Z(L∞
٠ (S;Ma(S))

∗) کنید فرض ادامه در
.m · n = n ·m باشیم داشته n ∈ L∞

٠ (S;Ma(S))
∗ هر براي به طوري که

صورت آن در باشد. همانی عنصر با جابجایی اساسی حذفی فشرده به طور نیم گروه S کنید فرض .٣. ٧ گزاره

Z(L∞
٠ (S;Ma(S))

∗) =Ma(S).

بنابراین است، همانی Ma(S) روي π نگاشت و است ایده  آل L∞
٠ (S;Ma(S))

∗ در Ma(S) چون .E ∈ E١(S) کنید فرض اثبات.
داریم m ∈ L∞

٠ (S;Ma(S))
∗ و µ ∈Ma(S) هر به ازاي

µ ·m = π(µ ·m) = π(µ) ∗ π(m)

= π(m) ∗ π(µ) = π(m · µ) = m · µ.

داریم m ∈ Z(L∞
٠ (S;Ma(S))

∗) هر براي شمول عکس براي است. Z(L∞
٠ (S;Ma(S))

∗) در مشمول Ma(S) بنابراین

m = m · E = E ·m.

Z(L∞
٠ (S;Ma(S))

∗) می شود نتیجه ۶ .٣ گزاره به توجه با بنابراین .m ∈
∩

E∈E١(S)
E ·L∞

٠ (S;Ma(S))
∗ که است معنی بدان این

است. Ma(S) در مشمول

می دهیم. نمایش [m,n] = m · n− n ·m نماد با را m,n جابه جاگر m,n ∈ L∞
٠ (S;Ma(S))

∗ هر براي ادامه در

می نامیم ساز -مرکز k را T : L∞
٠ (S;Ma(S))

∗ −→ L∞
٠ (S;Ma(S))

∗ نگاشت ،k مثبت صحیح عدد هر براي .٣. ٨ تعریف
تساوي m ∈ L∞

٠ (S;Ma(S))
∗ هر براي هرگاه

[T (m),mk] ∈ Z(L∞
٠ (S;Ma(S))

∗),

-جابه جاگر k را T نگاشت باشد برقرار [T (m),mk] = ٠ mتساوي ∈ L∞
٠ (S;Ma(S))

∗ هر براي اگر خاص، حالت در باشد. برقرار
می نامیم.
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D اگر می کند. جدا را S نقاط Ŝ که باشد همانی عنصر با حذفی فشرده به طور اساسی جابجایی نیم گروه یک S کنید فرض .٣. ٩ قضیه
هستند. معادل زیر گزاره هاي آنگاه باشد، L∞

٠ (S;Ma(S))
∗ روي اشتقاق یک

.D = ٠ الف)
است. ساز -مرکز k نگاشت یک D ب)
است. -جابه جاگر k نگاشت یک D پ)

، ٣. ٧ گزاره و ٣. ١ قضیه به توجه با صورت آن در باشد. برقرار (ب) گزاره کنید فرض اکنون است. واضح (الف) از (ب) گزاره برقراري اثبات.
داریم m ∈ L∞

٠ (S;Ma(S))
∗ هر براي

[D(m),mk] = D(m) ·mk

= D(mk+١) ∈ Annr(L
∞
٠ (S;Ma(S))

∗) ∩Ma(S) = {٠}.

داریم صورت آن در .E ∈ E١(S) بگیرید نظر در است. -جابه جاگر k نگاشت یک D کنید فرض حال است. برقرار (پ) گزاره بنابراین

D(E) = [D(E), E] = [D(E), Ek] = ٠. (٣. ١)

رابطه درنتیجه .(r + E) = (r + E)k داریم r ∈ Annr(L
∞
٠ (S;Ma(S))

∗) هر براي دیگر طرف از

D(r) = [D(r + E), (r + E)] = [D(r + E), (r + E)k] = ٠. (٣. ٢)

می گیریم نتیجه ٣. ٢ و ٣. ١ رابطه هاي از استفاده با m ∈ L∞
٠ (S;Ma(S))

∗ هر براي سرانجام

D(m) = D(E ·m) +D(m− E ·m)

= D(E) ·m+D(m− E ·m)

= ٠.

می کند. کامل را اثبات این و می شود نتیجه (پ) گزاره از (الف) گزاره که است معنی بدان این

می آید. دست به زیر اساسی نتیجه ٣. ٩ قضیه به توجه با پایان در

آن در می کند. جدا را S نقاط Ŝ که باشد همانی عنصر با حذفی فشرده به طور اساسی جابجایی نیم گروه یک S کنید فرض .٣. ١٠ نتیجه
است. L∞

٠ (S;Ma(S))
∗ روي مرکزساز اشتقاق تنها صفر نگاشت صورت
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