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Extended Abstract

Introduction

Let H be a Hilbert space and let I be a finite or countable index set. A family F = {fi}i∈I ⊆ H is a
frame forH, if there exist 0 < AF ≤ BF < ∞, such that

AF∥f∥2 ≤
∑
i∈I

|⟨f, fi⟩|2 ≤ BF∥f∥2,

for each f ∈ H. The sequence F is called a Bessel sequence if only the second inequality is required
(see [4]).

For each i ∈ I , let Hi be a Hilbert space and let L(H,Hi) be the set of all bounded operators from
H into Hi. We call Λ = {Λi ∈ L(H,Hi) : i ∈ I} a g-frame for H with respect to {Hi : i ∈ I} if there
exist two positive constants A and B such that

A∥f∥2 ≤
∑
i∈I

∥Λif∥2 ≤ B∥f∥2,

for each f ∈ H. If only the second inequality is required, we call it a g-Bessel sequencewith upper bound
B (see [13]).

Another important generalization of frames is the fusion frame introduced in [2].
Let {Wi}i∈I be a family of closed subspaces of a Hilbert spaceH, and {ωi}i∈I be a family of weights,

i.e., ωi > 0 for each i ∈ I . ThenW = {(Wi, ωi)}i∈I is a fusion frame, if there are two positive numbers
A and B such that for each f ∈ H,

A∥f∥2 ≤
∑
i∈I

ω2
i ∥πWi(f)∥2 ≤ B∥f∥2,

where πWi is the orthogonal projection onto the subspaceWi. If only the right-hand inequality is required,
thenW is called a Bessel fusion sequence.

It is easy to see that ifW = {(Wi, ωi)}i∈I is a Bessel fusion sequence, then the operator SW defined
onH by SWf =

∑
i∈I ω

2
i πWif is well-defined, bounded and positive. Also, ifW is a fusion frame, then

SW is invertible.
Note thatW = {(Wi, ωi)}i∈I is a fusion frame if and only if ΛW := {ωiπWi}i∈I is a g-frame.
Tensor products of g-frames and fusion frames in Hilbert spaces were considered in [7] and α-duals

of g-frames and fusion frames in Hilbert spaces were studied in [1, 12].
HilbertC∗-modules are generalizations of Hilbert spaces by allowing the inner product to take values

in a C∗-algebra rather than in the field of complex numbers.
Let A be a unital C∗-algebra and suppose that E is a left A-module such that the linear structures of

A and E are compatible. Then E is called a pre-Hilbert A-module if E is equipped with an A-valued
inner product ⟨·, ·⟩ : E × E −→ A, such that

(i) ⟨αx+ βy, z⟩ = α⟨x, z⟩+ β⟨y, z⟩, for each α, β ∈ C and x, y, z ∈ E;

(ii) ⟨ax, y⟩ = a⟨x, y⟩, for each a ∈ A and x, y ∈ E;

(iii) ⟨x, y⟩ = ⟨y, x⟩∗, for each x, y ∈ E;

(iv) ⟨x, x⟩ ≥ 0, for each x ∈ E and if ⟨x, x⟩ = 0, then x = 0.
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For each x ∈ E, we define ∥x∥ = ∥⟨x, x⟩∥
1
2 . If E is complete with ∥.∥, it is called a Hilbert A-module

or a Hilbert C∗-module over A.
Let E be a Hilbert A-module. A family F = {fi}i∈I ⊆ E is a frame for E, if there exist real

constants 0 < AF ≤ BF < ∞, such that for each x ∈ E,

AF ⟨x, x⟩ ≤
∑
i∈I

⟨x, fi⟩⟨fi, x⟩ ≤ BF ⟨x, x⟩.

If the second inequality is required, F is a Bessel sequence. If the series
∑

i∈I⟨x, fi⟩⟨fi, x⟩ is convergent
with respect to the norm, then F is called a standard frame (see [5]).

A closed submodule M of E is orthogonally complemented if E = M ⊕ M⊥. In this case πM ∈
LA(E,M), where πM : E −→ M is the projection onto M.
Suppose that {ωi : i ∈ I} ⊆ A is a family of weights, i.e., each ωi is a positive, invertible element from
the center of A, and {Wi : i ∈ I} is a family of orthogonally complemented submodules of E. Then
{(Wi, ωi)}i∈I is a fusion frame if there exist positive numbers A and B such that

A.⟨x, x⟩ ≤
∑
i∈I

ω2
i ⟨πWi(x), πWi(x)⟩ ≤ B.⟨x, x⟩,

for each x ∈ E. If we only require to have the upper bound, then {(Wi, ωi)}i∈I is called a Bessel fusion
sequence with upper bound B.

Let {Ei}i∈I be a sequence of Hilbert A–modules. A sequence Λ = {Λi ∈ L(E,Ei) : i ∈ I} is
called a g-frame for E with respect to {Ei : i ∈ I} if there exist real constants A,B > 0 such that for
each x ∈ E,

A.⟨x, x⟩ ≤
∑
i∈I

⟨Λix,Λix⟩ ≤ B.⟨x, x⟩.

If only the second-hand inequality is required, then Λ is called a g-Bessel sequence. Standard g-frames
and fusion frames are defined similar to frames.

IfW = {(Wi, ωi)}i∈I is a standard Bessel fusion sequence, then the operator SW : E −→ E which
is defined by SWx =

∑
i∈I ωi

2πWix is adjointable and called the operator ofW . For a standard g-Bessel
sequence Λ, the operator SΛ : E −→ E which is defined by SΛ(x) =

∑
i∈I Λ

∗
iΛi(x) is adjointable and

it is called the operator of Λ. If Λ is a standard (A,B) g-frame, then A.IdE ≤ SΛ ≤ B.IdE . For more
results about fusion frames and g-frames in Hilbert C∗-modules, see [6, 11].

In this paper, all C∗-algebras are unital and Hilbert C∗-modules are finitely or countably generated.
All fusion frames, g-frames and Bessel sequences are standard.

Throughout this paper I and Ik, for each 1 ≤ k ≤ n, are subsets of N. Ak is a unital C∗-algebra,
E, Ek and Ei(k) are finitely or countably generated Hilbert C∗-modules, for each k ∈ {1, . . . , n} and
i(k) ∈ Ik.

Recall that if Ak is a C∗-algebra, for each 1 ≤ k ≤ n, then ⊗n
k=1Ak is a C∗-algebra with the spatial

norm and for each ak ∈ Ak, we have ∥a1 ⊗ . . . ⊗ an∥ = Πn
k=1∥ak∥. The multiplication and involu-

tion on simple tensors are defined by (⊗n
k=1ak)(⊗n

k=1bk) = ⊗n
k=1(akbk) and (⊗n

k=1ak)
∗ = ⊗n

k=1a
∗
k,

respectively.
Now, ifEk is a Hilbert Ak-module, for each 1 ≤ k ≤ n, then the (Hilbert C∗-module) tensor product

⊗n
k=1Ek = E1 ⊗ . . . ⊗ En is a Hilbert (⊗n

k=1Ak)-module. The module action and inner product for
simple tensors are defined by

(⊗n
k=1ak)(⊗n

k=1xk) = (a1x1)⊗ . . .⊗ (anxn)

= ⊗n
k=1(akxk),
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and

⟨⊗n
k=1xk,⊗n

k=1yk⟩

= ⟨x1, y1⟩ ⊗ . . .⊗ ⟨xn, yn⟩

= ⊗n
k=1⟨xk, yk⟩,

respectively, where ak ∈ Ak and xk, yk ∈ Ek. For more results, see [8].
In this paper Φ(k) = {Λi(k) ∈ LAk

(Ek, Ei(k))}i(k)∈Ik , Ψ
(k) = {Γi(k) ∈ LAk

(Ek, Ei(k)) : i(k) ∈
Ik}, W(k) = {(Wi(k), ωi(k))}i(k)∈Ik V(k) = {(Vi(k), υi(k)) : i(k) ∈ Ik}, where Wi(k) and Vi(k) are
orthogonally complemented submodules ofEk and ωi(k) and υi(k) are weights inAk, for each 1 ≤ k ≤ n.
⊗n

k=1Φ
(k) and ⊗n

k=1W(k) are

{Λi(1) ⊗ . . .⊗ Λi(n) ∈ L(A1⊗...⊗An)(⊗
n
k=1Ek, Ei(1) ⊗ . . .⊗ Ei(n)), (i(1), . . . , i(n)) ∈ (I1 × . . .× In)},

{(Wi(1) ⊗ . . .⊗Wi(n), ωi(1) ⊗ . . .⊗ ωi(n)) : (i(1), . . . , i(n)) ∈ (I1 × . . .× In)}.

Tensor products of g-frames and fusion frames in Hilbert C∗-modules were studied in [9]. Here, we
consider the tensor product of α-duals in Hilbert C∗-modules. Indeed, some obtained results in [12] are
generalized to Hilbert C∗-modules.

Conclusion

In the present paper, the following definitions and theorems are stated:

Definition 0.1. Let α ∈ Z and let Λ = {Λi ∈ L(E,Ei) : i ∈ I} be a g-frame. A g-frame Γ = {Γi ∈
L(E,Ei) : i ∈ I} is called an α-dual of {Λi}i∈I if

∑
i∈I Λ

∗
iΓif = Sα

Λf , for each f ∈ E.

Theorem 0.2. Suppose that Φ(k)’s and Ψ(k)’s are g-frames. If Ψ(k) is an α-dual of Φ(k), for each k ∈
{1, . . . , n}, then ⊗n

k=1Ψ
(k) is an α-dual of ⊗n

k=1Φ
(k).

Definition 0.3. Let α ∈ Z and W = {(Wi, ωi)}i∈I and V = {(Vi, υi)}i∈I be two fusion frames for E.
Then, V is called an α-dual ofW if

∑
i∈I υiωiπWiπVif = Sα

Wf , for each f ∈ E.

Theorem 0.4. Suppose that W(k)’s and V(k)’s are fusion frames. If V(k) is an α-dual of W(k), for each
k ∈ {1, . . . , n}, then ⊗n

k=1V(k) is an α-dual of ⊗n
k=1W(k).
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کاربردها و اندازه جبرهاي
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١۵٩ هیلبرت ∗C-مدول هاي در مخلوط قاب هاي و g-قاب ها α-دوگان هاي براي تانسوري حاصل ضرب هاي

مقدمه ١

معرفی به نیاز احساس بودند ، غیرهارمونیک فوریۀ سري هاي مورد در اساسی مسئلۀ چند بررسی حال در که شیفر و دافین ،١٩۵٢ سال در
و گراسمان دوبچیز، مقالۀ چاپ از پس هیلبرت فضاهاي در قاب ها ارزش اما .([۴]) نامیدند هیلبرت فضاي قاب یک را آن و کردند مفهومی

شد. مشخص بیش ازپیش ١٩٨۶ سال در ([٣]) مِیِر

دو اگر می شود نامیده H براي گسسته قاب یک F = {fi}i∈I دنبالۀ باشد. جدایی پذیر هیلبرت فضاي یک H کنیم فرض .١. ١ تعریف
باشیم: داشته f ∈ H هر براي به طوري که باشند داشته وجود BF و AF مثبت عدد

AF∥f∥٢ ≤
∑
i∈I

|⟨f, fi⟩|٢ ≤ BF∥f∥٢.

شدند. معرفی [١٣] در قاب ها مهم تعمیم هاي از یکی به عنوان g-قاب ها یا تعمیم یافته قاب هاي

براي g-قاب یک Λ = {Λi ∈ L(H,Hi) : i ∈ I} دنبالۀ باشد. هیلبرت فضاي یک Hi ،i ∈ I به ازاي هر کنیم فرض .١. ٢ تعریف
باشد: برقرار زیر نامساوي ،f ∈ H هر براي به طوري که باشند موجود B و A مثبت عدد دو اگر می شود نامیده {Hi}i∈I به نسبت H

A∥f∥٢ ≤
∑
i∈I

∥Λif∥٢ ≤ B∥f∥٢.

می نامیم. g-قاب (A,B) یک را Λ حالت این در
سمت نامساوي در Λ فوق تعریف در اگر می نامیم). بالا کران یک را B و پایین کران یک را A) می شوند نامیده g-قاب کران هاي B و A

می نامیم. بسل g-دنبالۀ یک را Λ آنگاه کند، صدق راست

تفاوت این با هستند داخلی ضرب یک داراي هیلبرت فضاهاي همانند که هستند هیلبرت فضا هاي از تعمیم هایی هیلبرت، ∗C-مدول هاي

این آنگاه باشد، مختلط اعداد میدان ∗C-جبر این اگر و است ∗C-جبر یک از عضوي هیلبرت ∗C-مدول یک از عضو دو داخلی ضرب که
بود. خواهد هیلبرت فضاي یک هیلبرت، ∗C-مدول

داخلی ضرب اگر گوییم هیلبرت ∗C-مدول پیش یک را E باشد. چپ A-مدول یک E و ∗C-جبر یک A کنیم فرض .١. ٣ تعریف
باشیم: داشته a ∈ A و α, β ∈ C ، x, y, z ∈ E هر به ازاي به طوري که باشد موجود ⟨., .⟩ : E × E → A A-مقدار

+αx⟩؛ βy, z⟩ = α⟨x, z⟩+ β⟨y, z⟩ (آ)

,ax⟩؛ y⟩ = a⟨x, y⟩ (ب)

,x⟩؛ y⟩∗ = ⟨y, x⟩ (پ)

.x = ٠ آنگاه ،⟨x, x⟩ = ٠ اگر و ⟨x, x⟩ ≥ ٠ (ت)

∗C-مدول یک یا هیلبرت A-مدول یک را E آنگاه باشد، کامل نرم این با E اگر .∥x∥ := ∥⟨x, x⟩∥
١
٢ می کنیم تعریف ،x ∈ E هر براي

.|x| := ⟨x, x⟩
١
٢ می کنیم تعریف x ∈ E هر براي اینک و |a| = (a∗a)

١
٢ داریم ،a ∈ A هر براي می نامیم. A روي هیلبرت

T ∗ : F → E عملگر یک اگر گوییم الحاقی پذیر را T : E → F عملگر باشند. هیلبرت ∗C-مدول دو F و E کنیم فرض تعریف١. ۴.
باشد برقرار زیر تساوي y ∈ F و x ∈ E هر به ازاي به طوري که باشد موجود

⟨T (x), y⟩ = ⟨x, T ∗(y)⟩.

می نامیم. T الحاقی را T ∗ عملگر

تمام مجموعۀ .(T (ax) = aT (x) داریم x ∈ E و a ∈ A هر به ازاي (یعنی است خطی و کران دار T مانند الحاقی پذیر عملگر هر
که است ∗C-جبر یک L(E,E) که شود دقت می دهیم. نمایش L(E,F ) با یا LA(E,F ) با را F به  E از الحاقی پذیر عملگرهاي

می دهیم. نشان L(E) با را آن



١۶٠ ١۴٠٣ ،٢ شماره ،١ دوره کاربردها، و اندازه جبرهاي

باشد. ∗C-جبر یک A کنیم فرض .۵ .١ تعریف

به طوري که باشد موجود {x١, · · ·, xn} ⊆ E متناهی زیرمجموعۀ اگر گوییم تولیدشده متناهی به طور را E هیلبرت A-مدول (آ)
نوشت. ai ∈ A ، x =

∑n
i=١ aixi مانند A-خطی ترکیب یک به صورت بتوان را x ∈ E هر

،x ∈ E هر به طوري که باشد موجود {xi}i∈I مانند شمارایی زیرمجموعۀ اگر گوییم تولیدشده شمارا به طور را E هیلبرت A-مدول (ب)
باشد. {xi}i∈I A-خطی غلاف بستار در

کنید. رجوع [٨] به هیلبرت ∗C-مدول هاي مورد در بیشتر مطالعۀ براي
هیلبرت ∗C-مدول هاي در مخلوط قاب هاي همچنین شدند. معرفی [۶] و [۵] در به ترتیب هیلبرت ∗C-مدول هاي در g-قاب ها و قاب ها

شده اند. معرفی [۶] در نیز

B و A مثبت عدد دو اگر گوییم E براي قاب یک را {fi}i∈I ⊆ E دنبالۀ باشد. هیلبرت ∗C-مدول یک E کنیم فرض .۶ .١ تعریف
باشد: برقرار زیر نامساوي ،x ∈ E هر به ازاي به طوري که باشند موجود

A⟨x, x⟩ ≤
∑
i∈I

⟨x, fi⟩⟨fi, x⟩ ≤ B⟨x, x⟩.

می نامیم. (A,B)-قاب یک را {fi}i∈I حالت این در

{fi}i∈I باشد برقرار راست سمت نامساوي اگر گوییم). بالا کران یک را B و پایین کران یک را A) می نامیم قاب کران  هاي را B و A
گوییم. استاندارد را قاب آنگاه باشد، همگرا نرم با ∑i∈I⟨x, fi⟩⟨fi, x⟩ سري ،x ∈ E هر به ازاي اگر می نامیم. بسل دنبالۀ یک را

g-قاب یک Λ = {Λi ∈ L(E,Ei) : i ∈ I} دنبالۀ باشد. هیلبرت ∗C-مدول هاي از دنباله اي {Ei}i∈I کنیم فرض .١. ٧ تعریف
برقرار زیر نامساوي ،x ∈ E هر به ازاي به طوري که باشند موجود B و A مثبت عدد دو اگر می شود نامیده {Ei}i∈I به نسبت E براي

باشد

A⟨x, x⟩ ≤
∑
i∈I

⟨Λix,Λix⟩ ≤ B⟨x, x⟩.

،x ∈ E هر براي اگر گوییم استاندارد را Λ g-قاب می نامیم. g-قاب کران هاي را B و A می نامیم. g-قاب (A,B) یک را Λ حالت این در
می نامیم. بسل g-دنبالۀ یک را Λ آنگاه باشد، برقرار راست سمت نامساوي اگر همچنین باشد. همگرا نرم با ∑i∈I⟨Λix,Λix⟩ سري

باشد A مرکز در وارون پذیر و مثبت عضو یک ωi هر یعنی باشد وزن ها از خانوادهاي {ωi : i ∈ I} ⊆ A کنیم فرض .١. ٨ تعریف
مخلوط قاب یک را {(Wi, ωi)}i∈I صورت این در باشد. E در مکمل دار متعامد به طور زیرمدول هاي از خانواده اي {Wi : i ∈ I} و

باشیم: داشته x ∈ E هر براي به طوري که باشند موجود B و A اعداد اگر می نامیم

A.⟨x, x⟩ ≤
∑
i∈I

ω٢
i ⟨πWi(x), πWi(x)⟩ ≤ B.⟨x, x⟩.

عملگر آنگاه باشد، مخلوط قاب یک W = {(Wi, ωi)}i∈I اگر

SW : E −→ E, SWx =
∑
i∈I

ωi
٢πWix

آنگاه باشد، بسل g-دنبالۀ یک Λ اگر همجنین است. الحاقی پذیر

SΛ : E −→ E, SΛ(x) =
∑
i∈I

Λ∗
iΛi(x)

نمایید. مطالعه را [١١ ،١٠] مراجع بیشتر مطالعۀ براي است. الحاقی پذیر
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اصلی نتایج ٢

[٩] مقاله در هیلبرت ∗C-مدول هاي براي و [٧] مقاله در هیلبرت فضاهاي براي مخلوط قاب هاي و g-قاب ها تانسوري حاصل ضرب هاي
گرفتند. قرار مطالعه مورد [١٢ ،١] در هیلبرت فضاهاي براي مخلوط قاب هاي و g-قاب ها α-دوگان هاي همچنین شدند. بررسی

دست به هیلبرت ∗C-مدول هاي در α-دوگان ها مورد در مشابهی نتایج فوق، مقالات در به دست آمده نتایج از استفاده با مقاله، این در
می آوریم.

-C∗ Ei(k) و Ek ،E است، یکدار ∗C-جبر یک Ak هستند. N از زیرمجموعه هایی (١ ≤ k ≤ n (براي Ik و I مقاله این در
.(i(k) ∈ Ik و k ∈ {١, . . . , n} (براي هستند تولیدشده شمارا یا متناهی به طور هیلبرت مدول هاي

،Ψ(k) = {Γi(k) ∈ LAk
(Ek, Ei(k)) : i(k) ∈ Ik} ،Φ(k) = {Λi(k) ∈ LAk

(Ek, Ei(k))}i(k)∈Ik
زیرمدول هاي Vi(k) و Wi(k) آن ها در که ،V(k) = {(Vi(k), υi(k)) : i(k) ∈ Ik} و W(k) = {(Wi(k), ωi(k))}i(k)∈Ik
تعریف زیر به صورت ⊗n

k=١W(k) و ⊗n
k=١Φ

(k) هستند. Ak در وز ن هایی υi(k) و ωi(k) و هستند Ekدر مکمل دار متعامد به طور
می شوند:

{Λi(١) ⊗ . . .⊗Λi(n) ∈ L(A١⊗...⊗An)(⊗
n
k=١Ek, Ei(١) ⊗ . . .⊗Ei(n)), (i(١), . . . , i(n)) ∈ (I١ × . . .× In)},

{(Wi(١) ⊗ . . .⊗Wi(n), ωi(١) ⊗ . . .⊗ ωi(n)) : (i(١), . . . , i(n)) ∈ (I١ × . . .× In)}.

داریم ak ∈ Ak هر براي و است ∗C-جبر یک ⊗n
k=١Ak آنگاه باشد، ∗C-جبر یک Ak اگر که می کنیم یادآوري

می شوند تعریف زیر به صورت ساده تانسورهاي روي برگشت و ضرب .∥a١ ⊗ . . .⊗ an∥ = Πn
k=١∥ak∥

(⊗n
k=١ak)(⊗n

k=١bk) = ⊗n
k=١(akbk)

و
(⊗n

k=١ak)
∗ = ⊗n

k=١a
∗
k.

یک ⊗n
k=١Ek = E١ ⊗ . . . ⊗ En تانسوري حاصل ضرب آنگاه ،(١ ≤ k ≤ n (براي باشد هیلبرت ∗C-مدول یک Ek اگر اکنون

می شوند: تعریف زیر صورت به داخلی ضرب و مدولی اعمال است. هیلبرت n⊗)-مدول
k=١Ak)

(⊗n
k=١ak)(⊗n

k=١xk) = (a١x١)⊗ . . .⊗ (anxn)

= ⊗n
k=١(akxk),

و

⟨⊗n
k=١xk,⊗n

k=١yk⟩ = ⟨x١, y١⟩ ⊗ . . .⊗ ⟨xn, yn⟩ = ⊗n
k=١⟨xk, yk⟩.

g-قاب باشد. g-قاب یک Λ = {Λi ∈ L(E,Ei) : i ∈ I} و α ∈ Z کنیم فرض .٢. ١ تعریف
باشیم: داشته f ∈ E هر براي اگر می شود نامیده {Λi}i∈I α-دوگان یک Γ = {Γi ∈ L(E,Ei) : i ∈ I}∑

i∈I
Λ∗
iΓif = Sα

Λf.

،(k ∈ {١, . . . , n} هر (به ازاي باشد Φ(k) براي α-دوگان یک Ψ(k) اگر باشند. g-قاب Ψ(k)ها و Φ(k)ها کنیم فرض .٢. ٢ قضیه
است. ⊗n

k=١Φ
(k) براي α-دوگان یک ⊗n

k=١Ψ
(k) آنگاه

باشند، Φ(٢) و Φ(١) براي بالا کران هاي B٢ و B١ کنیم فرض کنیم. ثابت n = ٢ براي را قضیه است کافی اثبات.
می کنیم تعریف y ∈ E٢ و x ∈ E١ براي سپس .I٢ := {i٢١, . . . , i٢q, . . .} و I١ := {i١١, . . . , i١p, . . .}

و ∥S١p∥ ≤ ∥SΦ(١)∥ داریم p, q ∈ N هر براي اکنون .S٢qy =
∑q

t=١ Λ
∗
i٢t
Λi٢ty و S١px =

∑p
r=١ Λ

∗
i١r
Λi١rx

داشت خواهیم k ∈ {١, ٢} براي پس هستند، استاندارد g-قاب هاي Φ(٢) و Φ(١) چون و ∥S٢q∥ ≤ ∥SΦ(٢)∥
درنتیجه ٠ ≤ SΦ(k) ≤ Bk.IdEk
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٠ ≤ SΦ(١) ⊗ SΦ(٢) ≤ B١B٢.Id(E١⊗E٢).

داریم p, q ∈ N و z ∈ E١ ⊗ E٢ هر براي ،[٨] در ١ .۴ لم از لذا

⟨(S١p ⊗ S٢q)z, z⟩ ≤ ⟨(SΦ(١) ⊗ SΦ(٢))z, z⟩ ≤ B١B٢.⟨z, z⟩. (٢. ١)

داریم z =
∑m

l=١ xl ⊗ yl ∈ E١ ⊗alg E٢ هر براي که کرد مشاهده می توان به سادگی همچنین

lim
p,q

(S١p ⊗ S٢q)z = (SΦ(١) ⊗ SΦ(٢))z.

نامساوي از استفاده با و z٠ ∈ E١ ⊗alg E٢ یک مناسب انتخاب با آنگاه ،z ∈ E١ ⊗ E٢ اگر اینک

∥(S١p ⊗ S٢q)z − (SΦ(١) ⊗ SΦ(٢))z∥

≤ ∥SΦ(١)∥∥SΦ(٢)∥∥z − z٠∥

+ ∥(S١p ⊗ S٢q)z٠ − (SΦ(١) ⊗ SΦ(٢))z٠∥

+ B١B٢∥z − z٠∥,

داشت خواهیم
lim
p,q

(S١p ⊗ S٢q)z = (SΦ(١) ⊗ SΦ(٢))z.

،(٢. ١) از استفاده با و است همگرا نرم با ∑(i(١),i(٢))∈I١×I٢
⟨(Λi(١)⊗Λi(٢))z, (Λi(١)⊗Λi(٢))z⟩ سري می دهد نشان رابطه این

∑داریم
(i(١),i(٢))∈I١×I٢

⟨(Λi(١) ⊗ Λi(٢))z, (Λi(١) ⊗ Λi(٢))z⟩

= ⟨(SΦ(١) ⊗ SΦ(٢))z, z⟩ ≤ B١B٢.⟨z, z⟩. (٢. ٢)

است. B١B٢ کران با استاندارد بسل g-دنبالۀ یک Φ(١) ⊗ Φ(٢) می دهد نشان این
چون باشند. A٢ و A١ پایین کران هاي با استاندارد g-قاب هاي ،Φ(٢) و Φ(١) کنیم فرض حال

A١A٢.IdE١⊗E٢

≤ (∥S−١
Φ(١)∥−١∥S−١

Φ(٢)∥−١).IdE١⊗E٢

= ∥(SΦ(١) ⊗ SΦ(٢))−١−∥١.IdE١⊗E٢

≤ SΦ(١) ⊗ SΦ(٢) ,

است. A١A٢ پایین کران با استاندارد g-قاب یک ⊗٢
k=١Φ

(k) که می آوریم دست به ،(٢. ٢) و (٢. ١) از استفاده با
است. استاندارد g-قاب یک ⊗٢

k=١Ψ
(k) که داد نشان می توان مشابه به طور

که می آوریم دست به (٢. ٢) رابطه از همچنین هستند. استاندارد g-قاب هاي ⊗n
k=١Ψ

(k) و ⊗n
k=١Φ

(k) که دادیم نشان اینجا تا پس
داریم m ∈ N هر براي بنابراین ⊗n

k=١SΦ(k) = S⊗n
k=١Φ

(k)

⊗n
k=١S

m
Φ(k) = (⊗n

k=١SΦ(k))m = Sm
⊗n

k=١Φ
(k) ,

و
⊗n

k=١S
−١
Φ(k) = (⊗n

k=١SΦ(k))−١ = S−١
⊗n

k=١Φ
(k) .

داشت خواهیم α ∈ Z هر براي لذا

⊗n
k=١S

α
Φ(k) = (⊗n

k=١SΦ(k))α = Sα
⊗n

k=١Φ
(k) .
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داریم: ⊗n
k=١fi(k) ∈ ⊗n

k=١Ek هر براي ∑پس
(i(١),...,i(n))∈(I١×...×In)

(Λi(١) ⊗ . . .⊗ Λi(n))
∗(Γi(١) ⊗ . . .⊗ Γi(n))(⊗n

k=١fi(k))

= ⊗n
k=١S

α
Φ(k)(⊗n

k=١fi(k)) = (⊗n
k=١SΦ(k))α(⊗n

k=١fi(k))

= Sα
⊗n

k=١Φ
(k)(⊗n

k=١fi(k)).

است. ⊗n
k=١Φ

(k) براي α-دوگان یک ⊗n
k=١Ψ

(k) که می دهد نشان رابطه این

α-دوگان یک V = {(Vi, υi)}i∈I مخلوط قاب باشد. مخلوط قاب یک W = {(Wi, ωi)}i∈I و α ∈ Z کنیم فرض .٢. ٣ تعریف
.∑i∈I υiωiπWiπVif = Sα

Wf باشیم داشته f ∈ E هر براي اگر می شود نامیده W

هر (به ازاي باشد W(k) براي α-دوگان یک V(k) اگر باشند. مخلوط قاب هاي V(k)ها و W(k)ها کنیم فرض .۴ .٢ قضیه
است. ⊗n

k=١W(k) براي α-دوگان یک ⊗n
k=١V(k) آنگاه ،(k ∈ {١, . . . , n}

است استاندارد g-قاب یک Φ(k) := {ωi(k)πWi(k)
}i(k)∈Ik که می آید دست به حقیقت این از استفاده با و ٢. ٢ قضیه از نتیجه اثبات.

⊗n
k=١Φ

(k) = {(ωi(١)⊗ . . .⊗ωi(n))π(Wi(١)⊗...⊗Wi(n))}(i(١),...,i(n))∈(I١×...×In) اگر فقط و اگر (١ ≤ k ≤ n هر (براي
.([٩]) باشد استاندارد g-قاب یک
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