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Extended Abstract

Introduction

In the classical ergodic theory, the concept of entropy is defined for measure-preserving Z-actions. The
definition of entropy is stated via different approaches, but with the same origin [1, 3, 4, 12–14, 17, 19].

Entropy of Z-actions is generalized to actions of general amenable groups. To have a nice entropy
theory for actions of amenable groups, the concept of Følner sequence is applied. A Følner sequence, for
an action, is a sequence of finite sets that exhaust the space and do not move too much when acted on by
any group element.

Many classical results forZ-actions, such as Shannon-McMillan-Brieman theorem [2, 6, 17], Ergodic
theorems [21, 23–25] and Rokhlin-Sinai results [16], are generalized for actions of general amenable
groups.

Traditionally, the entropy of an action is a non-negative extended real number which is invariant under
isomorphism. For Z-actions it is replaced by linear operators on Banach spaces [12, 13].

In this paper, we introduce a function corresponding to the action of an amenable group, which con-
tains the entropy of the group’s action. In other words, the entropy of the group action is obtained by
integrating this function, which we call the information function. With the help of information functions,
entropy operators can be introduced, and a spectral approach to the concept of entropy of the action of a
group is presented.

Conclusion

In this paper, the following definitions and results are applied.

Definition 0.1. Suppose that G is a topological group acting on a probability space (X,B, µ) such that
the action G ×X → X is measurable. The measure µ is called G-invariant if µ(gA) = µ(A) for any
g ∈ G.

Definition 0.2. An invariant measure µ is called ergodic if, for any measurable set A we have

∀g ∈ A, gA = A =⇒ µ(A) = 0 or µ(A) = 1.

The collection of all probability measures on B is denoted by M(X) and the collection of all G-
invariant measures on B is denoted byM(G,X). We also writeE(G,X) for the collection of all ergodic
measures.

It is known that M(X), equipped by the weak∗ topology, is a compact metrizable space [22]. The
proof of the following theorem is similar to [22] Theorem 6.10.

Theorem 0.3. Suppose that G acts on a metric space X and µ is a G-invariant measure on βX , the
σ-algebra of Borel sets of X , then

1. M(G,X) is a compact subset ofM(X);

2. M(G,X) is convex;
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3. ext(M(G,X)) = E(G,X), i.e., the collection of ergodic measures equals the extreme points of
the collection of G-invariant measures.

In the following, we recall the Choquet’s representation theorem.

Theorem 0.4. (Phelps [8]) Suppose that Y is a compact convex metrizable subset of a locally convex
space E, and that x0 ∈ Y . Then there exists a probability measure τ on Y which represents x0 and is
supported by the extreme points of Y , i.e., Ψ(x0) =

∫
Y Ψdτ for every continuous linear functional Ψ on

E, and τ(ext(Y )) = 1.

Let µ ∈M(G,X) and f : X → R be a bounded measurable function. Since we know that E(G,X)

agrees with the set of extreme points ofM(X,ϕ), applying Choquet’s representation theorem for Y =

M(G,X) and Ψ(µ) =
∫
X fdµ, we will have the following corollary:

Corollary 0.5. Suppose that G is a topological group acting continuously on the compact metric space
X . Then for each µ ∈ M(G,X) there is a unique measure τ = τµ on the Borel subsets of the compact
metrizable spaceM(G,X) such that τµ(E(G,X)) = 1 and∫

X
f(x)dµ(x) =

∫
E(G,X)

(∫
X
f(x)dm(x)

)
dτµ(m)

for every bounded measurable function f : X → R.

Under the assumptions of Corollary 0.5, we write µ =
∫
E(G,X)mdτµ(m) and it is called the ergodic

decomposition of µ.
Suppose that G is a countable and discrete group. There are many equivalent formulations for the

concept of amenability. In the discrete case, one of the convenient definitions of amenability for discrete
groups is as follows:

A dicrete groupG is amenable if for any finite setK ⊂ G and δ > 0 there is a finite set F ⊂ G such
that

∀k ∈ K |F∆kF | < δ|F |.

Such a set F is called (K, δ)-invariant.
A sequence {Fn}n≥1 of finite subsets of G is called a Følner sequence if for anyK and δ > 0, Fn is

(K, δ)-invariant, for all large enough n. Without loss of generality, we may assume that |Fn| ≥ n.
Assume that G acts from the left on a measure space (X,B, µ) with µ(X) = 1. Let also µ preserve

the action of G on X . We have the following mean ergodic theorem for amenable groups. It may easily
be proved by the same method applied for Z-actions.

Theorem 0.6. If G is amenable and acts ergodically on (X,B, µ), then for any f ∈ L1(µ), and Følner
sequence {Fn}n≥1,

A(Fn, f)(x)n→∞ −→
∫
X
fdµ in L1(µ)

where
A(Fn, f)(x) :=

1

|F |
∑
g∈F

f(gx).

The pointwise version of Theorem 0.6 does not necessarily hold for any given Følner sequence [5].
The following definition is introduced in [18].
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Definition 0.7. (A. Shulman) A sequence of sets {Fn}n≥1 is said to be tempered if for some c > 0 and
all n ∈ N,

|
∪
k≤n

Fk
−1Fn+1| ≤ c|Fn+1|.

A version of the maximal ergodic theorem was proved for tempered sequences [20]. We also have
the following for tempered Følner sequences [5].

Theorem 0.8. (Pointwise ergodic theorem) Let G be an amenable group acting on a measure space
(X,B, µ), and let {Fn}n≥1 be a tempered Følner sequence. Then for any f ∈ L1(µ),

lim
n→∞

A(Fn, f)(x) =

∫
X
fdµ a.e.

A space (X,B, µ) on which acts, together with a partition P of X , is called a process.
If x ∈ X and P is a partition, then we denote the unique element of P containing x by P(x). If also,

F ⊂ G we set
PF :=

∨
g∈F

g−1P

where
∨

denotes the joint operation on the set of finite partitions.
We recall the definition of the entropy of a process.

Definition 0.9. For any F ⊂ G and ϵ > 0, we set

b(F, ϵ,P) := min{|C| : C ⊂ PF , µ(∪C) > 1− ϵ}.

Then the entropy hµ(P) is defined as

hµ(P) := lim
ϵ→∞

lim inf
n→∞

log b(Fn, ϵ,P)

|Fn|

where {Fn}n≥1 is a Følner sequence for G.

The following is a generalized version of the Shannon-McMillan-Breiman theorem [5].

Theorem 0.10. Let P be a finite partition, and assume that G is an amenable group acting ergodically
on a measure space (X,B, µ). Let hµ(P) denote the entropy of this process. Assume that {Fn}n≥1 is a
tempered sequence of Følner sets. Then for almost every x,

− log(µ(PFn(x)))

|Fn|
−→ hµ(P) as n→ ∞.

Information kernel for action of amenable groups

In the rest of the paper, letX be a metric space and βX be the σ-algebra of all Borel partitions. Let G be
an amenable group acting on the space (X,βX), µ ∈ M(G,X) and P be a measurable partition of X .
Let also {Fn}n≥1 be a tempered Følner sequence of G. We may assume that |Fn+1| ≥ |Fn|.

Definition 0.11. For x, y ∈ X and n ∈ N, we set

τn(x, y;P) := lim sup
m→∞

1

|Fm|
card({g ∈ Fm : y ∈ g−1PFn(x)})

and

τ∗n(x, y;P) :=

{
− 1

|Fn| log τn(x, y;P) : τn(x, y;P) ̸= 0

0 : τn(x, y;P) = 0
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Remark 0.12. For x, y ∈ X and a partition P , the sequence {τ∗n(x, y;P)}n≥1 is increasing.

Note that, the previous remark holds because of the following reason:
Let k ≤ n. The partition PFn is finer than PFk therefore, if x ∈ X , then PFn(x) ⊂ PFk(x) and
consequently g−1PFn(x) ⊂ g−1PFk(x) for any g ∈ G. Now, form ∈ N we have

{g ∈ Fm : y ∈ g−1PFn} ⊂ {g ∈ Fm : y ∈ g−1PFk}

which easily results in τn(x, y;P) ≤ τk(x, y;P), therefore τ∗k (x, y;P) ≤ τ∗n(x, y;P).
By Remark 0.12, limn→∞ τ∗n(x, y;P) exists as an extended real non-negative number. So, we may

have the following definition:

Definition 0.13. For x, y ∈ X and the partition P of X , set

IG(x, y) := lim
n→∞

τ∗n(x, y;P).

The function IG : X ×X → [0,+∞] is called the information kernel of G-action on X .

Before we mention our first main result, we need to note that, when G is an amenable countably
infinite discrete group, for any finite measurable partition P of X and any µ ∈ M(G,X), one has the
equality

hµ(P) =

∫
E(G,X)

hm(P)dτµ(m) (0.1)

where µ =
∫
E(G,X)mdτµ(m) is the ergodic decomposition of µ. One can deduce (0.1) from [7] Propo-

sitions 5.3.2 and 5.3.5, and the proof in the case G = Z in [22] Theorem 8.4. (i).

Definition 0.14. Let µ ∈M(G,X) and µ =
∫
E(G,X)mdτ(m) be the ergodic decomposition of µ. Then

the diagonal measure of µ is defined by

diag(µ)(D) =

∫
M(G,X)

(m×m)(D)dτ(m) =

∫
E(G,X)

(m×m)(D)dτ(m).

The following theorem is our main result.

Theorem 0.15. Given any partition P , hµ(P) < +∞ if and only if IG ∈ L1(X ×X,µ× µ); moreover,
under the previous condition we have

||IG||L1(X×X,µ×µ) = hµ(P).
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کاربردها و اندازه جبرهاي
١- ١٣٠۴١ ص ،١ شماره ،٢ دوره ،١۴٠٣ سال

آن ها آنتروپی و میانگین پذیر گروه هاي عمل پایاي اندازه هاي

٣ دیزج زاده حسین مهران ، ٢ کثیري حسین ، B١ تن هفت آل علی رضا
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چکیده مقاله اطلاعات

اطلاعات تابع یک قطري، اندازة مفهوم کمک به مقاله، این در
فشرده متریک فضاي یک بر میانگین پذیر گروه عمل براي
دست به  آن از را گروه عمل آنتروپی سپس و کرده تعریف
تابع از انتگرال که می دهیم نشان به عبارت دیگر، می آوریم.
عمل آنتروپی با برابر قطري اندازة  به نسبت تعریف شده اطلاعات

شد. خواهد میانگین پذیر گروه

مقاله: نوع
پژوهشی مقالۀ

١۴٠٣/١/٢۴ دریافت: تاریخ
١۴٠٣/٣/٢٨ بازنگري: تاریخ
١۴٠٣/۴/۶ پذیرش: تاریخ
١۴٠٣/۵/٣٠ انتشار: تاریخ

کلیدي: کلمات
میانگین پذیر، گروه

فولنر، دنبالۀ
اطلاعات، تابع

آنتروپی

ریاضی: رده بندي
37A35

آنتروپی و میانگین پذیر گروه هاي عمل پایاي اندازه هاي .(١۴٠٣) مهران. ، دیزج زاده حسین حسین.، کثیري، علی رضا.، تن، هفت آل استناد:
.١- ١٣٠۴١ ،(١)٢ کاربردها، و اندازه جبرهاي آن ها.

http://doi.org/10.22091/maa.2024.10600.1018

قم. دانشگاه ناشر:
نویسندگان.
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١٣۶ ١۴٠٣ ،١ شماره ،٢ دوره کاربردها، و اندازه جبرهاي

مقدمه ١

کلاسیک نظریۀ در .[١٩ ،١٧ ،١۴–١٢ ،۴ ،٣ ،١] است گرفته قرار مطالعه مورد مختلفی رویکردهاي با ارگودیک، نظریۀ در آنتروپی مفهوم
اعمال براي مفهوم این می شود. تعریف می کند، حفظ را فضا روي موجود اندازة که اندازه، فضاي یک بر Z عمل براي مفهوم این ارگودیک،
است جایگزینی گروه، عمل یک براي فولنر دنبالۀ یک می باشیم. فولنر دنبالۀ نیازمند منظور بدین می کند. پیدا تعمیم میانگین پذیر گروه هاي

می گیرد. قرار استفاده مورد ارگودیک کلاسیک نظریۀ در Z عمل آنتروپی تعریف در که طبیعی اعداد دنبالۀ براي
شانون-مک قضیۀ مثال، به طور یافته اند. تعمیم میانگین پذیر گروه هاي عمل براي ارگودیک، کلاسیک نظریۀ در زیادي کلاسیک قضایاي
تعمیم میانگین پذیر گروه هاي عمل براي ،[١۶] روخلین-سیناي قضایاي و [٢۵–٢٣ ،٢١] ارگودیک قضایاي ،[١٧ ،۶ ،٢] میلان-بریمن
خطی فضاي عملگر با عدد این ،Z گروه عمل براي پایاست. یکریختی تحت که است حقیقی نامنفی عدد یک آنتروپی، سنتی، به طور یافته اند.
درون در که می پردازیم میانگین پذیر گروه یک عمل با متناظر تابعی معرفی به مقاله این در .[١٣ ،١٢] است شده جایگزین باناخ فضاهاي بر
به  می گوییم، اطلاعات تابع آن به که تابع، این از انتگرال گیري با گروه عمل آنتروپی به عبارت دیگر، دارد. نهفته را گروه عمل آنتروپی خود،
ارائه گروه یک عمل آنتروپی مفهوم به طیفی رویکردي و کرده معرفی را آنتروپی عملگرهاي می توان اطلاعات توابع کمک به می آید. دست

داد.

پیش نیازها ٢

گذراند. خواهیم نظر از می گیرند، قرار استفاده مورد مقاله ادامۀ در که را پیش نیازهایی بخش، این در

تابعی به عنوان عمل این که به گونه اي می کند عمل (X,β, µ) احتمال فضاي بر که باشد توپولوژیک گروهی G کنیم فرض .٢. ١ تعریف
باشیم داشته هرگاه نامیم G-پایا را µ اندازة صورت این در است. اندازه پذیر ،X به G×X از

∀A ∈ β, ∀g ∈ G : µ(gA) = µ(A).

باشیم داشته X در A اندازه پذیر مجموعۀ هر براي هرگاه می نامیم ارگودیک را µ G-پایاي اندازة  .٢. ٢ تعریف

∀g ∈ A : gA = A =⇒ µ(A) = ٠ یا µ(A) = ١.

می دهیم. نمایش M(G,X) با را X بر G-پایا اندازه هاي همۀ مجموعۀ و M(X) با را X بر احتمال اندازه هاي کلیۀ مجموعۀ
داد. خواهیم نشان E(G,X) با را ارگودیک اندازه هاي تمام مجموعۀ به علاوه،

.[٢٢] است متریک پذیر و فشرده توپولوژي این به نسبت و بوده ضعیف-ستاره توپولوژي به مجهز M(X) که است روشن
است. [٢٢] مرجع از ۶.١٠ قضیه اثبات مشابه زیر قضیۀ اثبات

مجموعه هاي بر G-پایا اندازه اي نیز µ و می کند عمل X فشرده متریک فضاي بر که باشد توپولوژیک گروهی G کنیم فرض .٢. ٣ قضیه
صورت این در باشد. X بورل

است. M(X) از فشرده زیرمجموعه اي M(G,X) .١

است. محدب M(G,X) .٢

است. E(G,X) برابر M(G,X) گوشه اي نقاط مجموعۀ .٣

است. معروف [٨] شوکه قضیۀ به زیر قضیۀ

در .x٠ ∈ Y و بوده E موضعی محدب برداري فضاي یک از متریک پذیر و محدب و فشرده زیرمجموعۀ یک Y کنیم فرض .۴ .٢ قضیه
پیوسته خطی تابعک هر براي و τ(ext(Y )) = ١ که به گونه اي است موجود Y بورل زیرمجموعه هاي بر τ احتمال اندازة صورت این

داریم ψ : E −→ R

ψ(x٠) =

∫
Y
ψ dτ.
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،µ ∈M(G,X) هر براي صورت این در Xباشد. فشرده متریک فضاي بر پیوسته عمل با توپولوژیک گروه Gیک کنیم فرض .۵ .٢ قضیه
هر براي به علاوه و τ(E(G,X)) = ١ که به گونه اي است موجود M(G,X) بورل زیرمجموعه هاي بر τ = τµ یکتاي احتمال اندازة

داریم f : X −→ R کران دار و اندازه پذیر ∫تابع
X
f(x) dµ(x) =

∫
E(G,X)

(∫
X
f(x) dm(x)

)
dµ(m).

،E(G,X) = ext(M(G,X)) چون باشد. کران دار و اندازه پذیر تابعی f : X −→ R و µ ∈ M(G,X) کنیم فرض اثبات.
می آید. به دست ψ =

∫
X f dµ تابعک و Y =M(G,X) براي شوکه قضیۀ به کارگیري از حکم

می نامیم. µ ارگودیک تجزیۀ را آن و µ =
∫
E(G,X)m dτ(m) می نویسیم ۵ .٢ قضیه شرایط تحت

گسسته، حالت در دارد. وجود میانگین پذیري مفهوم براي زیادي معادل فرمول بندي هاي باشد. شمارش پذیر گسستۀ گروه یک G کنیم فرض
داریم. را زیر معادل تعریف

زیرمجموعۀ ،δ > ٠ هر و K ⊂ G متناهی زیرمجموعۀ هر براي هرگاه می نامیم میانگین پذیر را G گسستۀ توپولوژیک گروه .۶ .٢ تعریف
که به گونه اي باشد موجود F ⊂ G متناهی

∀k ∈ K : | F∆kF |< δ | F | .

می نامیم. ,K)-پایا δ) را ۶ .٢ تعریف مانند مجموعه اي چنین
بزرگ، کافی قدر به n هر به ازاي و δ > ٠ هر و K هر براي هرگاه نامیم، فولنر دنبالۀ را G متناهی زیرمجموعه هاي از {Fn}n∈N دنبالۀ

.| Fn |⩾ n کرد فرض می توان کلیت، از کاستن بدون باشد. ,K)-پایا δ) ،Fn

زیر، میانگین ارگودیک قضیۀ باشد. G عمل حافظ µ کنیم فرض به علاوه کند. عمل (X,β, µ) احتمال فضاي بر چپ از G کنیم فرض
می شود. ثابت X بر Z عمل براي به سادگی

{Fn}n∈N فولنر دنبالۀ هر و f ∈ L١(µ) هر براي آنگاه کند، عمل (X,β, µ) بر ارگودیک به طور و بوده Gمیانگین پذیر اگر .٢. ٧ قضیه
داریم

A(Fn, f)(x)
n→∞

−→
∫
X
f dµ,

آن در که L١(µ) در
A(Fn, f)(x) =

١
| F |

∑
g∈F

f(g(x)).

نیست. برقرار ٢. ٧ قضیه در لزوماً نقطه اي همگرایی .٢. ٨ تذکر
داشته n ∈ N هر و c > ٠ مانند عددي براي هرگاه نامیم، تعدیل شده را G زیرمجموعۀ از {Fn}n∈N فولنر دنبالۀ ([١٨]) .٢. ٩ تعریف

باشیم
|
∪
k⩽n

F−١
k Fn+١ |⩽ c | Fn+١ | .

است. برقرار تعدیل شده فولنر دنباله هاي براي زیر قضیۀ
می کند. عمل (X,β, µ) اندازة فضاي بر که باشد میانگین پذیر و توپولوژیک Gگروهی کنیم فرض نقطه اي) ارگودیک (قضیۀ .٢. ١٠ قضیه

داریم f ∈ L١(µ) هر براي صورت این در باشد. تعدیل شده و فولنر دنبالۀ {Fn}n∈N کنید فرض به علاوه

lim
n→∞

A(Fn, f)(x) =

∫
X
f dµ.

می دهیم. نمایش P (x) با را است x شامل که P از یکتا عضو آنگاه ،x ∈ X و بوده (X,β, µ) از اندازه پذیر افرازي P اگر .٢. ١١ تذکر
می دهیم قرار ،F ⊂ G اگر به علاوه

PF =
∨
g∈F

g−١P,

یعنی؛ است، افرازها تلفیق معناي به ∨ آن در که

P ∨Q = {A ∩B : A ∈ P , B ∈ Q}.
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می دهیم قرار ε > ٠ هر و F ⊂ G هر براي .٢. ١٢ تعریف

b(F, ε, P ) := min
{
| C | : C ⊂ PF , µ(

∪
C) > ١− ε

}
.

می شود تعریف زیر صورت به µ به نسبت P افراز آنتروپی اکنون

hµ(P ) := lim
ε→٠

lim
n→∞

log(b(F, ε, P ))

| Fn |
,

است. G در فولنر دنبالۀ {Fn}n∈N آن در که

.[۵] است میلان-بریمن شانون-مک قضیۀ از تعمیمی زیر قضیۀ

عمل (X,β, µ) اندازة فضاي بر ارگودیک به طور که باشد میانگین پذیر Gگروهی و Xبوده از متناهی افرازي P کنید فرض .٢. ١٣ قضیه
داریم: x ∈ X هر تقریباً براي صورت این در باشد. تعدیل شده فولنري دنبالۀ {Fn}n⩾١ کنید فرض می کند.

lim
n→∞

− logµ(PFn(x))

|Fn|
= hµ(P).

میانگین پذیر گروه هاي عمل براي آنتروپی هستۀ ٣

فضاي یک X کنید فرض مقاله، این ادامۀ در می پردازیم. میانگین پذیر گروه یک عمل براي آنتروپی هستۀ مفهوم معرفی به قسمت این در
اندازه پذیر افرازي نیز P و می کند عمل (X,βX) بر که باشد میانگین پذیر گروه G کنید فرض به علاوه باشد. بورل σ-جبر ،βX و متریک

.|Fn+١| ⩾ |Fn| که به گونه اي باشد G در تعدیل شده و فولنر دنباله اي {Fn}n⩾١ و µ ∈M(G,X) همچنین باشد. X از

می دهیم قرار ،n ∈ N و x, y ∈ X براي .٣. ١ تعریف

τn(x, y,P) = lim sup
m→∞

١
|Fm|

|{g ∈ Fm : y ∈ g−١PFn(x)},

و

τ∗n(x, y,P) =

− ١
|Fn| log τn(x, y,P) τn(x, y,P) ̸= ٠

٠ τn(x, y,P) = ٠
.

موجود تعمیم یافته حقیقی عدد یک به عنوان آن حد بنابراین است، صعودي {τ∗n(x, y,P)}n≥١ دنبالۀ که دید می توان به سادگی
است. بامعنا زیر تعریف بنابراین است.

دهید قرار X از P افراز و x, y ∈ X براي .٣. ٢ تعریف

IG(x, y) = lim
n→∞

τ∗n(x, y,P).

می نامیم. X بر G عمل اطلاعات تابع را IG : X ×X → [٠,∞] تابع

می کنیم. مطرح را قطري اندازة مفهوم ،IG اطلاعات تابع خاصیت مهم ترین اثبات و بیان از قبل

به µ قطري اندازة صورت این در باشد. µ ارگودیک تجزیۀ µ =
∫
E(G,X)mdτ(m) و µ ∈ M(G,X) کنید فرض .٣. ٣ تعریف

می شود تعریف صورت این

diag(µ)(D) =

∫
M(G,X)

(m×m)(D)dτ(m) =

∫
E(G,X)

(m×m)(D)dτ(m).

آنگاه ،µ ∈ E(G,X) اگر خاص، به طور همچنین می شود. تعریف X × X حاصلضربی فضاي بر قطري اندازة که کنید توجه
کنیم. اثبات و بیان را مقاله اصلی قضیۀ تا آماده ایم اکنون .diag(µ) = µ× µ
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داریم فوق فرض تحت به علاوه .IG ∈ L١(X ×X,µ× µ) اگر تنها و اگر hµ(P) <∞ ،P افراز براي .۴ .٣ قضیه

||IG||L١(X×X,diag(µ)) = hµ(P).

براي صورت این در .n ∈ N و x, y ∈ X کنید فرض .diag(µ) = µ× µ صورت این در .µ ∈ E(G,X) کنید فرض ابتدا اثبات.
داریم: ٢. ١٣ قضیه به توجه با y ∈ X هر تقریباً

τn(x, y,P) = lim sup
k→∞

١
|Fk|

|{g ∈ Fk : y ∈ g−١PFn(x)}|

= lim sup
k→∞

١
|Fk|

∑
g∈Fk

χg−١PFn (x)(y)

= lim sup
k→∞

١
|Fk|

∑
g∈Fk

χPFn (x)(gy)

= lim sup
k→∞

A(Fk, χPFn (x)(y)

=

∫
X
χPFn (x)(y)dµ(y)

= µ(PFn(x)).

داریم: y ∈ X هر تقریباً براي پس

τ∗n(x, y,P) = − logµ(PFn(x))

|Fn|
.

داریم: x, y ∈ X هر تقریباً براي از این رو
lim
n→∞

τ∗n(x, y,P) = hµ(P).

x, y ∈ X هر تقریباً براي بنابراین
IG(x, y) = hµ(P).

که می دهد نتیجه به سادگی فوق رابطۀ

||IG||L١(X×X,diag(µ)) = ||IG||L١(X×X,µ×µ) = hµ(P). (١)

قطري اندازة صورت این در باشد. µ ارگودیک تجزیۀ µ =
∫
E(G,X)mdτ(m) و µ ∈ M(X,G) کنید فرض کلی حالت در اکنون

از: است عبارت µ
diag(µ) =

∫
E(G,X)

m×mdτ(m).

داریم: ([٢٢] (مرجع ژاکوب قضیۀ و (١) رابطه به توجه با اکنون

||IG||L١(X×X,diag(µ)) =

∫
X×X

IGd(diag(µ))

=

∫
E(G,X)

(∫
X×X

IGdm×m

)
dτ(m)

=

∫
E(G,X)

hm(P)dτ(m) = hµ(P).

می شود. کامل اثبات و
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