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Extended Abstract

Introduction

C∗-dynamical systems are introduced and studied as a generalization of classical dynamical systems.
In particular, ergodic theory as an approach with analysis taste to dynamical systems is studied in the
framework of C∗-dynamical systems [1–4, 7, 8, 11].

The concepts like invariant measures [18], Birkhoff ergodic theorem [5] and von-Neumann ergodic
theorem [16, 17] are formulated and studied for C∗-dynamical systems. Also, there are some other
concepts such as the entropy, in classical dynamical systems [9, 15], which are extended toC∗-dynamical
systems. They generalize the corresponding concepts in the classical case.

In the classical ergodic theory for dynamical systems, invariant and ergodic measures play very im-
portant roles. These measures are applied in the formulation of ergodic theorems [5, 16–18], the intro-
duction of entropy [9, 15] and pressure [13, 19, 21] for dynamical systems. They are also applied in the
thermodynamic formalism of dynamical systems [14].

In the theory of C∗-dynamical systems, the concepts of state and invariant state correspond to prob-
ability and invariant measures for classical dynamical systems. They are applied to define the entropy of
a C∗-dynamical system [6].

In this paper, the concept of ergodic state is given and then, using the concept of a lift map, the
structure of invariant states is studied and connected to ergodic states.

Conclusion

In this paper, the following definitions and results are applied. One may see [10] for more discussions.

Definition 0.1. Let A be a C∗-algebra with the unit element 1 ∈ A. For a ∈ A, the spectrum of a is
defined by

spec(a) := {λ ∈ C : λ · 1− a is not invertible}.

The spectral radius of a is also defined by

r(a) := sup{|λ| : λ ∈ spec(a)}.

Theorem 0.2. We have the following properties:

1. If A is a unital C∗-algebra, then for any a ∈ A, the set spec(a) is non-empty and compact.

2. For every a ∈ A, we have r(a) ≤ ||a||. Indeed

r(a) = lim
n→∞

||an||
1
n .

3. If a∗ = a, then r(a) = ||a||.

Definition 0.3. LetA andB be two C∗-algebras on C. The set of all non-zero homomorphisms ϕ : A →
B is denoted by Hom(A,B). Recall that ϕ : A → B is a homomorphism if

1. ϕ is linear.
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2. ∀a, b ∈ A : ϕ(ab) = ϕ(a)ϕ(b).

Additionally, if ϕ(a∗) = ϕ(a)∗, then ϕ is called a ∗-homomorphism. Finally, if B = C, then we write
Ω(A) = Hom(A,C).

Remark 0.4. If A and B are two C∗-algebras and ρ : A → B is a ∗-homomorphism, then ||ρ|| ≤ 1, that
is ||ρ(a)|| ≤ ||a||, for all a ∈ A.

Remark 0.5. Let A be a commutative unital C∗-algebra and ϕ ∈ Ω(A). Then,

1. ∀a ∈ A, ϕ(a) ∈ spec(a).

2. ||ϕ|| = 1.

3. ∀a ∈ A, ϕ(a∗) = ϕ(a)∗.

Let A∗ be the dual of A, equipped by weak-star topology. Then, Ω(A) ⊂ A∗. In this case, we have
the following proposition.

Proposition 0.6. If A is a commutative unital C∗-algebra, then Ω(A) is compact in weak-star topology
on the unit ball of A∗.

Lemma 0.7. Let a ∈ A. The evaluation map â : Ω(A) → C defined by â(ϕ) := ϕ(a) is continuous with
the range spec(a).

Theorem 0.8. Let A be a commutative unital C∗-algebra. Then, the map Φ : A → C(Ω(A)) defined by
Φ(a) := â is an isometric ∗-isomorphism from A to C(Ω(A)). In other words, A ∼= C(Ω(A)).

C∗-dynamical systems and invariant and ergodic states

In this section, invariant and ergodic states for a C∗-dynamical system are introduced and the structure
of these sets is studied.

Definition 0.9. LetA be aC∗-algebra onC. By aC∗-dynamical system onA, we mean amapα : A → A

such that,

1. α is linear.

2. For every a ∈ A, we have α(a∗) = α(a)∗.

3. For every a, b ∈ A, we have α(ab) = α(a)α(b).

Definition 0.10. Let A be a C∗-algebra on C. A function ω : A → C is called a state, if

1. ω is linear.

2. ω is positive, i.e., for every a ∈ A we have ω(aa∗) ≥ 0.

3. ||ω||op = 1, where || · ||op is the operator norm of ω.

The collection of all of states on a C∗-algebra A is denoted by S(A).

Definition 0.11. Let α : A → A be a C∗-dynamical system. A state ω : A → C is called α-invariant if
ω ◦ α = ω. The collection of all α-invariant states is denoted by S(A,α).
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Remark 0.12. Let A∗ be the dual of the C∗-algebra A. Then S(A) and S(A,α) are weak∗ compact
convex subsets of the unit ball of A∗.

Definition 0.13. An α-invariant state ω is called α-ergodic, if for any a ∈ A, the relation α(a) = a

implies â = c, where c is a constant.

The collection of allα-ergodic states is denoted bySe(A,α). It is obvious that,Se(A,α) ⊂ S(A,α) ⊂
S(A).

We have the following theorem.

Theorem 0.14. Let ω ∈ S(A). Then, there exists a unique positive probability measure µω on Borel
subsets of Ω(A) such that

g(ω) =

∫
Ω(A)

gdµω, ∀g ∈ C(Ω(A)).

Corollary 0.15. The map I : S(A) → M1(Ω(A)) defined by I(ω) := µω is affine and bijective. So,
there is a one-to-one correspondence between the elements of S(A) andM1(Ω(A)).

Definition 0.16. Let Φ : A → C(Ω(A)) be the isomorphism as in Theorem 0.8. For a C∗-dynamical
system α : A → A, the lift map α̃ : C(Ω(A)) → C(Ω(A)) is defined by α̃ := Φ ◦ α ◦ Φ−1.

Definition 0.17. Let α : A → A be a C∗-dynamical system and α̃ be the corresponding lift map. The
collection of all probability measures µ on Borel σ-algebra of Ω(A) such that∫

Ω(A)
α̃(g)dµ =

∫
Ω(A)

gdµ, ∀g ∈ C(Ω(A))

is denoted by M(A, α̃). Also, the collection of all measures µ ∈ M(A, α̃) such that, given any g ∈
C(Ω(A)), the equality α̃(g) = g implies g = c, µ.a.e, where c is a constant, is denoted by E(A, α̃).

Lemma 0.18. 1. ω ∈ S(A,α) if and only if µω ∈ M(A, α̃).

2. ω ∈ Se(A,α) if and only if µω ∈ E(A, α̃).

Note that, applying the proof of Theorem 6.10 in [20], one may easily see that, the set of extreme
points ofM(A, α̃) is E(A, α̃). We have the following theorem for the states.

Theorem 0.19. The set of extreme points of S(A,α) is Se(A,α).

Theorem 0.20. (Choquet) Suppose that Y is a compact convex metrizable subset of a locally convex
space E, and that x0 ∈ Y . Then there exists a probability measure τ on Y which represents x0 and is
supported by the extreme points of Y , i.e., Φ(x0) =

∫
Y Φdτ for every continuous linear functional Φ on

E, and τ(ext(Y )) = 1.

See [12] for a proof of Choquet’s theorem.
The following result is a direct consequence of Choquet’s theorem [12].

Corollary 0.21. For any ω ∈ S(A,α), there exists a unique probability measure σ on Borel sets of
S(A,α) such that σ(Se(A,α)) = 1 and∫

Ω(A)
fdµω =

∫
Se(A,α)

(∫
Ω
fdµν

)
dσ(ν).

١٢٢



کاربردها و اندازه جبرهاي
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مقدمه ١

.[١١ ،٨ ،٧ ،۴–١] گرفته اند قرار مطالعه مورد و شده معرفی کلاسیک دینامیکی دستگاه هاي از تعمیمی به عنوان دینامیکی ∗C-دستگاه هاي

توجه مورد نیز دینامیکی ∗C-دستگاه هاي چارچوب در دینامیکی، دستگاه هاي به آنالیز طعم با رویکردي به عنوان ارگودیک نظریۀ خاص، به طور
دینامیکی دستگاه هاي -C∗ براي [١٧ ،١۶] نیومن فون و [۵] بیرخوف ارگودیگ قضایاي و [١٨] پایا اندازة مانند مفاهیمی گرفته اند. قرار
دینامیکی دستگاه هاي -C∗ براي نیز [١۵ ،٩] دینامیکی دستگاه هاي آنتروپی مانند مفاهیمی به علاوه، گرفته اند. قرار مطالعه مورد نیز
نظریۀ در هستند. دینامیکی دستگاه هاي نظریۀ در آن ها با متناظر مفاهیم از تعمیمی مفاهیم، این گرفته اند. قرار مطالعه مورد و شده تعریف
فرمول بندي در اندازه ها این می کنند. بازي مهمی بسیار نقش ارگودیک و پایا اندازه هاي دینامیکی، دستگاه هاي براي ارگودیک کلاسیک
ترمودینامیکی صورت بندي همچنین و [٢١ ،١٩ ،١٣] توپولوژیک فشار و [١۵ ،٩] آنتروپی مفهوم معرفی ،[١–١٨۶ ،۵] ارگودیک قضایاي
با متناظر پایا حالت هاي و حالت مفهوم دینامیکی، ∗C-دستگاه هاي نظریۀ در می کنند. بازي مهمی نقش [١۴] دینامیکی دستگاه هاي

.[۶] است گرفته قرار مطالعه مورد و شده معرفی دینامیکی ∗C-دستگاه یک آنتروپی مفهوم آن ها، کمک به و شده  معرفی پایا اندازه هاي
ارگودیک حالت هاي با آن ها ارتباط و پایا حالت هاي مجموعۀ  ساختار بالابر، نگاشت کمک به ارگودیک، حالت مفهوم معرفی ضمن مقاله، این در

می دهیم. قرار مطالعه مورد را

مقدماتی مفاهیم ٢

و است C بر ∗C-جبر یک A مقاله، این تمام در می پردازیم. مقاله این در استفاده مورد مقدماتی مفاهیم یادآوري و معرفی به بخش این در
مراجعه کرد. [۶] مرجع به می توان بخش این مقدماتی مفاهیم مورد در مفصل تر بحث دیدن براي است. بازگشت عمل همان ∗ : A → A

از: است عبارت a طیف ،a ∈ A هر براي باشد. ١ ∈ A واحد عنصر با C بر ∗C-جبر یک A کنیم فرض .٢. ١ تعریف

Spec(a) := {λ ∈ C | نیست وارون پذیر λ.١− a}.

از است عبارت نیز a طیفی شعاع
r(a) := sup{|λ| | λ ∈ Spec(a)}.

برقرارند. زیر خواص

آنگاه باشد، واحد داراي ∗C-جبر یک A اگر .٢. ٢ قضیه

است. فشرده و ناتهی Spec(a) ،a ∈ A هر براي .١

.r(a) ≤ ||a|| داریم a ∈ A هر براي .٢

.r(a) = ||a|| آنگاه ،a = a∗ اگر .٣

Hom(A,B) با را φ : A → B غیرصفر همومرفیسم هاي کلیۀ مجموعۀ باشند. C بر ∗C-جبرهایی ،B و A کنیم فرض .٢. ٣ تعریف
هرگاه: می نامیم همومرفیسم یک را φ : A → B که می شویم یادآور می دهیم. نمایش

باشد. خطی φ .١

.φ(ab) = φ(a)φ(b) باشیم، داشته a, b ∈ A هر براي .٢

می نویسیم آنگاه ،B = C اگر نهایت، در می نامیم. ∗-همومرفیسم یک را φ آنگاه ،φ(a∗) = φ(a)∗ اگر به علاوه

Ω(A) = Hom(A,C).

یعنی ||φ|| ≤ ١ آنگاه باشد، ∗-همومرفیسم یک φ : A → B و بوده ∗C-جبر دو B و A اگر .۴ .٢ تذکر

∀a ∈ A : ||φ|| ≤ ||a||.
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آنگاه .φ ∈ Ω(A) و بوده یکدار و جابه جایی ∗C-جبر یک A کنیم فرض .۵ .٢ تذکر

.∀a ∈ A : φ(a) ∈ Spec(a) .١

.||φ|| = ١ .٢

.∀a ∈ A : φ(a∗) = φ(a) .٣

داریم. را زیر گزارة حالت این در و Ω(A) ⊆ A∗ صورت این در باشد. ضعیف-ستاره توپولوژي به مجهز ،A دوگان A∗ کنیم فرض

است. فشرده ،A∗ واحد گوي بر ضعیف-ستاره توپولوژي به نسبت Ω(A) آنگاه باشد، یکدار جابه جایی ∗C-جبر یک A اگر .۶ .٢ گزاره

است. Spec(a) آن برد و است پیوسته â(φ) := φ(a) ضابطۀ با â : Ω(A) → C مقداردهی نگاشت .a ∈ A کنیم فرض .٢. ٧ لم

تابع صورت این در باشد. یکدار و جابه جایی ∗C-جبر یک A کنیم فرض .٢. ٨ قضیه

Φ : A → C(Ω(A)) , a 7→ â

.A ∼= C(Ω(A)) به عبارت دیگر است. C(Ω(A)) بر A از طول پا ∗-ایزومورفیسم یک

ارگودیک و پایا حالت هاي و دینامیکی ∗C-دستگاه هاي ٣

می دهیم. قرار مطالعه مورد را مجموعه ها این ساختار و کرده معرفی دینامیکی ∗C-دستگاه هاي براي را ارگودیک و پایا حالت هاي بخش این در

به گونه اي است α : A → A مانند تابعی ،Aبر دینامیکی ∗C-دستگاه  یک از منظور باشد. C بر ∗C-جبر یک A کنیم فرض تعریف٣. ١.
که:

است. خطی α .١

.α(a∗) = α(a)∗ داریم ،a ∈ A هر براي .٢

.α(ab) = α(a)α(b) داریم a, b ∈ A هر براي .٣

هرگاه: نامیم حالت تابع یک را ω : A → C تابع باشد. C بر ∗C-جبر یک A کنیم فرض .٣. ٢ تعریف

است. خطی ω .١

باشیم: داشته a ∈ A هر براي یعنی باشد، مثبت  ω .٢

ω(aa∗) ≥ ٠

است. خطی تابعک یک به عنوان ω نرم همان ||.||op آن در که ،||ω||op = ١ .٣

می دهیم. نمایش S(A) نماد با را A ∗C-جبر حالت هاي کلیۀ از متشکل مجموعۀ

داشته هرگاه می نامیم α-پایا یک را ω : A → C حالت باشد. دینامیکی ∗C-دستگاه یک α : A → A کنیم فرض .٣. ٣ تعریف
می دهیم. نمایش S(A,α) نماد با را α-پایا حالت هاي کلیۀ مجموعۀ .ω ◦ α = ω باشیم

و A∗ بر ضعیف-ستاره توپولوژي گرفتن نظر در با باشد. A∗ در واحد گوي BA∗ و باشد A ∗C-جبر دوگان A∗ کنیم فرض .۴ .٣ تذکر
که است روشن به علاوه است. فشرده ضعیف-ستاره توپولوژي به نسبت BA∗ واحد گوي باناخ-آلاقلو، قضیۀ به توجه با

S(A,α), S(A) ⊆ BA∗

هستند. نیز فشرده نتیجه در و هستند BA∗ از محدبی و بسته زیرمجموعه هاي S(A,α) و S(A) که دید می توان به سادگی
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است. ثابت â = cte که بگیریم نتیجه α(a) = a رابطۀ از ،a ∈ A هر براي هرگاه نامیم α-ارگودیک را ω α-پایاي حالت .۵ .٣ تعریف
می دهیم. نمایش Se(A,α) نماد با را α ارگودیک حالت هاي کلیۀ از متشکل مجموعۀ

می کند. نظیر اندازه یک A ∗C-جبر بر حالت هر به زیر قضیۀ

که به گونه اي است موجود Ω(A) بورل σ-جبر بر µω یکتاي احتمال مثبت اندازة صورت این در .ω ∈ S(A) کنیم فرض .۶ .٣ قضیه

∀ g ∈ C(Ω(A)) : g(ω) =

∫
Ω(A)

g dµω

است روشن می کنیم. تعریف Lω(g) := g(ω) به صورت را Lω : C(Ω(A)) → C خطی تابعک .ω ∈ S(A) کنیم فرض اثبات.
به علاوه و است خطی Lω که

||Lω||op = sup
||g||=١

|Lω(g)| = sup
||g||=١

|g(ω)| ≤ ١.

بورل σ-جبر بر µω یکتاي اندازة ریس، نمایش قضیۀ طبق اکنون .Lω ∈ (C(Ω(A)))∗ درنتیجه و است کران دار عملگري Lω بنابراین
که: به گونه اي است موجود C(Ω(A))

∀ ∈ C(Ω(A)) : g(ω) = Lω(g) =

∫
Ω(A)

g dµω.

است. مثبت اندازه اي µω درنتیجه و Lω(g) ≥ ٠ آنگاه ،g ≥ ٠ اگر که است روشن

آفین یک به یک تناظر یک بنابراین است. دوسویی و آفین w 7−→ µw ضابطۀ  با I : S(A) −→ M١(Ω(A)) نگاشت .٣. ٧ نتیجه
است. برقرار M١(Ω(A)) اعضاي و S(A) عناصر بین

داریم: w,w′ ∈ S(A) هر و a ∈ A هر براي اثبات.

(λw + (Lλ)w
′)(a) = λw(a) + (١− λ)w′(a)

معادل به طور ∫یا
Ω(A)

âdµλw+(١−λ)w′ = λ

∫
Ω(A)

âdµw + (١− λ)

∫
Ω(A)

âdµw′ =

∫
Ω(A)

âd(λµw + (١− λ)µw′)

که می دهد نتیجه فوق رابطۀ
µλw+(١−λ)w′ = λµw + (١− λ)µw′

است موجود a ∈ A عنصر آنگاه w ̸= w′ و w,w′ ∈ S(A) اگر که چرا است، یک به یک I به علاوه، می دهد. نشان را I بودن آفین که
.µw ̸= µw′ درنتیجه و

∫
Ω(A) âdµw ̸=

∫
Ω(A) âdµw′ پس .w(a) ̸= w(a′) که به گونه اي

است. Φ → C(Ω(A)) پوشایی از مستقیمی نتیجۀ نیز I پوشایی

α : A → A دینامیکی دستگاه -C∗ براي باشد. ٢. ٨ قضیه به مربوط ایزومورفیسم Φ : A → C(Ω(A)) کنید فرض .٣. ٨ تعریف
می کنیم: تعریف زیر به صورت را ∼

α: C(Ω(A)) → C(Ω(A)) بالابر نگاشت
∼
α:= Φ ◦ α ◦ Φ−١.

کلیۀ از متشکل مجموعۀ  باشد. آن متناظر بالابر نگاشت ∼α و بوده دینامیکی ∗C-دستگاه یک α : A → A کنید فرض .٣. ٩ تعریف
که خاصیت این با µ : BC(Ω(A)) → [٠, ١] احتمال اندازه هاي

∀g ∈ C(Ω)) :

∫
Ω(A)

∼
α (g)dµ =

∫
Ω(A)

gdµ

رابطۀ  ،g ∈ C(Ω(A)) هر براي آن در که µ ∈ M(A,
∼
α) اعضاي کلیۀ مجموعۀ به علاوه، می دهیم. نمایش M(A,

∼
α) نماد با را

می دهیم. نمایش E(A,
∼
α) نماد با را ،C(Ω(A)) در g هر تقریباً -µ براي ثابت g = c دهد نتیجه ∼α (g) = g
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داریم w ∈ S(A) هر براي چون .٣. ١٠ نتیجه

C(Ω(A))L
١(µw) = L١(µw)

رابطۀ ∫آنگاه
Ω(A)

gdµw = g(w)

بود. خواهد برقرار نیز C(Ω(A)) بر g کران دار و اندازه پذیر تابع هر براي

.µw ∈ M(A,
∼
α) اگر تنها و اگر w ∈ S(A,α) .١ .٣. ١١ لم

.µw ∈ E(A,
∼
α) اگر تنها و اگر w ∈ Se(A,α) .٢

که بگیرید نظر در چنان را a ∈ A عنصر .g ∈ C(Ω(A)) کنید فرض به علاوه .w ∈ S(A,α) کنید فرض .١ اثبات.
صورت این در .g = â = Φ(a)∫

Ω(A)

∼
α (g)dµw =

∫
Ω(A)

∼
α (Φ(a))dµw =

∫
Ω(A)

Φ(α(a))dµw =

∫
Ω(A)

α̂(a)dµw

= α̂(a)(w) = (w ◦ α)(a) = w(a) = â(w) =

∫
Ω(A)

gdµw.

.µw ∈ M(A,
∼
α) بنابراین

داریم: a ∈ A هر براي .µw ∈ M(A,
∼
α) کنید فرض ∫برعکس

∼
α (â)dµw =

∫
âdµw

معادل: به طور ∫یا
Ω(A)

∼
α (Φ(a))dµw =

∫
Ω(A)

âdµw

درنتیجه و

(woα)(a) = α̂(a)(w) =

∫
Ω(A)

α̂(a)dµw =

∫
Ω(A)

Φ(α(a))dµw

=

∫
Ω(A)

∼
α (Φ(a))dµw =

∫
Ω(A)

âdµw = w(a).

.w ∈ S(A,α) پس w ◦ α = w به عبارت دیگر
طوري را a ∈ A عضو .∼α (g) = g که باشد به گونه اي g ∈ C(Ω(A)) کنید فرض به علاوه .w ∈ Se(A,α) کنید فرض .٢
چون حال .α(a) = a یا و αΦ−١(g) = Φ−١(g) درنتیجه و ΦαΦ−١(g) = g پس .â = Φ(a) = g که بگیرید نظر در
حکم برعکس اخیر اثبات روند کردن برعکس با .µw ∈ E(A,

∼
α) بنابراین همه جا. µw-تقریباً است ثابت â = g پس w ∈ Se(A,α)

می شود. ثابت نیز

.ext(M(A,
∼
α)) = E(A,

∼
α) که داد نشان می توان به سادگی [٢٠] مرجع در ١٠ .۶ قضیه اثبات روش کمک به .٣. ١٢ نتیجه

است. برقرار حالت ها براي نیز زیر قضیۀ

.ext(S(A,α)) = Se(A,α) داریم .٣. ١٣ قضیه

است. برقرار ٣. ١١ لم و I : S(A) → M١(Ω(A)) نگاشت بودن آفین به توجه با حکم اثبات.

این در .x٠ ∈ Y و باشد E محدب موضعاً فضاي از محدب متریک پذیر فشردة زیرمجموعۀ یک Y شوکه) فرض کنید (قضیۀ .١۴ .٣ قضیه
داریم E بر Φ خطی تابعک هر براي و σ(ext(Y )) = ١ که به گونه اي است موجود Y بورل زیرمجموعه هاي بر σ احتمال اندازة  صورت

.Φ(x٠) =
∫
Y Φdσ
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می آید: دست به [١٢] شوکه قضیۀ از زیر نتیجۀ

که به گونه اي است موجود S(A,α) بورل زیرمجموعۀ بر σ احتمال اندازة ،w ∈ S(A,α) هر براي .١۵ .٣ نتیجه
داریم: f : Ω(A) → R کران دار تابع هر براي و σ(Se(A,α)) = ١∫

Ω(A)
fdµw =

∫
Se(A,α)

(∫
Ω(A)

Sdµv

)
dσ(ν).

،Φ(w) =
∫
Ω(A) fdµw ضابطۀ  با Φ : E → C خطی تابعک و Y = S(A,α) و E = A∗ براي را شوکه قضیۀ کافیست اثبات.

بگیریم. نظر در است، کران دار تابعی f آن در که
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