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Extended Abstract

Introduction

Hilbert space frames were originally introduced by Duffin and Schaeffer to deal with some problems
in non-harmonic Fourier analysis [9], [8]. Frames can be viewed as redundant bases which are gener-
alizations of Riesz bases [2], [4], [6], [1], [12],[14]. This redundancy property sometimes is extremely
important in some applications such as signal and image processing, data compression, and sampling
theory.

In recent years, in [13], Kutyniok et al. introduced scalable frames and provided characterizations
for them. Here, we extended this concept to g-frames and applied some of their results to g-frames. We
also consider the Paley-Wiener perturbation of g-frames and obtain some results for scaling operators
that preserve the g-frame property. Moreover, we achieve some results regarding preserving the g-frame
property of a g-frame and its Paley Wiener perturbations.
We recover by the formula

f = S−1S(f) =
∑
j∈J

⟨f, fj⟩S−1fj =
∑
j∈J

⟨f, S− 1
2 fj⟩S− 1

2 fj , (f ∈ H).

It follows that {S− 1
2 fj}j∈J is a Parseval frame. This requires inverting the frame operator which might

be difficult.
Since a frame isA−tight if and only if Sf = Af for all f ∈ H, Parseval frames are the most desirable

since S = I. So we want to alter a frame in a simple manner to make it Parseval.

Conclusion

In this paper, the following definitions and results are stated:

Definition 0.1. A g-frame Λ = {Λj ∈ B(H,Hj) : j ∈ J} for H with respect to {Hj : j ∈ J} is
scalable, if there exist scalars cj ≥ 0, j ∈ J, such that {cjΛj ∈ B(H,Hj) : j ∈ J} is a Parseval
g-frame. If, in addition, cj > 0, for all j ∈ J, then Λ = {Λj ∈ B(H,Hj) : j ∈ J} is said to be
positively scalable. If there exists δ > 0, such that cj ≥ δ, for all j ∈ J , then {Λj ∈ B(H,Hj) : j ∈ J}
is referred to as strictly scalable.

Remark 0.2. We note that we can define scalability for every sequence {xi : i ∈ I} and also for scaling
constants {ci : i ∈ I} ⊆ C, but in frame theory we deal with frames and try to get a reconstruction
formula. Also since for every sequence C = {ci : i ∈ I} ⊆ C

SC(x) = S|C|(x),

for each x ∈ H, then {cixi : i ∈ I} is a frame (Parseval frame) if and only if {|ci|xi : i ∈ I} is a frame
(Parseval frame). Hence we consider ci ≥ 0 for each i ∈ I.

Proposition 0.3. Let Λ = {Λj ∈ B(H,Hj) : j ∈ J} be a g-frame with frame operator SΛ, analysis
operator T ∗

Λ, {cj}j∈J ⊆ R+ and Γ = {cjΛj ∈ B(H,Hj) : j ∈ J}. Then the following conditions are
equivalent:
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(i) Γ is a g-frame.
(ii) ranT ∗

Λ ⊂ domDc and D|ranT ∗
Λ
is ICR.

Moreover, in this case, the g-frame operator of the g-frame Γ is given by

SΓ = TΛDcDcT
∗
Λ,

where TΛDc denotes the closure of the operator TΛDc.

Proposition 0.4. LetΛ = {Λj ∈ B(H,Hj) : j ∈ J} be a g-frame forH. Then Γ = {cjΛj ∈ B(H,Hj) :

j ∈ J} is a g-frame if and only if D|ranT ∗
Λ
is a bounded ICR-operator.

Proposition 0.5. Let Λ = {Λj ∈ B(H,Hj) : j ∈ J} be a g-frame with frame operator SΛ and analysis
operator T ∗

Λ. Consequently, the following conditions are equivalent:

(i) Λ is (positively, strictly) scalable.

(ii) There exists a non-negative (positive, strictly positive, respectively) diagonal operator D in⊕j∈JHj

such that
TΛD(DT ∗

Λ) = IH .

We provide a highly useful implication of Proposition 0.3, which shows that scalability is stable under
unitary transformations.

Corollary 0.6. Let H and K be Hilbert spaces, Λ = {Λj ∈ B(H,Hj) : j ∈ J} be a g-frame and
U ∈ B(K,H) be an isomorphism, i.e., UU∗ = IH and U∗U = IK . Then Λ is scalable if and only if
ΛU = {ΛjU ∈ B(K,Hj) : j ∈ J} is scalable

Definition 0.7. Let {xi : i ∈ I} ⊆ H be a frame for H. We say that {xi : i ∈ I} is a piecewise scalable
frame if there exist orthogonal projectionsP1, ..., Pm onH,which aremutually orthogonal,

∑m
j=1 Pj = I

and scaling constants {a1i , ..., ami : i ∈ I} ⊆ R≥0 such that {a1iP1(xi) + ... + ami Pm(xi) : i ∈ I} is a
Parseval frame. Sometimes we call it P-piecewise, if P := {P1, ..., Pm}.

Throughout the paper, for every j ∈ [m], we take Hj = Pj(H). Note that the scalable frames are
piecewise scalable. It is not difficult to find piecewise scalable frames which are not scalable. For more
details, see [4].

Theorem 0.8. X = {xi : i ∈ I} ⊆ H is piecewise scalable with orthogonal projections P1, ..., Pm and
scaling constants {aji : i ∈ I, j ∈ [m]} if and only if {Pjxi : i ∈ I} is a scalable frame for Hj with
scaling constants {aji : i ∈ I}, for each j ∈ [m] and for every x ∈ H,

∑
i∈I

m∑
k ̸=j,k,j=1

ajia
k
iRe[⟨x, Pjxi⟩⟨x, Pkxi⟩] = 0.

Corollary 0.9. Let X = {xi : i ∈ I} be a piecewise scalable frame with projections P1, ..., Pm. Then
the sequence {Pjxi : i ∈ I, j ∈ [m]} is a scalable frame for H.

Proposition 0.10. LetX = {xi : i ∈ I} be a frame forH . If there exist orthogonal projectionsP1, ..., Pm

onH which are mutually orthogonal
∑

j∈[m] Pj = I and a partition P = {σ1, σ2, ..., σm} of I such that
{Pjxi : i ∈ σj} is a scalable frame for Hj , for each j ∈ [m], then X is piecewise scalable.
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Theorem 0.11. Let {xi : i ∈ I} ⊆ H be a frame for H and Pj be an orthogonal projection on H for
each j ∈ [m] with

∑m
j=1 Pj = I . Then the following statements are equivalent:

(1) {xi : i ∈ I} is a piecewise scalable frame for H with scaling constants {a1i , a2i , ..., ami : i ∈ I}.
(2)

∑
1≤k ̸=j≤m T ∗

kDkDjTj = 0, where Dj is a diagonal operator on ℓ2(I) with diagonal elements
{aji : i ∈ I} for each j ∈ [m].

Theorem 0.12. Let H and K be two separable Hilbert spaces. Then X = {xi : i ∈ I} is a piecewise
scalable frame for H if and only if UX = {Uxi : i ∈ I} is a piecewise scalable frame for K, for every
unitary operator U : H → K.

Proposition 0.13. Let X = {xi : i ∈ I} be a frame for finite-dimensional Hilbert space H . If X is
piecewise scalable with orthogonal projections P1, ..., Pm on H and scaling constants {a1i , a2i , ..., ami :

i ∈ I}, then
dimH =

∑
j∈[m]

dimHj =
∑
j∈[m]

∑
i∈I

(aji )
2∥Pj(xi)∥2.

Proposition 0.14. Let χ = {xi : i ∈ I} be a piecewise scalable unit norm frame for a finite dimen-
sional Hilbert space H with orthogonal projections P1, ..., Pm and scaling constants {a1i , a2i , ..., ami :

i ∈ I}. Then
(i)
∑

i∈I min{(aji )2 : j ∈ [m]} ≤ dim(H),

(ii) dim(H) ≤
∑

i∈I max{(aji )2 : j ∈ [m]}.

Theorem 0.15. Let χ = {xi : i ∈ I} ⊆ H be a frame for H and {yj : j ∈ J} be an A-tight frame for
K. Then, χ is a piecewise scalable frame for H with orthogonal projections P1, ..., Pm and constants
{a1i , ..., ami : i ∈ I} if and only if {xi ⊗ yj : i ∈ I, j ∈ J} is a piecewise scalable frame forH ⊗K with
orthogonal projections P ′

1 = P1 ⊗ IK , ..., P
′
m = Pm ⊗ IK and constants { 1√

A
a1i , ...,

1√
A
ami : i ∈ I}.

Corollary 0.16. Let {xi : i ∈ I} be a λ-tight frame for H . Then {yj : j ∈ J} is a piecewise scalable
frame for K with orthogonal projections Q1, ..., Qm and constants {b1j , ..., bmj : j ∈ J} if and only
if {xi ⊗ yj : i ∈ I, j ∈ J} is a piecewise scalable frame for H ⊗ K with orthogonal projections
IH ⊗Q1, ..., IH ⊗Qm and constants { 1√

λ
b1j , ...,

1√
λ
bmj : j ∈ J}.
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چکیده مقاله اطلاعات

g−قاب ها به را قاب ها مقیاس پذیري مفهوم مقاله، این در
قاب ها −g در را آن ها نتایج از برخی و داد خواهیم تعمیم
نوع این خاص، شرایط یافتن با این، علاوه بر می کنیم. ارائه
خواهیم نشان سرانجام کرد. خواهیم دسته بندي را g−قاب ها

یکریختی هاي و یکانی عملگرهاي تحت مقیاس پذیري که داد
تکه اي قاب هاي این، علاوه بر است. ناوردا هیلبرت فضاي دو بین
می نماییم تعریف دلخواه هیلبرت فضاهاي روي را مقیاس پذیر
فضاهاي در و دلخواه هیلبرت فضاهاي در را نتایج از برخی و
شرط یک ادامه در می دهیم. تعمیم متناهی بعد با هیلبرت
مقیاس پذیر تکه اي قاب هاي مشخصه  سازي براي کافی و لازم
در مفهوم این می شود موجب که شرایطی نهایتاً، می دهیم. ارائه
شود، برقرار دلخواه هیلبرت فضاهاي تانسوري حاصلضرب فضاي

می دهیم. قرار مطالعه مورد را
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١٠٩ هیلبرت فضاهاي روي مقیاس پذیر تکه اي قاب هاي و مقیاس پذیر G-قاب هاي

تعاریف و تاریخچه ١

قرار استفاده مورد و معرفی غیرهمساز هارمونیک آنالیز مسائل از برخی حل در شفر و دافین توسط بار اولین براي هیلبرت فضاهاي در قاب ها
مراجع داد. تعمیم ریس پایه هاي به را آن می توان که هستند، برداري فضاهاي پایه هاي توسیع یافتۀ حقیقت در قاب ها، .[٨] ،[٩] گرفتند
فشرده سازي تصویر، و سیگنال پردازش مانند کاربردي مسائل از برخی حل در قاب ها خاصیت از ببینید. را [١۴] ،[١٢] ،[١] ،[۶] ،[۴] ،[٢]
g−قاب هاي و پارسوال قاب هاي اخیر، سال هاي در می گیرد. قرار استفاده مورد است، بسیاري اهمیت داراي که نمونه گیري نظریۀ و داده ها
مقیاس پذیر قاب هاي [١٣] در همکارانش و کاسازا کوتینیوك، لذا می کنند. ایفا سودمندي و بسزا نقش مخابرات مسائل از بسیاري در پارسوال
خواهیم تعمیم g−قاب ها به را مقیاس پذیري مفهوم مقاله، این در نیز ما دادند. قرار بررسی مورد را آن ها خواص از برخی و کردند معرفی را
خواهیم دسته بندي را g−قاب ها نوع این خاص، شرایط یافتن با این، علاوه بر می کنیم. ارائه قاب ها −g در را آن ها نتایج از برخی و داد
و تعاریف ابتدا است. ناوردا هیلبرت فضاي دو بین یکریختی هاي و یکانی عملگرهاي تحت مقیاس پذیري که داد خواهیم نشان سرانجام کرد.

داشت: خواهیم قاب ها بازسازي فرمول از استفاده با می دهیم. ارائه را g−قاب ها مقیاس پذیري از قضایایی

f = S−١S(f) =
∑
j∈J

⟨f, fj⟩S−١fj =
∑
j∈J

⟨f, S− ١
٢ fj⟩S− ١

٢ fj , (f ∈ H).

که است این کنیم تجزیه وتحلیل به سادگی را قاب یک بتوانیم که راه هایی از یکی است. پارسوال قاب یک {S− ١
٢ fj}j∈J صورت این در که

دست به مواردي در هستیم، قاب عملگر وارون آوردن دست به نیازمند مسائل از برخی در کار این براي و نماییم استفاده بازسازي فرمول از
زیرا می نماییم تبدیل A−تنگ) (قاب پارسوال قاب یک به را آن قاب، عناصر در ضرایبی دادن قرار با لذا می کند. مشکل دچار را ما آن آوردن
زیرا است پارسوال قاب آن، مطلوب تر حالت در یا و Sf = Af ،f ∈ H هر به ازاي اگر تنها و اگر است A−تنگ قاب یک که می دانیم

آمد. وجود به قاب ها مقیاس پذیري مفهوم دلیل همین به .S = I

گویند، مقیاس پذیر g−قاب ،{Hj : j ∈ J} به نسبت را H در Λ = {Λj ∈ B(H,Hj) : j ∈ J} g−قاب یک .١. ١ تعریف
شود. تبدیل پارسوال g−قاب یک به {cjΛj ∈ B(H,Hj) : j ∈ J} به طوري که باشد داشته وجود cj ≥ ٠ j ∈ J هر به ازاي اگر
هر به ازاي که باشد موجود اي δ > ٠ درصورتی که گویند. مثبت مقیاس پذیر g−قاب را آن  ،cj > ٠ j ∈ J هر به ازاي اگر این، علاو ه بر

نامند. مثبت اکیداً مقیاس پذیر قاب −g را {Λj ∈ B(H,Hj) : j ∈ J} ،cj ≥ δ, j ∈ J

بیان {ci : i ∈ I} ⊆ C از ضرایبی با {xi : i ∈ I} مانند دنباله هر براي می توان را مقیاس پذیري تعریف که شود توجه .١. ٢ تذکر
داریم C = {ci : i ∈ I} ⊆ C دنبالۀ هر به ازاي قاب، عملگر تعریف بنابر ولی نمود،

SC(x) = S|C|(x), (x ∈ H).

به ازاي بنابراین باشد. پارسوال) (قاب قاب یک {|ci|xi : i ∈ I} اگر تنها و اگر است پارسوال) (قاب قاب یک {cixi : i ∈ I} درنتیجه
.ci ≥ ٠ می کنیم فرض ، i ∈ I هر

القایی تابعک Λfj کنیم فرض باشد. H در مقیاس پذیر قابی {fj : j ∈ J} و جدایی پذیر هیلبرت فضاي یک H کنیم فرض .١. ٣ مثال
یعنی باشد، fj توسط

Λfjf = ⟨f, fj⟩, (f ∈ H).

است. C به نسبت مقیاس پذیر قاب −g ، {Λfj : j ∈ J} که کرد بررسی می توان به آسانی

g−قاب ضریب هر این، علاوه بر هستند. معادل عضو متناهی تعداد با g−قاب هاي براي مثبت اکیداً و مثبت مقیاس پذیري که است واضح
مثبت ضرایب و |J | < ∞ به طوري که Λ = {Λj ∈ B(H,Hj) : j ∈ J} g−قاب از {cjΛj ∈ B(H,Hj) : j ∈ J} مانند
باشد. ⊕j∈JHj متعامد پایۀ {ej : j ∈ J} کنیم فرض نیفتد. اتفاق است ممکن امر این نامتناهی حالت در است. g−قاب نیز ،cj

قطري عملگر
D = Dc : ⊕j∈JHj → ⊕j∈JHj

می کنیم: تعریف زیر به صورت را c = {cj}j∈J اسکالري دنبالۀ با متناظر

Dc{xj}j∈J = {cjxj}j∈J , {xj}j∈J ∈ domDc,
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آن در که
domDc := {{xj}j∈J ∈ ⊕j∈JHj : {cjxj}j∈J ∈ ⊕j∈JHj},

T خطی عملگر برد و هسته دامنه، .cj ∈ R ،j ∈ J هر به ازاي اگر تنها و اگر است خودالحاق Dc عملگر است. خوش تعریف عملگر یک
فضاي دو بین T بسته برد با و یک به یک خطی، عملگري این، علاوه بر می دهیم. نمایش ranT و kerT ،domT نمادهاي با به ترتیب را
هر به ازاي به طوري که باشد، داشته وجود δ > ٠ به عبارت دیگر، می دهیم. نمایش ICR−عملگر) (یا ICR نماد با به اختصار را K و H
پایین از Dc عملگر اگر همچنین، است. ICR عملگر یک g−قاب، هر تحلیل عملگر که می دانیم .∥Tx∥ ≥ δ∥x∥ ،x ∈ domT

است. ١ یکریختی یک Dc آنگاه باشد، کران دار

.{cj}j∈J ⊆ R+ و g−قاب ،Λ = {Λj ∈ B(H,Hj) : j ∈ J} کنیم فرض .۴ .١ لم
x ∈ H هر به ازاي آنگاه باشد، پارسوال g−قاب ،DcΛ اگر آ)

x =
∑
j∈J

c٢jΛ
∗
jΛj(x).

است. مقیاس پذیر Λ آنگاه باشد، Λ g−دوگان ،{c٢jΛj ∈ B(H,Hj) : j ∈ J} اگر ب)

صورت این در است، پارسوال g−قاب ،{cjΛj ∈ B(H,Hj) : j ∈ J} چون .x ∈ H کنیم فرض آ) اثبات.

x =
∑
j∈J

(cjΛj)
∗(cjΛj)(x) =

∑
j∈J

c٢jΛ
∗
jΛj(x).

آنگاه ،x ∈ H اگر ب)
x =

∑
j∈J

(c٢jΛj)
∗Λj(x) =

∑
j∈J

(cjΛj)
∗(cjΛj)(x).

است. مقیاس پذیر Λ لذا و پارسوال قاب یک {cjΛj ∈ B(H,Hj) : j ∈ J} g−قاب بنابراین

اگر تنها و اگر است c = {cj}j∈J اسکالري دنبالۀ با مقیاس پذیر g−قاب ،Λ باشید، داشته توجه .۵ .١ تذکر
باشد. کران دار c = {cj}j∈J وقتی که باشد Λ دوگان −g ،{c٢jΛj ∈ B(H,Hj) : j ∈ J}

می کنیم. بیان را g−قاب مقیاس پذیري با قطري و تحلیل عملگر قاب، عملگر بین رابطۀ بعدي گزارة در

و {cj}j∈J ⊆ R+ ،T ∗
Λ تحلیل عملگر ،SΛ قاب عملگر با g−قاب ،Λ = {Λj ∈ B(H,Hj) : j ∈ J} کنیم فرض .۶ .١ گزاره

هم ارزند. زیر احکام صورت، این در .Γ := {cjΛj ∈ B(H,Hj) : j ∈ J}
است. g−قاب ،Γ آ)

است. ICR عملگر ،D|ranT ∗
Λ

و ranT ∗
Λ ⊂ domDc ب)

می آید دست به زیر رابطۀ از Γ g−قاب عملگر حالت، این در

SΓ = TΛDcDcT
∗
Λ,

است. TΛDc عملگر بستار نماد TΛDc آن در که

f ∈ H هر براي آنگاه باشد. g−قاب ،Γ کنیم فرض آ) ⇒ (ب اثبات.

T ∗
Γf = {(cjΛj)(f)}j∈J = Dc{Λjf}j∈J = DcT

∗
Λf.

همچنین .T ∗
Γ = DcT

∗
Λ درنتیجه

SΓ = TΓT
∗
Γ = (DcT

∗
Λ)

∗DcT
∗
Λ,

1isomorphism
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(DcT
∗
Λ)

∗ و است چگال ⊕Hj در dom(Dc) دیگر، سوي از است. برقرار (DcT
∗
Λ)

∗ = TΛDc رابطۀ dom(Dc) روي چون
بنابراین است. TΛDc بستار (DcT

∗
Λ)

∗ درنتیجه است. کران دار T ∗
Γ = DcT

∗
Λ پس است، کران دار عملگري

SΓ = TΛDcDcT
∗
Λ.

است. ICR ،T ∗
Λ بنابراین است، g−قاب ،Λ چون باشد. ICR−عملگر ،Dc|ranT ∗

Λ
و ranT ∗

Λ ⊆ domDc کنیم، فرض ب) ⇒ (آ
می توان است، ICR−عملگر ،Dc|ranT ∗

Λ
چون و است کران دار عملگر Dc|ranT ∗

Λ
بسته گراف قضیۀ بنابر است. بسته برد با به خصوص،

به طوري که دارند وجود A′
, B

′
> ٠ ثابت هاي که گرفت نتیجه

A
′∥g∥ ≤ ∥Dcg∥ ≤ B

′∥g∥, (g ∈ ranT ∗
Λ).

آنگاه باشند، {Λj ∈ B(H,Hj) : j ∈ J} قاب −g کران هاي B ،A اگر

A∥f∥٢ ≤ ∥T ∗
Λf∥٢ ≤ B∥f∥٢, (f ∈ H).

داریم: f ∈ H هر به ازاي درنتیجه

AA
′٢∥f∥٢ ≤ A

′٢∥T ∗
Λf∥٢ ≤ ∥DcT

∗
Λ(f)∥٢

≤ B
′٢∥T ∗

Λf∥٢ ≤ BB
′٢∥f∥٢, (f ∈ H).

لذا
AA

′٢∥f∥٢ ≤ ∥T ∗
Γ(f)∥٢ ≤ BB

′٢∥f∥٢, (f ∈ H).

این علاوه بر است. g−قاب ،Γ آن دنبال به و

SΓ = (DcT
∗
Λ)

∗(DcT
∗
Λ) = TΛDcDcT

∗
Λ.

صورت این در باشد. {Hj : j ∈ J} به نسبت H در g−قاب یک ،Λ = {Λj ∈ B(H,Hj) : j ∈ J} کنید فرض .١. ٧ گزاره
باشد. کران دار ICR عملگر یک Dc|ranT ∗

Λ
اگر تنها و اگر است g−قاب یک Γ = {cjΛj ∈ B(H,Hj) : j ∈ J}

f ∈ H هر براي درنتیجه باشد. A,B > ٠ کران هاي با قاب −g ،Λ کنیم فرض اثبات.
√
A∥f∥ ≤ ∥T ∗

Λf∥ ≤
√
B∥f∥.

f ∈ H هر به ازاي آنگاه باشد، A′
, B

′
> ٠ کران هاي با g−قاب ،Γ اگر

√
A′∥f∥ ≤ ∥T ∗

Γf∥ = ∥DcT
∗
Λ(f)∥ ≤

√
B′∥f∥.

f ∈ H هر براي پس
√
A′

√
B

∥T ∗
Λ(f)∥ ≤

√
A′∥f∥ ≤ ∥DcT

∗
Λ(f)∥

≤
√
B′

√
A

∥T ∗
Λ(f)∥,

است. کران دار ICR عملگر یک D|ranT ∗
Λ

بنابراین
f ∈ H هر به ازاي به طوري که دارند وجود A′′

, B
′′
> ٠ ثابت هاي آنگاه باشد، کران دار عملگر −ICR ،D|ranT ∗

Λ
اگر برعکس،

A
′′∥T ∗

Λ(f)∥ ≤ ∥DcT
∗
Λ(f)∥ = ∥T ∗

Γ(f)∥ ≤ B
′′∥T ∗

Λf∥.
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درنتیجه

A
′′√

A′∥f∥ ≤ A
′′∥T ∗

Λ(f)∥ ≤ ∥T ∗
Γ(f)∥

≤ B
′′∥T ∗

Λ(f)∥ ≤ B
′′√

B′∥f∥,

می آید. دست به نتیجه و

هیلبرت فضاهاي در کلی حالت در آن اثبات و بیان که می کنیم، بیان مقیاس پذیري براي را بدیهی به ظاهر هم ارز شرط یک اکنون ما
نیست. آسان تفکیک پذیر دلخواه

صورت، این در باشد. T ∗
Λ تحلیل عملگر و SΛ قاب عملگر با قاب −g ،Λ = {Λj ∈ B(H,Hj) : j ∈ J} کنیم فرض .١. ٨ گزاره

هستند. هم ارز زیر گزاره هاي
است. مثبت) اکیداً (مثبت، مقیاس پذیر g−قاب ،Λ آ)

به طوري که دارد وجود ⊕j∈JHj در D مثبت) اکیداً (مثبت، نامنفی قطري عملگر ب)

TΛD(DT ∗
Λ) = IH .

بنابراین باشد. {cj}j∈J ⊂ R+ اسکالرهاي دنبالۀ با مقیاس پذیر g−قاب Λ کنیم فرض آ) ⇒ (ب اثبات.
و ranT ∗

Λ ⊂ domDc ،۶ .١ گزاره بنابر درنتیجه، است. پارسوال g−قاب ،Γ = {cjΛj ∈ B(H,Hj) : j ∈ J}
پس است، همانی عملگر پارسوال، g−قاب عملگر چون است. Γ g−قاب عملگر SΓ = TΛDc(DcT

∗
Λ)

TΛDc(DcT
∗
Λ) = IH .

به طوري که باشد، ⊕j∈JHj در نامنفی قطري عملگري D کنیم، فرض ب) ⇒ (آ

TΛDc(DcT
∗
Λ) = IH .

عملگري T ∗
Λ پس است g−قاب یک Λ چون که می دانیم .ranT ∗

Λ ⊂ domD به خصوص، است. تعریف قابل H روي DT ∗
Λ آنگاه

است کران دار عملگري DT ∗
Λ پس است کران دار پایین از D |ranT ∗

Λ
و کران دار عملگري D همچنین است کران دار نیز پایین از و کران دار

است. کران دار پایین از و
دیگر سوي از

∥x∥٢ = ⟨x, x⟩ = ⟨(TΛD)∗(DT ∗
Λ)x, x⟩ = ∥DT ∗

Λx∥٢, (x ∈ H).

است. ICR عملگري DT ∗
Λ درنتیجه است. ایزومتري DT ∗

Λ پس
قاب −g ،Γ = {cjΛj}j∈J که می شود نتیجه ۶ .١ گزاره از .D = Dc به طوري که باشد، نامنفی اسکالري دنبالۀ {cj}j∈J کنیم فرض

است. پارسوال g−قاب Γ درنتیجه است. SΓ = IH قاب عملگر با
است. مشابه به طور Λ مقیاس پذیري اکیداً و مثبت اثبات هاي

است. پایا یکانی تبدیلات تحت مقیاس پذیري می دهد نشان که می دهیم، ارائه ۶ .١ گزاره از مفید بسیار نتیجۀ یک

U ∈ B(K,H) و باشد g−قاب ،Λ = {Λj ∈ B(H,Hj) : j ∈ J} و هیلبرت فضاي دو K و H کنیم فرض .١. ٩ نتیجه
اگر تنها و اگر است مقیاس پذیر g−قاب Λ آنگاه .U∗U = IK و UU∗ = IH یعنی باشد، یکانی عملگري

باشد. مقیاس پذیر g−قاب ΛU = {ΛjU ∈ B(K,Hj) : j ∈ J}

داریم: لذا است، T ∗
ΛU = T ∗

ΛU, ،ΛU تحلیل عملگر چون باشد. D قطري عملگر با H در مقیاس پذیر g−قاب یک Λ کنیم فرض اثبات.

(TΛUD)(DT ∗
ΛU ) = (U∗TΛD)(DT ∗

ΛU)

= U∗(TΛD)(DT ∗
Λ)U

= U∗U

= IK .
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است. مقیاس پذیر ΛU درنتیجه
به این ترتیب ،Λ = (ΛU)U∗ چون و است یکریختی یک U∗ آنگاه باشد، یکریختی یک U اگر که کنیم توجه است کافی برعکس،

می آید. دست به حکم

هیلبرت فضاهاي در مقیاس پذیر تکه اي قاب هاي ٢

در را نتایج از برخی و نموده اند تعریف [۴] مقاله در Rn فضاهاي روي را مقیاس پذیر تکه اي قاب هاي مفهوم بار اولین براي همکارانش و کاسازا
را نتایج این از تعدادي و نماییم تعریف دلخواه هیلبرت فضاهاي روي را مفهوم این کرده ایم تلاش بخش این در نیز ما آوردند. دست به فضا این
مشخصه سازي براي کافی و لازم شرط یک ادامه در و دهیم تعمیم متناهی بعد با هیلبرت فضاهاي در به خصوص دلخواه، هیلبرت فضاهاي در
هیلبرت فضاهاي تانسوري حاصلضرب فضاي در مفهوم این می شود موجب که را شرایطی نهایتاً، می دهیم. ارائه مقیاس پذیر تکه اي قاب هاي
P١, ..., Pm متعامد تصویر عملگر متناهی تعداد براي مقیاس پذیر تکه اي قاب تعریف اکنون می دهیم. قرار مطالعه مورد را شود برقرار دلخواه

می کنیم. بیان را m ≥ ٢ آن در که

متعامد تصویر عملگرهاي هرگاه گویند، مقیاس پذیر تکه اي قاب را آن باشد. H در قاب یک {xi : i ∈ I} کنید فرض .٢. ١ تعریف
ضرایب از زیرمجموعه اي و ،∑m

j=١ Pj = I به طوري که باشند داشته وجود H روي P١, ..., Pm

{a١i , ..., a
m
i : i ∈ I} ⊆ R≥٠

به طوري که باشند، موجود

{a١iP١(xi) + ...+ ami Pm(xi) : i ∈ I}

.P := {P١, ..., Pm} هرگاه گویند ١ P-مقیاس پذیر را آن  گاهی باشد. H روي پارسوال قاب یک

مقیاس پذیر تکه اي مقیاس پذیر، قاب هاي می شود مشاهده .Hj = Pj(H) می دهیم قرار ،j ∈ [m] هر به ازاي بخش، این کل در
نیست. برقرار آن عکس می دهد نشان که است، شده زده بیشتر جزئیات با ،[۴] مقاله در مثال هایی درحالی که هستند.

نمود. خواهیم ارائه ادامه در را بخش این اصلی نتیجۀ

{aji : i ∈ I, j ∈ [m]} مقیاس ضرایب و P١, ..., Pm متعامد تصویر با مقیاس پذیر تکه اي X = {xi : i ∈ I} ⊆ H .٢. ٢ قضیه
هر به ازاي و باشد {aji : i ∈ I} مقیاس ضرایب با Hj در مقیاس پذیر قاب {Pjxi : i ∈ I} ،j ∈ [m] هر به ازاي اگر تنها و اگر است

x ∈ H∑
i∈I

m∑
k ̸=j,k,j=١

ajia
k
iRe[⟨x, Pjxi⟩⟨x, Pkxi⟩] = ٠.

{aji : i ∈ I, j ∈ [m]}مقیاس ضرایب ,P١و ..., Pm متعامد تصاویر با مقیاس پذیر تکه اي قاب {xi : i ∈ I} کنیم فرض (⇒ اثبات.
(قاب قاب یک متعامد تصویر چون است. H روي پارسوال قاب {a١iP١xi + ...+ ami Pmxi : i ∈ I} صورت این در باشد. H روي

داشت: خواهیم ،j ∈ [m] هر به ازاي و است پارسوال) (قاب قاب یک پارسوال)،

Pj(a
١
iP١xi + ...+ ajiPjxi + ...+ ami Pmxi) = ajiPjxi,

است. پارسوال قاب {ajiPjxi : i ∈ I} ،j ∈ [m] هر به ازاي بنابراین

1P−piecewise
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داریم: ،x ∈ H هر به ازاي همچنین

∥x∥٢ =
∑
i∈I

|
m∑
j=١

⟨x, ajiPj(xi)⟩|٢

=
∑
i∈I

m∑
j=١

|⟨x, ajiPj(xi)⟩|٢ + ٢
∑
i∈I

∑
١≤j<k≤m

ajia
k
iRe

(
⟨x, Pjxi⟩⟨x, Pkxi⟩

)

=
m∑
j=١

∑
i∈I

|⟨x, ajiPj(xi)⟩|٢ + ٢
∑
i∈I

∑
١≤j<k≤m

ajia
k
iRe

(
⟨x, Pjxi⟩⟨x, Pkxi⟩

)

=

m∑
j=١

∥Pjx∥٢ + ٢
∑
i∈I

∑
١≤j<k≤m

ajia
k
iRe

(
⟨x, Pjxi⟩⟨x, Pkxi⟩

)
.

∑درنتیجه
i∈I

∑
١≤j<k≤m

ajia
k
iRe

(
⟨x, Pjxi⟩⟨x, Pkxi⟩

)
= ٠.

داشت: خواهیم فوق، اثبات روند به توجه با .x ∈ H کنیم فرض (⇐

∑
i∈I

∣∣∣∣∣∣
m∑
j=١

⟨x, ajiPjxi⟩

∣∣∣∣∣∣
٢

=
m∑
j=١

∥Pj(x)∥٢ + ٢Re

(∑
i∈I

∑
١≤j<k≤m

⟨x, ajiPjxi⟩⟨x, aki Pkxi⟩

)
= ∥x∥٢,

می شود. کامل اثبات به این ترتیب

دنبالۀ آنگاه باشد. P١, ..., Pm متعامد تصاویر با مقیاس پذیر تکه اي قاب X = {xi : i ∈ I} کنید فرض .٢. ٣ نتیجه
است. H مقیاس پذیر قاب {Pjxi : i ∈ I, j ∈ [m]}

پارسوال قاب یک {∑m
j=١ a

j
iPjxi : i ∈ I} به طوري که دارند، وجود {a١i , ..., ami : i ∈ I} ثابت ضرایب مفروضات، بنابر اثبات.

٢. ٢ قضیه بنابر و است H
m∑
j=١

∑
i∈I

|⟨x, ajiPjxi⟩|٢ = ∥x∥٢.

است. H مقیاس پذیر قاب {Pjxi : j ∈ [m], i ∈ I} دنبالۀ درنتیجه

می دهیم. تعمیم دلخواه هیلبرت فضاهاي به را [۴] مرجع در ،٣. ٢ فرع اکنون

به طوري که باشند موجود H روي P١, ..., Pm متعامد تصاویر اگر باشد. H قاب یک X = {xi : i ∈ I} کنید فرض .۴ .٢ گزاره
مقیاس پذیر قاب {Pjxi : i ∈ σj} j ∈ [m] هر به ازاي که باشد I از P = {σ١, σ٢, ..., σm} افراز یک و ،∑j∈[m] Pj = I

است. مقیاس پذیر تکه اي قاب X آنگاه باشد، Hj

این در است. Hj پارسوال قاب یک {ajiPj(xi) : i ∈ σj} .{aji : i ∈ σj} ⊆ R≥٠ ،j ∈ [m] هر به ازاي کنید فرض اثبات.
است. Hj پارسوال قاب یک {ajiPjxi : i ∈ I} دنبالۀ ،j ∈ [m] هر به ازاي و aji = ٠ می دهیم قرار i ∈ I \ σj هر به ازاي صورت

داشت خواهیم i ∈ I ،j ̸= k, j, k ∈ [m] هر به ازاي اکنون

ajia
k
i = ٠.

آمد. خواهد دست به نتیجه ،٢. ٢ قضیه بنابر

است توسیع قابل H روي Tj صورت این در باشد. {Pjxi : i ∈ I} تحلیل عملگر Tj کنید فرض j ∈ [m] هر به ازاي اکنون
.Tj = ٠ باشیم داشته Hk روي ،k ̸= j هر به  ازاي هرگاه
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زیر احکام آنگاه باشد. H روي متعامد تصویر Pj ،j ∈ [m] هر به ازاي و H قاب یک {xi : i ∈ I} ⊆ H کنید فرض .۵ .٢ قضیه
هستند: معادل

است. {a١i , a٢i , ..., ami : i ∈ I} مقیاس ضرایب با H مقیاس پذیر تکه اي قاب {xi : i ∈ I} (١)
{aji : i ∈ I} قطري عناصر با ℓ٢(I) روي قطري عملگر Dj ،j ∈ [m] هر به ازاي آن در که ،∑١≤k ̸=j≤m T ∗

kDkDjTj = ٠ (٢)
است.

درنتیجه است. T =
∑m

j=١DjTj به صورت {ajiPj(xi) : i ∈ I, j ∈ [m]} تحلیل عملگر که می دانیم اثبات.
و T ∗ =

∑m
j=١ T

∗
j Dj

T ∗T =

(
m∑
k=١

T ∗
kDk

) m∑
j=١

DjTj


=

m∑
j=١

T ∗
j D

٢
jTj +

∑
١≤k ̸=j≤m

T ∗
kDkDjTj .

آنگاه است، H روي پارسوال قاب یک {ajiPj(xi) : i ∈ I, j ∈ [m]} چون (١) ⇒ (٢)

S = IH =
m∑
j=١

T ∗
j D

٢
jTj +

∑
١≤k ̸=j≤m

T ∗
kDkDjTj

=
m∑
j=١

IPj(H) +
∑

١≤k ̸=j≤m

T ∗
kDkDjTj .

.∑١≤k ̸=j≤m T ∗
kDkDjTj = ٠ درنتیجه

می آید. دست به نتیجه ،S = IH اگر به وضوح (٢) ⇒ (١)

می شود. حفظ هیلبرت فضاهاي روي یکانی عملگرهاي تحت قاب ها مقیاس پذیر تکه اي خاصیت که داد خواهیم نشان بعدي قضیۀ در

است H مقیاس پذیر تکه اي قاب یک X = {xi : i ∈ I} آنگاه باشند. جدایی پذیر هیلبرت فضاي دو K و H کنید فرض .۶ .٢ قضیه
باشد. K مقیاس پذیر تکه اي قاب یک UX = {Uxi : i ∈ I} ،U : H → K یکانی عملگر هر به ازاي اگر تنها و اگر

ثابت ضرایب با P١, P٢, ..., Pm متعامد تصاویر با H مقیاس پذیر تکه اي قاب یک X = {xi : i ∈ I} ⊆ H کنید فرض اثبات.
صورت این در ،Qj = UPjU

∗ ،j ∈ [m] هر به ازاي اگر باشد. U : H → K دلخواه یکانی عملگر و {a١i , a٢i , ..., ami : i ∈ I}
داریم: y ∈ K هر به ازاي است. K روي متعامد تصویر یک Qj هر درنتیجه .Q∗

j = Q٢
j = Qj∑

i∈I

∑
j∈[m]

|⟨y, ajiQj(Uxi)⟩|٢ =
∑
i∈I

∑
j∈[m]

|⟨U∗y, ajiPj(xi)⟩|٢

= ∥U∗(y)∥٢ = ∥y∥٢,

است. مقیاس پذیر قاب تکه اي UX درنتیجه
.X = U∗(UX) دهیم قرار است کافی لذا است یکریختی نیز U∗ آنگاه باشد، یکریختی U اگر که می دانیم برعکس،

نرم با قاب یک را X .∥xj∥ = ∥xk∥ ،j, k ∈ I هر به ازاي هرگاه گویند، برابر نرم با قاب یک را X = {xi : i ∈ I} دنبالۀ
.∥xj∥ = ١ ،j ∈ I هر به ازاي هرگاه نامند، واحد

تصاویر با مقیاس پذیر تکه اي قاب X اگر باشد. متناهی بعد با H هیلبرت فضاي قاب یک X = {xi : i ∈ I} کنید فرض .٢. ٧ گزاره
آنگاه باشد، {a١i , a٢i , ..., ami : i ∈ I} ثابت ضرایب و P١, ..., Pm متعامد

dimH =
∑
j∈[m]

dimHj =
∑
j∈[m]

∑
i∈I

(aji )
٢∥Pj(xi)∥٢.
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آنگاه باشد، H پارسوال قاب {fi : i ∈ I} و متناهی بعد با هیلبرت فضاي یک H اگر که می دانیم ∑اثبات.
i∈I

∥fi∥٢ = dim(H).

پارسوال قاب {P (gi) : i ∈ I} آنگاه باشد، H روي متعامد تصویر P : H → H و پارسوال قاب {gi : i ∈ I} اگر همچنین
داریم: j ∈ [m] هر به ازاي زیرا است. K = P (H)Pj(

∑
j∈[m]

aki Pk(xi)) : i ∈ I

 = {ajiPj(xi) : i ∈ I}

بنابراین است. Hj = Pj(H) پارسوال ∑قاب
i∈I

∥ajiPj(xi)∥٢ = dim(Hj).

∑درنتیجه
j∈[m]

∑
i∈I

∥ajiPj(xi)∥٢ =
∑
j∈[m]

dimHj = dim(H).

به طوري که باشد H متناهی بعد با هیلبرت فضاي واحد نرم با مقیاس پذیر تکه اي قاب یک X = {xi : i ∈ I} کنید فرض .٢. ٨ قضیه
آنگاه باشد. {a١i , a٢i , ..., ami : i ∈ I} ثابت ضرایب و P١, ..., Pm متعامد تصاویر ∑با

i∈I min{(aji )٢ : j ∈ [m]} ≤ dim(H) الف)
.dim(H) ≤

∑
i∈I max{(aji )٢ : j ∈ [m]} ب)

می دهیم قرار i ∈ I هر به ازاي اثبات.
ci = min{(aji )

٢ : j ∈ [m]}

و
ℓi = max{(aji )

٢ : j ∈ [m]}.

لذا است، Hj پارسوال قاب {ajiPj(xi) : i ∈ I} j ∈ [m] هر به ازاي چون ∑الف)
k∈I

(aji )
٢∥Pj(xi)∥٢ = dimHj .

j ∈ [m] ،i ∈ I هر به ازاي چون

١ = ∥xi∥٢ =
∑
j∈[m]

∥Pj(xi)∥٢, dimH =
∑
j∈[m]

dimHj ,

∑آنگاه
i∈I

ci ≤
∑
i∈I

∑
j∈[m]

(aji )
٢∥Pj(xi)∥٢ ≤

∑
i∈I

li

می شود. کامل اثبات و

ادامه در است. قاب یک هیلبرت، فضاي در دلخواه قاب دو تانسوري حاصلضرب که دادند نشان ،[١١] مقاله در ب.خسروي و ا.خسروي
می کنیم. اثبات و بیان را قاب ها تانسوري حاصلضرب در مقیاس پذیر تکه اي کافی و لازم شرط یک

X آنگاه باشد. K A−تنگ قاب یک {yj : j ∈ J} و H قاب X = {xi : i ∈ I} ⊆ H کنید فرض .٢. ٩ قضیه
اگر تنها و اگر است {a١i , a٢i , ..., ami : i ∈ I} مقیاس ضرایب و P١, ..., Pm متعامد تصاویر با H مقیاس پذیر تکه اي قاب یک
با P ′

١ = P١ ⊗ IK , ..., P
′
m = Pm ⊗ IK متعامد تصاویر با H ⊗K مقیاس پذیر تکه اي قاب یک {xi ⊗ yj : i ∈ I, j ∈ J}

باشد.
{

١√
A
a١i , ...,

١√
A
ami : i ∈ I

}
مقیاس ضرایب



١١٧ هیلبرت فضاهاي روي مقیاس پذیر تکه اي قاب هاي و مقیاس پذیر G-قاب هاي

{
∑m

j=١ a
j
iPj(xi) : i ∈ I} همچنین و { ١√

A
yj : j ∈ J} پس است. A−تنگ قاب یک {yj : j ∈ J} چون (⇒) اثبات.

که می کند ایجاب [١١] در به دست آمده نتایج صورت این در هستند. H پارسوال }قاب هاي
m∑
l=١

aliPl(xi)⊗
١√
A
yj : i ∈ I, j ∈ J

}

بنابراین باشد. H ⊗K در پارسوال قاب }یک
m∑
l=١

١√
A
aliP

′
l (xi ⊗ yj) : i ∈ I, j ∈ J

}

است. H ⊗K مقیاس پذیر تکه اي قاب یک {xi ⊗ yj : i ∈ I, j ∈ J} درنتیجه است. H ⊗K در پارسوال قاب
بنابراین باشد. K در y ̸= ٠ و x ∈ H کنید فرض (⇐)

∥x∥٢∥y∥٢ = ∥x⊗ y∥٢ =
m∑
l=١

∑
i∈I

∑
j∈J

١
A
(ali)

٢|⟨x, Pl(xi)⟩|٢|⟨y, yj⟩|٢

= ∥y∥٢
m∑
l=١

∑
i∈I

(ali)
٢|⟨x, Pl(xi)⟩|٢.

درنتیجه

∥x∥٢ =
m∑
l=١

∑
i∈I

(ali)
٢|⟨x, Pl(xi)⟩|٢.

است. فوق اثبات شبیه زیر نتیجۀ اثبات

تصاویر با K مقیاس پذیر تکه اي قاب {yj : j ∈ J} صورت این در باشد. H λ-تنگ قاب یک {xi : i ∈ I} کنید فرض .٢. ١٠ نتیجه
تکه اي قاب یک {xi ⊗ yj : i ∈ I, j ∈ J} اگر تنها و اگر است {b١j , ..., bmj : j ∈ J} مقیاس ضرایب با و Q١, ..., Qm متعامد

باشد.
{

١√
λ
b١j , ...,

١√
λ
bmj : j ∈ J

}
مقیاس ضرایب و IH ⊗Q١, ..., IH ⊗Qm متعامد تصاویر با H ⊗K مقیاس پذیر
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