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Extended Abstract

Introduction

Let H be a separable Hilbert space. A sequence {fi}∞i=1 in H is a frame for H if there exist constants
0 < A ≤ B < ∞ such that

A∥f∥2 ≤
∞∑
i=1

|⟨f, fi⟩|2 ≤ B∥f∥2, ∀f ∈ H.

If only the right-hand side inequality is required, it is called a Bessel sequence. It is called a tight frame
if there is a constant A > 0 such that

∞∑
i=1

|⟨f, fi⟩|2 = A∥f∥2.

It is called a Parseval frame if A = 1. It is called a frame sequence if it is a frame for its closed linear
span.

Two Bessel sequences {fi}∞i=1 and {gi}∞i=1 are called dual frames if

f =

∞∑
i=1

⟨f, fi⟩gi =
∞∑
i=1

⟨f, gi⟩fi ∀f ∈ H.

A sequence {fi}∞i=1 inH is called a Riesz sequence forH if there exist constants 0 < A ≤ B < ∞ such
that

A

∞∑
i=1

|ci|2 ≤
∥∥∥ ∞∑

i=1

cifi

∥∥∥2 ≤ B

∞∑
i=1

|ci|2,

for all {ci}∞i=1 ∈ ℓ2(N), where A and B are called Riesz bounds. It is called a Riesz basis for H if
span{fi}∞i=1 = H.

If {fi}∞i=1 is a Riesz basis, it is well known that {fi}∞i=1 has a unique dual Riesz basis. In the other
words, there exists a unique Riesz basis {f̃i}∞i=1 such that

⟨fi, f̃j⟩ = δi,j, i, j ∈ N.

If {fi}∞i=1 has Riesz bounds A,B, then the dual Riesz sequence has bounds 1
B , 1

A .

Frames in Hilbert spaces were introduced by Duffin and Schaeffer [6] in 1952, when they were study-
ing some problems in nonharmonic Fourier series. Frameswere popularized after thework ofDaubechies,
Grossmann andMeyer [5] where the theory of frames was related to wavelets and Gabor systems. Indeed,
after this work, frames were studied widely and deeply, particularly in the more specialized context of
wavelet frames and Gabor frames, which are two key tools in signal processing, image processing, data
compression, and sampling.

Let g be a function in L2(R) and a, b be two positive constants. The collection {EmbTnag}m,n∈Z

where Embf(x) = e2πimbxf(x) and Tnaf(x) = f(x − na) is called a Gabor frame in L2(R) if it is a
frame for the Hilbert space L2(R).

Gabor frames, introduced by D. Gabor in 1946, have been extensively studied. One of the most
important results for Gabor frames is the Ron-Shen duality principle that precisely characterizes Gabor
frames. It states that for every g ∈ L2(R) and a, b > 0 with ab ≤ 1, {EmbTnag}m,n∈Z is a frame with
bounds A,B for L2(R) if and only if { 1√

ab
Em

a
Tn

b
g}m,n∈Z is a Riesz sequence with bounds A,B.
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For generalization of the duality principle from Gabor frames to abstract frame theory, the concept
of R-duality with respect to orthonormal bases is defined as follows:
Let (ej)j∈N and (hi)i∈N be orthonormal bases for a separable Hilbert spaceH. Let (fi)i∈N be a sequence
such that for every j ∈ N,

∑
i∈N |⟨fi, ej⟩|2 < ∞ and

ωf
j =

∑
i∈N

⟨fi, ej⟩hi.

The sequence (ωf
j )j∈N is called the R-dual sequence of (fi)i∈N with respect to (ej)j∈N and (hi)i∈N.

The R-duality with respect to orthonormal bases is discussed in several papers. In this paper, first, we
consider the concept of R-duality with respect to Riesz bases. In particular, for the Bessel sequences, we
define the concept of R-duality concerning Riesz bases using an anti-linear map. Using this anti-linear
map, we give characterizations of frames and Riesz bases. Also, we give characterizations of frames and
Riesz bases in terms of their R-dual sequences with respect to Riesz bases. We show the relation of the
R-dual sequence of the sum of Bessel sequences and the sum of the R-dual sequence with respect to Riesz
bases. Also, we give some characterizations for sums of frames and sums of Riesz bases. In addition, we
generalize some of the results in [1].

Conclusion

The main results of this paper are:

Definition 0.1. Let (fi)i∈I be a Bessel sequence forH and (hi)i∈I be a Riesz basis. Define the anti-linear
operator M : H → H by

M(f) =
∑
i∈I

⟨fi, f⟩hi. (0.1)

M is a well-defined and bounded anti-linear operator on H. Its adjoint M∗ is an anti-linear operator
and

M∗f =
∑
i∈I

⟨hi, f⟩fi.

Theorem 0.2. Let (ej)j∈I and (hi)i∈I be Riesz bases forH, (fi)i∈I be a sequence such that
∑

i∈I |⟨fi, ej⟩|2 <
∞ for every j ∈ I and (ωf

j )j∈I be the R-dual sequence of (fi)i∈I with respect to (ej)j∈I and (hi)i∈I .
Then (fi)i∈I is a frame in H if and only if (ωf

j )j∈I is a Riesz sequence in H.

Theorem 0.3. Let (ej)j∈I and (hi)i∈I be Riesz bases forH, (fi)i∈I be a sequence such that
∑

i∈I |⟨fi, ej⟩|2 <
∞ for every j ∈ I and (ωf

j )j∈I be the R-dual sequence of (fi)i∈I with respect to (ej)j∈I and (hi)i∈I .
Then, the following statements are equivalent:

1. (fi)i∈I is a Riesz basis in H.

2. (ωf
j )j∈I is a Riesz basis in H.

Proposition 0.4. Let (fi)i∈I and (gi)i∈I be Bessel sequences for H and (ωf
j )j∈I and (ωg

j )j∈I be the R-
dual sequences of (fi)i∈I and (gi)i∈I with respect to Riesz bases (ej)j∈I and (hi)i∈I , respectively. Then
(ωf

j + ωg
j )j∈I is the R-dual sequence of (fi + gi)i∈I with respect to Riesz bases (ej)j∈I and (hi)i∈I .

٩۴



Corollary 0.5. With the assumptions of Proposition 0.4,

1. (fi + gi)i∈I is a frame if and only if (ωf
j + ωg

j )j∈I is a Riesz sequence.

2. (fi + gi)i∈I is a Riesz basis if and only if (ωf
j + ωg

j )j∈I is a Riesz basis.

Example 0.6. LetH be a separable Hilbert space and let {ei}∞i=1 be an orthonormal basis forH. Define
T : H → H as follows:

T (ej) =

2ej , j = 2k,

ej , j = 2k + 1.

It is easy to see that for each x ∈ H

∥x∥ ≤ ∥Tx∥ ≤ 2∥x∥. (0.2)

Also, span{T (ei)}i∈I = H. Thus, {fi}i∈I = {T (ei)}i∈I is a Riesz basis for H.

Consider the following Riesz bases:

{zi}i∈I = {e1, 3e2, e3, e4, ...},

and
{hi}i∈I = {2e1, e2, e3, e4, ...}.

A simple calculation implies that the R-dual of {fi}i∈I with respect to {zi}i∈I and {hi}i∈I is

{ωf
j }j∈I = {2e1, 6e2, e3, 2e4, e5, 2e6, e7, 2e8, ...},

which is a Riesz basis for H.

Lemma 0.7. Let (fi)i∈I be a Bessel sequence for H with the synthesis operator Tf . Let (ωf
j )j∈I be the

R-dual of (fi)i∈I with respect to Riesz bases (ei)i∈I and (hi)i∈I . Then h ∈ (span{ωf
j : j ∈ I})⊥ if and

only if (⟨hi, h⟩)i∈I ∈ kerTf .

Proposition 0.8. Let (fi)i∈I be a frame sequence for H, (ei)i∈I be a Riesz basis and (hi)i∈I be an
orthonormal basis for H. Let (ωf

j )j∈I be the R-dual of (fi)i∈I with respect to Riesz bases (ei)i∈I and
(hj)j∈I . Then (ωf

j )j∈I is a frame sequence for H.

Proposition 0.9. Let (fi)i∈I be a Bessel sequence with bound A1 and frame operator Sf and M be
defined as (0.1). Let (ei)i∈I and (hi)i∈I be Riesz bases for H. Then the following statements hold.

1. If (ei)i∈I is an orthonormal basis forH and Sω is the frame operator of (ωf
j )j∈I , thenMM∗ = Sω.

2. If (hi)i∈I is an orthonormal basis for H, then
(a)M∗M = Sf .

(b)
∥∥∥∑j∈I ajω

f
j

∥∥∥2 =∑i∈I |⟨f, fi⟩|2, where f =
∑

j∈I ajej .
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٩٧ جدایی  پذیر هیلبرت فضاهاي در R-دوگان ها برحسب قاب ها ساختارسازي

مقدمه ١

آن در که {EmbTnag}m,n∈Z خانوادة صورت، این در باشند. مثبت عدد دو a, b و L٢(R) در تابع یک g کنیم فرض
هیلبرت فضاي براي قاب یک آن اگر می شود نامیده گابور قاب یک Tnaf(x) = f(x − na) و Embf(x) = e٢πimbxf(x)

باشد. L٢(R)
مراجع نمونه براي گرفتند، قرار مطالعه مورد وسیع به طور و شدند معرفی [٩] مرجع در ١ گابور توسط ١٩۴۶ سال در گابور قاب هاي

کنید. مشاهده را [١٠ ،٧]
را گابور قاب هاي دقیقاً که کنید) ملاحظه را [١١] (مرجع است ٢ شن رن- دوگانی اصل گابور، قاب هاي مورد در مهم نتایج از یکی
قاب یک {EmbTnag}m,n∈Z صورت این در ،ab ≤ ١ با a, b > ٠ ،g ∈ L٢(R) اگر که می کند بیان واقع، در می کند. ساختارسازي

باشد. A,B کران هاي با ریس دنبالۀ یک { ١√
ab
Em

a
Tn

b
g}m,n∈Z اگر فقط و اگر است L٢(R) براي A,B کران هاي با

متعامدیکه پایه هاي به نسبت R-دوگان یک مفهوم ،H هیلبرت فضاي در قاب ها به L٢(R) در گابور قاب هاي از اصل این تعمیم براي
شد. معرفی [١] در

H در دنباله یک {fi}i∈N کنیم فرض همچنین Hباشند. هیلبرت فضاي براي متعامدیکه پایه هاي {hi}i∈N و {ej}j∈N کنیم فرض
،ωf

j :=
∑

i∈N⟨fi, ej⟩hi می کنیم تعریف صورت این در .∑i∈N |⟨fi, ej⟩|٢ < ∞ باشیم داشته ،j ∈ N هر به ازاي به طوري که باشد
می شود. نامیده {hi}i∈N و {ej}j∈N متعامد یکه پایه هاي به نسبت {fi}i∈N R-دوگان یک {ωf

j }j∈N دنبالۀ و
و [١٢] ،[۴] ،[٣] ،[٢] ،[١] مقالات است، گرفته قرار توجه مورد زیادي مقالات در متعامدیکه پایه هاي به نسبت R-دوگانی مفهوم

کنید. ملاحظه را [١٣]
عملگر یک از استفاده با بسل، دنباله هاي براي به ویژه می کنیم. تمرکز ریس پایه هاي به نسبت R-دوگان ها مفهوم روي مقاله این در
مورد در را نتایجی عملگر ها نظریۀ تکنیک هاي از استفاده با می کنیم. تعریف را آن R-دوگان دنبالۀ ([١٣] مرجع در (تعریف شده مزدوج خطی

می آوریم. دست به R-دوگان ها

مقدمات و تعاریف ٢

می کنیم. یادآوري را نیاز مورد قضایاي و مفاهیم بخش، این در

براي به طوري که باشد H در دنباله اي {fi}i∈I کنیم فرض باشند. H براي ریس پایۀ دو {hi}i∈I و {ej}j∈I کنیم فرض .٢. ١ تعریف
را {ωf

j }j∈I دنبالۀ ،ωf
j :=

∑
i∈I⟨fi, ej⟩hi می کنیم تعریف صورت، این در .∑i∈I |⟨fi, ej⟩|٢ < ∞ باشیم داشته ،j ∈ I هر

می نامیم. {hi}i∈I و {ej}j∈I ریس پایه هاي به نسبت {fi}i∈I R-دوگان یک

مزدوج خطی عملگر صورت، این در باشد. ریس پایۀ یک {hi}i∈I و H در بسل دنبالۀ یک {fi}i∈I کنید فرض .٢. ٢ تعریف
به صورت را M : H → H

M(f) =
∑
i∈I

⟨fi, f⟩hi (٢. ١)

است: زیر به صورت مزدوج خطی عملگر یک M∗ یعنی M الحاقی است. کران دار و خوش تعریف عملگر این می کنیم. تعریف

M∗f =
∑
i∈I

⟨hi, f⟩fi.

عملگر M اگر صورت، این در باشند. H براي ریس پایۀ دو {hi}i∈I و {ej}j∈I بسل، دنبالۀ یک {fi}i∈I کنیم فرض .٢. ٣ ملاحظه
{fi}i∈I R-دوگان یک ،{M(ej)}j∈I پس ωf

j = M(ej) لذا ،M(ej) =
∑

i∈I⟨fi, ej⟩hi آنگاه باشد، (٢. ١) در تعریف شده
است. {hi}i∈I و {ej}j∈I به نسبت

[١۵ ،١] (مراجع دهد نمایش ریس پایه هاي به نسبت R-دوگانش یک برحسب را {fi}i∈I که می کند معرفی را الگوریتمی زیر، قضیۀ
کنید). ملاحظه را

1Gabor
2Ron-Shen



٩٨ ١۴٠٣ ،٢ شماره ،١ دوره کاربردها، و اندازه جبرهاي

j ∈ I هر براي به طوري که باشد H در دنباله اي {fi}i∈I و باشند H براي ریس پایۀ دو {hi}i∈I و {ej}j∈I کنیم فرض .۴ .٢ قضیه
هستند: برقرار زیر شرایط صورت، این در .∑i∈I |⟨fi, ej⟩|٢ < ∞ باشیم داشته

داریم: i ∈ I هر براي (الف)
fi =

∑
j∈I

⟨ωf
j , h̃i⟩ẽj ,

هستند. {hi}i∈I و {ej}j∈I کانونی دوگان هاي به ترتیب {h̃i}i∈I و {ẽj}j∈I آن، در که

است. {ẽj}j∈I و {h̃i}i∈I به نسبت {ωf
j }j∈I R-دوگان یک {fi}i∈I (ب)

عملگر را M و باشند H براي ریس پایۀ دو {ej}j∈I و {hi}i∈I باشد، A کران با بسل دنبالۀ  یک {fi}i∈I کنیم فرض .۵ .٢ قضیه
این در باشد. {ej}j∈I و {hi}i∈I به نسبت {fi}i∈I R-دوگان یک {ωf

j }j∈I کنیم فرض می گیریم. نظر در (٢. ١) در تعریف شده
هستند: معادل زیر گزاره هاي این، علاوه بر است. H در بسل دنبالۀ یک {ωf

j }j∈I صورت،

است. یک به یک M و است بسته ( M (برد R(M) (١)

است. کران دار پایین از M (٢)

است. H براي قاب یک {fi}i∈I (٣)

مزدوج خطی عملگر صورت، این در باشد. H براي ریس پایۀ یک {hi}i∈I و بسل دنبالۀ یک {fi}i∈I کنیم فرض .۶ .٢ قضیه
باشد. ریس پایۀ یک {fi}i∈I اگر فقط و اگر است وارون پذیر ( (٢. ١) در (تعریف شده M : H → H

اصلی نتایج ٣

می دهد. ارائه ریس پایه هاي به نسبت آن R-دوگان برحسب قاب براي ساختارسازي یک زیر قضیۀ

داشته j ∈ I هر براي به طوري که باشد دنباله اي {fi}i∈I و باشند H براي ریس پایۀ دو {ej}j∈I و {hi}i∈I کنید فرض .٣. ١ قضیه
و {hi}i∈I ریس پایه هاي به نسبت {fi}i∈I R-دوگان دنبالۀ {ωf

j }j∈I کنید فرض همچنین .∑i∈I |⟨fi, ej⟩|٢ < ∞ باشیم
باشد. H براي ریس دنبالۀ یک {ωf

j }j∈I اگر فقط و اگر است H براي قاب یک {fi}i∈I صورت این در باشد. {ej}j∈I

عملگر یک M ،۵ .٢ قضیه بنابر صورت این در باشد. (٢. ١) مزدوج خطی عملگر M و باشد H براي قاب یک {fi}i∈I کنید فرض اثبات.
به طوري که دارند وجود A٢ و A١ مثبت ثابت اعداد پس است. کران دار پایین از مزدوج خطی

A١∥f∥٢ ≤ ∥M(f)∥٢ ≤ A٢∥f∥٢ ∀f ∈ H.

داشت: خواهیم بنابراین باشد. I از متناهی زیرمجموعۀ یک F و {ej}j∈I براي ریس کران هاي ٠ < A′
١ ≤ A′

٢ کنید ∥∥∥∥∥∥فرض
∑
j∈F

ajω
f
j

∥∥∥∥∥∥
٢

=

∥∥∥∥∥∥
∑
j∈F

ajM(ej)

∥∥∥∥∥∥
٢

=

∥∥∥∥∥∥M(
∑
j∈F

ajej)

∥∥∥∥∥∥
٢

≤ A٢

∥∥∥∥∥∥
∑
j∈F

ajej

∥∥∥∥∥∥
٢

≤ A٢A
′
٢
∑
j∈F

|aj |٢

است). پایین کران A١A
′
١) است H براي ریس دنبالۀ یک {ωf

j }j∈I درنتیجه
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کنید فرض همچنین باشد. H براي ٠ < A١ ≤ A٢ ریس کران هاي با ریس دنبالۀ یک {ωf
j }j∈I کنید فرض برعکس،

آنگاه ،f ∈ span{ek}k∈I اگر باشند. {hi}i∈I و {ei}i∈I براي ریس کران هاي به ترتیب ٠ < C١ ≤ C٢ و ٠ < B١ ≤ B٢

داشت: خواهیم بنابراین .f =
∑

j∈F cjej به طوري که هستند موجود {cj : j ∈ F} ثابت هاي و I از F متناهی زیرمجموعۀ

∑
i∈I

|⟨fi, f⟩|٢ =
∑
i∈I

∣∣∣∣∣∣
∑
j∈F

⟨fi, cjej⟩

∣∣∣∣∣∣
٢

≤ ١
C١

∥∥∥∥∥∥
∑
i∈I

∑
j∈F

⟨fi, cjej⟩hi

∥∥∥∥∥∥
٢

=
١
C١

∥∥∥∥∥∥
∑
j∈F

cj
∑
i∈I

⟨fi, ej⟩hi

∥∥∥∥∥∥
٢

=
١
C١

∥∥∥∥∥∥
∑
j∈F

cjω
f
j

∥∥∥∥∥∥
٢

≤ A٢

C١

∑
j∈F

|cj |٢

≤ A٢

B١C١

∥∥∥∥∥∥
∑
j∈F

cjej

∥∥∥∥∥∥
٢

=
A٢

B١C١
∥f∥٢.

داشت: خواهیم مشابه اثباتی ∑با
i∈I

|⟨fi, f⟩|٢ ≥
A١

B٢C٢
∥f∥٢.

است. H براي قاب یک {fi}i∈I می شود نتیجه span{ek}k∈I = H چون

،j ∈ I هر براي به طوري که باشد H در دنباله اي {fi}i∈I و باشند H براي ریس پایۀ دو {ej}j∈I و {hi}i∈I کنید فرض .٣. ٢ قضیه
{ej}j∈I و {hi}i∈I به نسبت {fi}i∈I R-دوگان دنبالۀ {ωf

j }j∈I کنید فرض همچنین .∑i∈I |⟨fi, ej⟩|٢ < ∞ باشیم داشته
هستند: معادل زیر عبارت هاي صورت این در باشد.

است. H براي ریس پایۀ یک {fi}i∈I .١

است. H براي ریس پایۀ یک {ωf
j }j∈I .٢

براي است. H براي ریس دنبالۀ یک {ωf
j }j∈I ،٣. ١ قضیه بنابر باشد. H براي ریس پایۀ یک {fi}i∈I کنید فرض .(٢) ⇐ (١) اثبات.

داشته j ∈ I هر براي و h ∈ H کنید، فرض منظور این براي است. کامل H در {ωf
j }j∈I کنیم ثابت است کافی برهان، شدن کامل

داشت: خواهیم j ∈ I هر براي حال .⟨h, ωf
j ⟩ = ٠ باشیم

٠ = ⟨h, ωf
j ⟩ =

⟨
h,
∑
i∈I

⟨fi, ej⟩hi

⟩
=

⟨
ej ,
∑
i∈I

⟨hi, h⟩fi

⟩
.

،i ∈ I هر براي درنتیجه است، H براي ریس پایۀ یک {fi}i∈I اما .∑i∈I⟨hi, h⟩fi = ٠ پس است، کامل H در {ei}i∈I چون
.h = ٠ می شود نتیجه {hi}i∈I بودن کامل از .⟨hi, h⟩ = ٠

کردن کامل براي Hاست. براي قاب یک {fi}i∈I ،٣. ١ قضیه بنابر Hباشد. براي ریس پایۀ یک {ωf
j }j∈I کنید فرض .(١) ⇐ (٢)

{fi}i∈I ازآنجایی که .ci = ٠ داریم i ∈ I هر براي آنگاه ،∑i∈I cifi = ٠ و {ci}i∈I ∈ ℓ٢(I) اگر دهیم نشان است کافی برهان،
که {fi}i∈I = {M١(h̃i)}i∈I ،٢. ٣ ملاحظه بنابر است. H براي بسل دنبالۀ یک نیز {ωf

j }j∈I پس است، H براي بسل دنبالۀ یک
است: زیر به صورت M١ : H → H

M١(g) =
∑
j∈I

⟨ωf
j , g⟩ẽj . (٣. ١)
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می شود نتیجه M١ پیوستگی ∑از
i∈I

cifi = M١

(∑
i∈I

cih̃i

)
= ٠.

هر براي است، H براي ریس پایۀ یک {h̃i}i∈I چون حال .∑i∈I cih̃i = ٠ بنابراین است. وارون پذیر عملگر یک M١ ،۶ .٢ قضیه بنابر
.ci = ٠ می شود نتیجه i ∈ I

دنبالۀ یک {fi}i∈I چون دهیم. ارائه آن براي ساده تري برهان می توانیم باشد، بسل دنبالۀ یک {fi}i∈I اگر ،٣. ٢ قضیه در .٣. ٣ ملاحظه
هر براي باشد. (٣. ١) در تعریف شده مزدوج خطی عملگر M١ کنید فرض است. H براي بسل دنبالۀ یک نیز {ωf

j }j∈I است، H براي بسل
داشت: خواهیم g ∈ H

M١(g) =
∑
j∈I

⟨ωf
j , g⟩ẽj =

∑
j∈I

⟨M(ej), g⟩ẽj =
∑
j∈I

⟨M∗(g), ej⟩ẽj = M∗(g).

چون باشد. وارون پذیر عملگر یک M١ اگر فقط و اگر است H براي ریس پایۀ یک {fi}i∈I ،۶ .٢ قضیه بنابر .M١ = M∗ درنتیجه
یک {ωf

j }j∈I که است این با معادل M وارون پذیري ،۶ .٢ قضیه بنابر بازهم هستند. معادل باهم M و M١ وارون پذیري M١ = M∗

است. H براي ریس پایۀ
می کنیم: تعریف زیر به صورت را T : H → H عملگر باشد. H براي متعامدیکه پایۀ یک {ei}i∈I کنید فرض .۴ .٣ مثال

T (ej) =

٢ej , j = ٢k,

ej , j = ٢k + ١

است: برقرار زیر رابطۀ x ∈ H هر براي
∥x∥ ≤ ∥Tx∥ ≤ ٢∥x∥. (٣. ٢)

ریس پایه هاي اکنون است. H براي ریس پایۀ یک {fi}i∈I = {T (ei)}i∈I دنبالۀ پس .span{T (ei)}i∈I = H همچنین
{zi}i∈I = {e١, ٣e٢, e٣, e۴, ...}

و
{hi}i∈I = {٢e١, e٢, e٣, e۴, ...}

دنبالۀ {hi}i∈I و {zi}i∈I برحسب {fi}i∈I R-دوگان دنبالۀ که دید می توان ساده  اي محاسبات انجام با بگیرید. نظر در را
{ωf

j }j∈I = {٢e١, ۶e٢, e٣, ٢e۴, e۵, ٢e۶, e٧, ٢e٨, ...}

است. H براي ریس پایۀ یک که است
{fi}i∈I R-دوگان هاي به ترتیب {ωg

j }j∈I و {ωf
j }j∈I و باشند H براي بسل دنبالۀ دو {gi}i∈I و {fi}i∈I کنید فرض .۵ .٣ گزاره

به نسبت {fi + gi}i∈I R-دوگان {ωf
j + ωg

j }j∈I صورت این در باشند. {hi}i∈I {ej}j∈I ریس پایه هاي به نسبت {gi}i∈I و
است. {hi}i∈I و {ej}j∈I ریس پایه هاي

ℓ٢(I) از کران دار خطی عملگر یک آن ترکیب عملگر کنیم ثابت است کافی زیرا است. H براي بسل دنبالۀ یک {fi + gi}i∈I اثبات.
{ck} ∈ ℓ٢(I) هر براي باشند. {gi}i∈I و {fi}i∈I براي بسل کران هاي به ترتیب B و A کنید فرض منظور این براي است. H به

داشت: ∑∥∥∥∥∥خواهیم
k∈I

ck(fk + gk)

∥∥∥∥∥ =

∥∥∥∥∥∑
k∈I

ckfk +
∑
k∈I

ckgk

∥∥∥∥∥
≤

∥∥∥∥∥∑
k∈I

ckfk

∥∥∥∥∥+
∥∥∥∥∥∑
k∈I

ckgk

∥∥∥∥∥
≤ (

√
A+

√
B)

(∑
k∈I

|ck|٢
) ١

٢

.
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است. H براي بسل دنبالۀ یک {fi + gi}i∈I بنابراین
داشت: خواهیم j ∈ I هر براي ∑حال

i∈I
⟨fi + gi, ej⟩hi =

∑
i∈I

⟨fi, ej⟩hi +
∑
i∈I

⟨gi, ej⟩hi = ωf
j + ωg

j .

می شود. ثابت حکم درنتیجه

هستند: برقرار زیر نتایج ،۵ .٣ گزاره فرض هاي با .۶ .٣ نتیجه

باشد. H براي ریس دنبالۀ یک {ωf
j + ωg

j }j∈I اگر فقط و اگر است H براي قاب یک {fi + gi}i∈I (١)

باشد. H براي ریس پایۀ یک {ωf
j + ωg

j }j∈I اگر فقط و اگر است H براي ریس پایۀ یک {fi + gi}i∈I (٢)

{hi}i∈I و {ej}j∈I کنید فرض همچنین باشد. Sf قاب عملگر و A١ کران با بسل دنبالۀ یک {fi}i∈I کنید فرض .٣. ٧ گزاره
و {ej}j∈I به نسبت {fi}i∈I دنبالۀ R-دوگان {ωf

j }j∈I اگر شود. تعریف (٢. ١) به صورت M عملگر و باشند H براي ریس پایه هاي
هستند: برقرار زیر عبارت هاي صورت این در باشد، {hj}j∈I

.MM∗ = Sω آنگاه باشد، {ωf
j }j∈I قاب عملگر Sω و باشد H براي متعامدیکه پایۀ یک {ej}j∈I اگر (١)

داشت: خواهیم f =
∑

j∈I ajej فرض با و M∗M = Sf آنگاه باشد، H براي متعامدیکه پایۀ یک {hi}i∈I اگر (٢)∥∥∥∥∥∥
∑
j∈I

ajω
f
j

∥∥∥∥∥∥
٢

=
∑
i∈I

|⟨f, fi⟩|٢.

داریم: ،f ∈ H هر براي اثبات.

Sω(f) =
∑
j∈I

⟨f, ωf
j ⟩ω

f
j =

∑
j∈I

⟨f,M(ej)⟩M(ej)

= M

∑
j∈I

⟨M(ej), f⟩ej


= M

∑
j∈I

⟨M∗f, ej⟩ej

 = MM∗f.

داریم: ،f ∈ H هر براي

M∗M(f) =
∑
l∈I

⟨
hl,
∑
i∈I

⟨fi, f⟩hi

⟩
fl =

∑
l∈I

∑
i∈I

⟨hl, hi⟩⟨f, fi⟩fl

=
∑
i∈I

⟨f, fi⟩fi = S(f).

است: برقرار زیر رابطۀ ،f ∈ H هر براي بنابراین

⟨M∗M(f), f⟩ = ⟨S(f), f⟩.

درنتیجه
∥M(f)∥٢ = ⟨S(f), f⟩ =

∑
i∈I

|⟨f, fi⟩|٢.
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می دهد: نتیجه M پیوستگی ،f =
∑

j∈I ajej اگر ∥∥∥∥∥∥اکنون
∑
j∈I

ajω
f
j

∥∥∥∥∥∥
٢

=

∥∥∥∥∥∥
∑
j∈I

ajM(ej)

∥∥∥∥∥∥
٢

=

∥∥∥∥∥∥M
∑

j∈I
ajej

∥∥∥∥∥∥
٢

= ∥M(f)∥٢

=
∑
i∈I

|⟨f, fi⟩|٢.

دنبالۀ R-دوگان {ωf
j }j∈I کنید فرض همچنین باشد. Tf ترکیب عملگر با H براي بسل دنبالۀ یک {fi}i∈I کنید فرض .٣. ٨ لم

داشته اگر فقط و اگر h ∈ (span{ωf
j : j ∈ I})⊥ صورت این در باشد. {hi}i∈I و {ej}j∈I ریس پایه هاي به نسبت {fi}i∈I

.{⟨hi, h⟩}i∈I ∈ kerTf باشیم

داشت: خواهیم ،j ∈ I هر براي اثبات.

٠ = ⟨h, ωf
j ⟩ = ⟨h,M(ej)⟩ = ⟨ej ,M∗(h)⟩ =

⟨
ej ,
∑
i∈I

⟨hi, h⟩fi

⟩
.

اگر و فقط اگر
⟨
ej ,
∑

i∈I⟨hi, h⟩fi
⟩
= ٠ درنتیجه .span{ei}i∈I = H پس است، H براي ریس پایۀ یک {ej}j∈I چون

.(⟨hi, h⟩)i∈I ∈ kerTf می شود نتیجه این از ,i∈I⟨hi∑و h⟩fi = ٠

{ωf
j }j∈I اگر باشند. H براي متعامدیکه پایۀ یک {hi}i∈I و ریس پایۀ یک {ej}j∈I قاب، دنبالۀ یک {fi}i∈I کنید فرض .٣. ٩ گزاره

است. H براي قاب دنبالۀ یک {ωf
j }j∈I آنگاه باشد، {hj}j∈I و {ej}j∈I به نسبت {fi}i∈I دنبالۀ R-دوگان دنبالۀ

کنید فرض است. H براي بسل دنبالۀ یک {ωf
j }j∈I ،۵ .٢ قضیه بنا بر پس هست، H براي نیز بسل دنبالۀ یک {fi}i∈I چون اثبات.

فرض .{⟨hi, f⟩}i∈I ∈ kerTf
⊥ داریم ٣. ٨ لم بنابر پس است، H براي متعامدیکه پایۀ یک {hi}i∈I چون .f ∈ span(ωf

j )j∈I

داشت: خواهیم صورت این در باشد. {ej}j∈I براي ریس پایین کران B١ و {fi}i∈I براي قاب پایین کران یک D١ ∑کنید
j∈I

|⟨ωf
j , f⟩|

٢ =
∑
j∈I

|⟨M(ej), f⟩|٢ =
∑
j∈I

|⟨M∗(f), ej⟩|٢

≥ B١∥M∗(f)∥٢ = B١

∥∥∥∥∥∑
i∈I

⟨hi, f⟩fi

∥∥∥∥∥
٢

≥ B١D١
∑
i∈I

|⟨hi, f⟩|٢ = B١D١∥f∥٢.

است. H براي قاب دنبالۀ یک {ωf
j }j∈I بنابراین
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