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Extended Abstract

Introduction

A metric space (X, d) is pointed if it carries a distinguished element or base point e. Let (X, dX) and
(Y, dY ) be metric spaces. A map f : X → Y is Lipschitz if

L(f) = sup
x,x′∈X
x ̸=x′

dY (f(x), f(x
′))

dX(x, x′)
< ∞. (0.1)

Suppose that (X, d) is a compact pointed metric space. The collection of all Lipschitz functions f : X →
C with f(e) = 0 is called Lipschitz space and is denoted by Lip0(X). The usual norm on Lip0(X) is
defined by (0.1) which gives a Banach space. The little Lipschitz space, lip0(X), is the closed subspace
of Lip0(X) consists of all functions f : X → C such that

lim
d(x,x′)→0

|f(x)− f(x′)|
d(x, x′)

= 0.

We say that lip0(X) separates the points ofX uniformly if there exists a constant c > 1 such that for
every x, y ∈ X , some f ∈ lip0(X) satisfies L(f) ≤ c and |f(x)− f(y)| = d(x, y). In the general case,
it is possible that lip0(X) does not separate points of X uniformly. For each constant 0 < α < 1 and
metric space (X, d), we denote byXα the same set together with the metric dα and call it Holder metric
space. The Holder space, lip0(Xα) separates the points of X uniformly.

Let (X, d) be ametric space. Amolecule ofX is a functionm : X → Cwhich is supported on a finite
set and which satisfies

∑
x∈X m(x) = 0. For x, y ∈ X define the molecule mxy by mxy = χx − χy .

We denote the set of molecules on X by ae(X) and give it the norm

∥m∥AE = inf

{
k∑

i=1

|ai|d(xi, yi) : m =
k∑

i=1

aimxiyi

}

and we let AE(X) be the completion of the space of molecules onX .
We examine the condition on the underlying metric space (X, d) which implies that lip0(Xα)∗ =

L1(µ) for some measure µ onX . Then we conclude that the space of Holder functions on every compact
pointed space is not predual of L1(µ).

Conclusion

In this paper, the next theorem and corollary are presented:

Theorem 0.1. Let (X, d) be a compact pointedmetric space. The little Lipschitz space, lip0(X) is predual
of L1(µ) and 1

d(x,e)mxe is an extreme point of the closed unit ball of lip0(X)∗ for all x ∈ X \ {e} if and
only if for each x, y ∈ X , d(x, y) = d(x, e) + d(e, y).

Corollary 0.2. The space of Holder functions on a compact pointed metric space with at least two distinct
points of base point is not predual of L1.
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مقدمه ١

فرض نامیم. پایه اي نقطۀ را آن متمایز نقطۀ و گوییم نقطه اي متریک فضاي را آن باشد متمایز نقطۀ یک حاوي (X, d) متریک فضاي اگر
هرگاه نامیم لیپ شیتس را f : X → Y تابع باشند. متریک فضاهاي (Y, dY ) و (X, dX) کنیم

L(f) = sup
x,x′∈X
x ̸=x′

dY (f(x), f(x
′))

dX(x, x′)
< ∞. (١. ١)

f(e) = ٠ که را f : X → C لیپ شیتس توابع تمام گردایۀ باشد. e پایه اي نقطۀ با نقطه اي متریک فضاي یک (X, d) کنیم فرض
را آن که می کند تعریف Lip٠(X) روي نرم یک ،(١. ١) در L(·) تابع می دهیم. نمایش Lip٠(X) نماد با و نامیده لیپ شیتس فضاي
f : X → C توابع همۀ از متشکل Lip٠(X) بستۀ زیرفضاي ،lip٠(X) کوچک، لیپ شیتس فضاي می کند. باناخ فضاي یک به تبدیل

که است

lim
d(x,x′)→٠

|f(x)− f(x′)|
d(x, x′)

= ٠.

تابع ،x, y ∈ X هر به ازاي که شود یافت c > ١ ثابت هرگاه می کند جدا یکنواخت به طور را X نقاط کوچک لیپ شیتس فضاي  گوییم
لیپ شیتس فضاي است ممکن کلی حالت در باشد. موجود |f(x) − f(y)| = d(x, y) و L(f) ≤ c خاصیت با ،f ∈ lip٠(X)

ثابت تابع شامل فقط lip٠(X) اقلیدسی، متر به مجهز X = [٠, ١] متریک فضاي به ازاي نمونه به عنوان نکند. جدا را X نقاط کوچک
هلدر فضاي را آن که است متریک فضاي یک مجدداً (X, dα) ساختار (X, d) متریک فضاي و ٠ < α < ١ ثابت به ازاي بود. خواهد صفر
یکنواخت به طور را X نقاط همواره و می شود نامیده هلدر توابع فضاي lip٠(Xα) به علاوه می دهیم. نمایش Xα با به اختصار و می نامیم
نام ملکول یک ،∑x∈X m(x) = ٠ و است متناهی تکیه گاه داراي که (X, d) متریک فضاي روي m اسکالر-مقدار تابع می کند. جدا

می گیریم. نظر در آن روي را زیر نرم و می دهیم نمایش ae(X) با را X روي ملکول هاي همۀ فضاي دارد.

∥m∥AE = inf

{
k∑

i=١
|ai|d(xi, yi) : m =

k∑
i=١

aimxiyi

}

نرم دار فضاي کامل  شدة از است عبارت ،AE(X) ارنس-ایلز، فضاي .mxy = χx − χy ،x, y ∈ X هر به ازاي آن در که
کند، جدا یکنواخت به طور را X نقاط lip٠(X) و باشد فشرده نقطه اي متریک فضاي یک (X, d) درصورتی که .(ae(X), ∥ · ∥AE)

و آن نرمی دوگان بین هرگاه می شود، نامیده L١(µ) پیش دوگان باناخ، فضاي یک .([١] در ٣. ٣. ٣ (قضیه lip٠(X)∗ = AE(X)

یک آیا که پرسش این دیرباز از و ندارد یگانه پیش دوگان L١(µ) فضاي که می دانیم باشد. موجود طول پا و پوشا خطی، عملگر یک ،L١(µ)

بین ارتباط قضیه اي در نخست مقاله این در بوده است. متعددي ریاضی پژوهش هاي موضوع است، L١(µ) پیش دوگان معین باناخ فضاي
هلدر توابع فضاي می گیریم نتیجه سپس می کنیم. بیان را زمینه متریک فضاي ساختار و کوچک لیپ شیتس فضاي دربارة پرسش این پاسخ

نیست. L١(µ) پیش دوگان فشرده نقطه اي متریک فضاي هر بر

اصلی نتایج ٢

داریم. نیاز می شود مطرح زیر گزارة در که نکته اي به اصلی، قضیۀ اثبات خلال در

این غیر در زیرا است. (X,µ) اندازة فضاي در اتم یک f تکیه گاه آنگاه باشد، L١(µ) یکۀ گوي اکستریم نقطۀ f اگر .٢. ١ ملاحظه
داریم ،t =

∫
E |f |dµ ∈ (٠, ١) گرفتن نظر در با و ٠ < µ(E) < µ(supp(f)) که می شود یافت E ⊂ supp(f) صورت

تناقض در f بودن اکستریم با که f = t(١t fχE ) + (١− t)(١t fχE ) به علاوه .∥ ١
١−tfχsupp(f)\E∥١ = ١ و ∥١

t fχE∥١ = ١
است.

دهیم. ارائِه زیر شرح به را مقاله اصلی قضیۀ می توانیم اکنون

پیش دوگان ،lip٠(X) کوچک، لیپ شیتس فضاي باشد. آن پایه اي نقطۀ e و فشرده متریک فضاي یک (X, d) کنیم فرض .٢. ٢ قضیه
نقطۀ دو هر به ازاي اگر تنها و اگر است lip٠(X)∗ یکۀ گوي اکستریم نقطۀ ١

d(x,e)mxe ،x ∈ X \ {e} نقاط همۀ براي و L١(µ)

.d(x, y) = d(x, e) + d(e, y) ،x, y ∈ X متمایز
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و X روي مثبت اندازة یک µ کنیم فرض ابتدا اثبات.

T : lip٠(X)∗ → L١(µ)

کنیم فرض به علاوه باشد. طول پا }یکریختی
١

d(x, e)
mxe : x ∈ X,x ̸= e

}
⊆ ext(lip٠(X)∗).

.T ( ١
d(x,e)mxe) ∈ ext(L١(µ)) داریم ١

d(x,e)mxe ∈ ext(lip٠(X)∗) و است طول پا یکریختی T چون x ∈ X هر به ازاي
وجود Ex ⊆ X اتم ،∥T ( ١

d(x,e)mxe)∥١ = ١ ازآنجاکه و است (X,µ) اندازة فضاي در اتم یک T (mxe) تکیه گاه ٢. ١ ملاحظه بنابر
که دارد

T (
١

d(x, e)
mxe) =

١
µ(Ex)

χEx
(a.e.).

به این ترتیب هستند. مجزا درنتیجه و متمایز Ey و Ex آنگاه ،x ̸= y اگر ،x, y ∈ X هر به ازاي است، یکریختی T چون که است روشن
،x, y ∈ X \ {e} متمایز نقطۀ دو هر به ازاي

d(x, y) = ∥mxy∥AE
= ∥T (mxy)∥١
= ∥T (mxe)− T (mey)∥١

= ∥d(x, e)
µ(Ex)

χEx
− d(y, e)

µ(Ey)
χEy

∥١

=

∫
X
|d(x, e)
µ(Ex)

χEx
− d(y, e)

µ(Ey)
χEy

|dµ

=

∫
X

d(x, e)

µ(Ex)
χEx

+
d(y, e)

µ(Ey)
χEy

dµ

= d(x, e) + d(e, y).

کنیم فرض برعکس،

d(x, y) = d(x, e) + d(e, y) (x, y ∈ X, x ̸= y).

می کنیم تعریف زیر به صورت X روي را µ اندازة

µ : P (X) → [٠,∞]; µ(E) =

{ ∑
x∈E d(x, e) E ̸= ∅

٠ E = ∅

و m(X) = {z١, · · · , zn} ∪ {٠} که دارند وجود z١, · · · , zn ∈ C \ {٠} تعریف، بنابر m ∈ ae(X) هر به ازاي
متناهی زیرمجموعۀ ∪n

i=١Ei داریم Ei = m−١(zi) دهیم قرار i ∈ {١, · · · , n} هر به ازاي اگر به علاوه، .z١ + · · · + zn = ٠
بنابراین .m =

∑n
i=١ ziχEi

و است X

∥m∥١ =
∫
X
|m|dµ =

n∑
i=١

|zi|µ(Ei)

=
n∑

i=١
|zi|(

∑
x∈Ei

d(x, e)) =
n∑

i=١

∑
x∈Ei

|zi|d(x, e)
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دیگر طرف از و

m =
n∑

i=١
ziχEi

=
n∑

i=١
zi

∑
x∈Ei

χx =
n∑

i=١

∑
x∈Ei

zimxe

لذا

∥m∥AE ≤
n∑

i=١

∑
x∈Ei

|zi|d(x, e) ≤ ∥m∥١. (٢. ١)

نقاط m ∈ ae(X) براي ،∥.∥AE نرم تعریف بنابر بگیریم. نظر در دلخواه را ϵ > ٠ عکس، جهت در بالا نامساوي اثبات براي
و m =

∑k
i=١ aimpiqi که می شوند یافت C در ak, · · · , a١ اعداد و X در qk, · · · , q١, pk, · · · , p١

k∑
i=١

|ai|d(pi, qi) < ∥m∥AE + ϵ.

داشت خواهیم سپس

∥m∥١ =
∫
X
|

k∑
i=١

aimpiqi |dµ

≤
k∑

i=١
|ai|

∫
X
|mpiqi |dµ

=

k∑
i=١

|ai|
∫
X
χpi

+ χqi
dµ

≤
k∑

i=١
|ai|(µ({pi}) + µ({qi}))

≤
k∑

i=١
|ai|(d(pi, e) + d(qi, e))

=
k∑

i=١
|ai|d(pi, qi)

< ∥m∥AE + ϵ.

می گیریم نتیجه به این ترتیب

∥m∥١ ≤ ∥m∥AE. (٢. ٢)

یک داراي لذا است. یکنواخت پیوستۀ به ویژه و طول پا خطی عملگر یک I : ae(X) → L١(µ) همانی نگاشت ،(٢. ٢) و (٢. ١) اساس بر
می کند، حفظ را طول پایی خاصیت Ĩ عملگر می دهیم. نمایش Ĩ با را آن که است AE(X) یعنی ae(X) کامل شدة به پیوسته گسترش
و می کند میل m به ∥.∥AE نرم به نسبت که است موجود {mi}i∈N مانند ae(X) اعضاي از دنباله اي m ∈ AE(X) هر به ازاي زیرا

داشت خواهیم

∥m∥AE = lim
i→∞

∥mi∥AE = lim
i→∞

∥Ĩ(mi)∥١

= ∥ lim
i→∞

Ĩ(mi)∥١ = ∥Ĩ(m)∥١.

با E ⊆ X هر به ازاي هست. نیز پوشا Ĩ می دهیم نشان ادامه در می کند ایجاب را آن برد بودن بسته Ĩ طول پایی که کنیم توجه
نوشت می توان پس است. شمارش پذیر حداکثر E مجموعۀ لذا ،∑x∈E d(x, e) = µ(E) < ∞ داریم µ(E) < ∞ شرط
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مطلق همگراي ∑n∈Nmxne سري AE(X) فضاي در بنابراین .∑n∈N d(xn, e) = µ(E) < ∞ که E = {xn : n ∈ N}
به ویژه است. AE(X) به متعلق χE =

∑
n∈Nmxne لذا است، همگرا درنتیجه و

Ĩ(χE ) = Ĩ(
∑
n∈N

mxne) =
∑
n∈N

Ĩ(mxne) =
∑
n∈N

I(mxne) =
∑
n∈N

mxne = χE

ایجاب را Ĩ پوشایی که است L١(µ) از Ĩ(AE(X)) بستۀ زیرفضاي در مشمول است چگال L١(µ) در که پله اي توابع زیرفضاي بنابراین
درنتیجه و B(x٠, rx٠) ∩ X = {x٠} داریم rx٠ = d(x٠, e) > ٠ به ازاي x٠ ∈ X \ {e} هر به ازاي انتها در می کند.
نقطۀ یک ١

d(x٠,e)
mx٠e می گیریم نتیجه fx٠ = d(x٠, e)χx٠ تابع براي [١] در ٣١. ٣ قضیه بردن کار به با به علاوه χx٠ ∈ lip٠(X)

است. lip٠(X)∗ = AE(X) یکۀ گوي از اکستریم

می شود. بیان زیر نتیجۀ در مقاله اصلی پرسش به پاسخ

نیست. L١(µ) پیش دوگان پایه اي، نقطۀ از متمایز نقطۀ دو حداقل با فشرده نقطه اي متریک فضاي یک روي هلدر توابع فضاي .٢. ٣ نتیجه

دارد، پایه اي نقطۀ از متمایز نقطۀ دو حداقل که ،(X, d) فشرده نقطه اي متریک فضاي روي هلدر توابع فضاي بگیریم خلف فرض اثبات.
داریم ،x, y, z ∈ X متمایز سه نقطۀ هر به ازاي ،٠ < α < ١ چون مقدماتی بررسی یک با که کنیم توجه است. L١(µ) پیش دوگان

d(x, z)α < d(x, y)α + d(y, z)α.

می گیریم نتیجه [١] در ٣٩. ٣ قضیه و [١] در ٣. ٣۴ گزاره از }ازاین رو
١

d(x, e)
mxe : x ∈ X,x ̸= e

}
⊆ ext(lip٠(X

α)∗).

بالا، قضیۀ بنابر لذا

d(x, y)α = d(x, e)α + d(e, y)α (x, y ∈ X, x ̸= y),

تناقض در فرض با که دارد e از متمایز نقطۀ یک حداکثر ،X می گیریم نتیجه واقع در .d(y, e) = ٠ یا d(x, e) = ٠ می کند ایجاب که
است.

می شود. حاصل زیر نتیجۀ اخیر، نتیجۀ برهان در [١] در ٣٩. ٣ قضیه به جاي [١] در ٣٢. ٣ نتیجه بردن کار به با

lip٠(X) آنگاه باشد، دو حداکثر قطر و پایه اي نقطۀ از متمایز نقطۀ دو حداقل با فشرده نقطه اي متریک فضاي یک X اگر .۴ .٢ نتیجه
اگر تنها و اگر است L١(µ) پیش دوگان

d(x, y) = d(x, e) + d(e, y) (x, y ∈ X, x ̸= y).
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