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Extended Abstract

Introduction

The concept of amenability (for discrete groups) originated by J. von Neumann in 1929, as, a discrete
group is amenable if it admits a finitely additive left invariant probability measure. After that formally, it
was introduced for all locally compact groups by M.M. Day. This concept was later extended to Banach
algebras by B. E. Johnson in 1972 and has since grown into a fascinating area of research with applications
in diverse fields, such as abstract harmonic analysis, operator algebras, and ergodic theory. In fact, a
Banach algebraA is said to be amenable if the first cohomology group ofAwith coefficients in every dual
BanachA-bimoduleX∗ is trivial. This notion has been considered as an important cohomological notion
for Banach algebras by many mathematicians. After that many researchers studied the properties of this
notion and the relation with many other cohomological notions. In 2006 Ghahramani et al. introduced the
concept of approximate amenability as a notion weaker than amenability and improved the results related
to amenability. A Banach algebra A is called approximately amenable if every continuous derivation
from A into every dual Banach A-bimodule is approximately inner. They presented many examples to
indicate that approximate amenability is different from amenability. In 2008, Kaniuth, Lau and Pym
by inspiration of left amenability of F -algebras, was done by Lau [12], introduced φ-amenability of
Banach algebras. This notion was studied by many authors and it was proved that φ-amenability has
a near relation to the existence of a bounded approximate identity for kerφ. A net (eα) in A is an
approximate identity for A if ∥aeα − a∥ → a and ∥eαa− a∥ → a, for all a ∈ A. Helemskii in the 1980s
defined biprojective Banach algebras as an important tool in homological notions and investigated any
hereditary properties of this concept, interested readers are referred to his comprehensive book [3]. A
Banach algebra A is called biprojective if there exists a bounded A-bimodule morphism ρ : A → A⊗̂A
such that πA◦ρ(a) = a. After that, some other weaker or stronger notions were defined and investigated.
For example, Zhang in 1999 [23] introduced approximate biprojective Banach algebras. Sahami and
Pourabbas in 2014 [22] by inspiration of φ-amenability introduced φ-biprojective Banach algebras and
studied some properties of this notion. After that extensive research was done on this notion for some
Banach algebras such as group algebras, measure algebras, semigroup algebras and Lipschitz algebras. A
Banach algebra A is called φ-biprojective if there exists a continuous module morphism ρ : A → A⊗̂A
such that φ ◦ πA ◦ ρ(a) = φ(a), for all a ∈ A, where φ is a nonzero bounded multiplicative linear
functional on A. The authors, in [19], introduced the notion of A∗∗-biprojective Banach algebras and
found the relation between this notion with some other cohomological notions. Also, A∗∗-biprojectivity
of certain Banach algebras such as Lipschitz algebras and triangular Banach algebras had been studied. In
this paper, we investigate the relation betweenA∗∗-biprojectivity andφ-amenability. After that we define
the notion of φ-A∗∗-biprojective Banach algebras and we obtain the relation between this notion and
some other cohomological notions. Also, we study φ-A∗∗-biprojectivity of Banach algebras associated
to a locally compact group.

Conclusion

In this paper, the following definitions are stated:
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Definition 0.1. ABanach algebraA is called biprojective if there exists a boundedA-bimodule morphism
ρ : A→ A⊗̂A such that πA ◦ ρ(a) = a.

Definition 0.2. A Banach algebra A is called left φ-amenable if there exists a bounded net (mα) in A
such that

amα − φ(a)mα → 0, φ(mα) → 1,

for all a ∈ A.

Definition 0.3. A Banach algebra A is called A∗∗-biprojective if there exists bounded A-module mor-
phism ρ : A→ A∗∗⊗̂A∗∗ such that for all a ∈ A

πA∗∗ ◦ ρ(a) = κA(a).

Definition 0.4. Let A be a Banach algebra and φ ∈ ∆(A). A is called φ-A∗∗-biprojective if there exists
a net ρ : A→ A∗∗⊗̂A∗∗ such that for all a ∈ A

φ̃ ◦ πA∗∗ ◦ ρ(a) = φ(a).

Also, the next theorems and corollaries are presented:

Theorem 0.5. Let A be a Banach algebra with a left approximate identity. If A is A∗∗-biprojective, then
A is left φ-amenable.

Corollary 0.6. LetG be a locally compact group. If S1(G) is S1(G)∗∗-biprojective, thenG is amenable.

Lemma 0.7. Let |I| ≥ 1 be an index set with the smallest element. Then LO(I, A) is not LO(I, A)∗∗-
biprojective.

Theorem 0.8. Let A be a Banach algebra and φ ∈ ∆(A). If A is φ-inner amenable and φ-A∗∗-
biprojective, then A is left and right φ-amenable.

Theorem 0.9. LetG be a locally compact group and φ ∈ ∆(L1(G)). The algebra L1(G) is φ-L1(G)∗∗-
biprojective if and only if G is amenable.

Theorem 0.10. LetG be a locally compact group and φ ∈ ∆(M(G)). The algebraM(G) is φ-M(G)∗∗-
biprojective if and only if G is amenable and discrete.
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کاربردها و اندازه جبرهاي
٨- ٧١۴ ص ،٢ شماره ،١ دوره ،١۴٠٣ سال

ماکسیمال ایده آل فضاي پایه بر باناخ جبرهاي -دوتصویري A∗∗

B٢ رستمی مهدي ، ١ سهامی امیر

a. sahami@ilam. ac. ir رایانامه: ایران. ایلام، ایلام، دانشگاه ریاضی، علوم دانشکده .١
mross@aut. ac. ir رایانامه: ایران. تهران، امیرکبیر، صنعتی دانشگاه کامپیوتر، علوم و ریاضی دانشکده مسئول، نویسندة .٢

چکیده مقاله اطلاعات

در که را -دوتصویر A∗∗ باناخ جبرهاي مطالعۀ مقاله، این در
با را آن ها ارتباط و می دهیم ادامه شدند، معرفی [١٩] منبع
-دوتصویري A∗∗ می کنیم. بررسی -میانگین پذیري φ مفهوم
مطالعه را مثلثی پایین ماتریسی جبرهاي و سگال جبرهاي
-دوتصویر A∗∗-φ باناخ جبرهاي مفهوم همچنین، می کنیم.
-میانگین پذیري φ و مفهوم این بین رابطۀ و می کنیم معرفی را
این نهایت، در می آوریم. دست به را داخلی -میانگین پذیري φ و
گروهی، جبرهاي مانند خاص باناخ جبرهاي براي جدید، مفهوم

می شود. بررسی مثلثی پایین باناخ جبرهاي و اندازه جبرهاي

مقاله: نوع
پژوهشی مقالۀ

١۴٠٢/١٠/٧ دریافت: تاریخ
١۴٠٣/١/٢٩ بازنگري: تاریخ
١۴٠٣/٣/٣١ پذیرش: تاریخ
١۴٠٣/۵/٣٠ انتشار: تاریخ

کلیدي: کلمات
باناخ، جبر

دوتصویر، -A∗∗-φ
داخلی، میانگین پذیر

گروهی، جبر
اندازه جبر

ریاضی: رده بندي
43A20, 46M10

و اندازه جبرهاي ماکسیمال. ایده آل فضاي پایه بر باناخ جبرهاي -دوتصویري A∗∗ .(١۴٠٣) مهدي. رستمی، امیر.، سهامی، استناد:
.٨- ٧١۴ ،(٢)١ کاربردها،
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قم. دانشگاه ناشر:
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٧۵ ماکسیمال ایده آل فضاي پایه بر باناخ جبرهاي -دوتصویري A∗∗

مقدمه ١

میانگین پذیر گسسته گروه یک آن، در که شد، آغاز ١٩٢٩ سال در نویمان فون ج. توسط گسسته) گروه هاي (براي میانگین پذیري مفهوم
فشردة گروه هاي تمام براي رسمی به طور را مفهوم این دي م. م. آن پس از باشد. موجود چپ پایاي جمعی احتمال اندازة یک هرگاه است
یک به عنوان ازآن پس و شد داده توسیع باناخ جبرهاي براي ١٩٧٢ سال در جانسون ا. ب. توسط مفهوم این بعدها کرد. معرفی موضعی
نظریۀ و عملگرها جبر مجرد، هارمونیک آنالیز ازجمله مختلف شاخه هاي در فراوانی کاربردهاي و گرفت قرار توجه مورد جالب تحقیقاتی موضوع
باناخ -دومدول A هر در ضرایب با A همانستگی گروه اولین هرگاه می شود گفته میانگین پذیر A باناخ جبر واقع، در کرد. پیدا ارگودیک
قرار ریاضیدانان از بسیاري توجه مورد باناخ جبرهاي براي مهم همانستگی خاصیت یک به عنوان بعدها مفهوم این باشد. بدیهی X∗ دوگان
در گرفت. قرار مطالعه مورد همانستگی دیگر مفاهیم از بسیاري با آن ارتباط و مفهوم این خواص مورد در بسیاري تحقیقات آن پس از گرفت.
میانگین پذیري به مربوط نتایج از بسیاري توانستند و کردند معرفی را تقریبی میانگین پذیري ضعیف تر مفهوم همکاران و قهرمانی ٢٠٠۶ سال
درونی دوگان باناخ -دومدول A هر توي به A از پیوسته اشتقاق هر هرگاه می شود نامیده تقریبی میانگین پذیر A باناخ جبر دهند. تعمیم را
و لائو کانیوث، ٢٠٠٨ سال در است. متفاوت میانگین پذیري مفهوم با مفهوم این که دادند نشان متعدد مثال هاي ذکر با آن ها باشد. تقریبی
توسط قبلاً که -جبرها F چپ میانگین پذیري تعریف از الهام با تعریف این که کردند معرفی را باناخ جبرهاي -میانگین پذیري φ مفهوم پیم
یکۀ وجود با نزدیکی رابطۀ -میانگین پذیري φ که شد ثابت و گرفت قرار بسیاري توجه مورد مفهوم این گرفت. شکل بود شده انجام [١٢] لائو
.∥eαa−a∥ → ٠ و ∥aeα−a∥ → ٠ ، a ∈ A هر براي هرگاه گوییم تقریبی یکۀ Aرا در (eα) تور دارد. kerφبراي کران دار تقریبی
باناخ جبرهاي همانستگی در مهم ابزارهاي از یکی به عنوان اکنون به تا که کرد تعریف را دوتصویر باناخ جبرهاي ١٩٨٠ دهه در هلمسکی
داشته وجود ρ : A → A⊗̂A پیوسته -دومدولی A همریختی هرگاه می شود نامیده دوتصویر A باناخ جبر واقع، در می شود. شناخته
قرار بررسی مورد و تعریف نیز بودند مفهوم این از ضعیف تر یا قوي تر که دیگري مفاهیم آن پس از .πA ◦ ρ = idA به طوري که باشد
[٢٢] ٢٠١۴ سال در پورعباس و سهامی کرد. معرفی را تقریبی دوتصویر باناخ جبرهاي [٢٣] ١٩٩٩ سال در ژانگ مثال، به عنوان گرفتند.
آن پس از دادند. قرار بررسی مورد را آن خواص و کردند معرفی را -دوتصویر φ باناخ جبرهاي مفهوم -میانگین پذیري φ تعریف از الهام با
انجام لیپشیتزي جبرهاي و نیم گروهی جبر اندازه، جبر گروهی، جبر ازجمله جبرها از بسیاري براي مفهوم این روي گسترده اي تحقیقات نیز
به طوري که باشد موجود ρ : A → A⊗̂A پیوسته -مدولی A همریختی هرگاه می شود نامیده -دوتصویر φ ،A باناخ جبر پذیرفت.
باناخ جبرهاي مفهوم [١٩] در نویسندگان است. A روي ناصفر کران دار ضربی خطی تابعک یک φ آن در که ،φ ◦ πA ◦ ρ(a) = φ(a)

جبرهاي از برخی -دوتصویري A∗∗ همچنین کردند. مطالعه همانستگی مفاهیم از برخی با را آن رابطۀ و کردند معرفی را -دوتصویر A∗∗

بررسی را -میانگین پذیري φ و ∗∗A-دوتصویري بین ارتباط مقاله این در کردند. بررسی را مثلثی جبرهاي و لیپشیتزي جبرهاي ازجمله باناخ
می آوریم. دست به همانستگی مفاهیم از دیگر برخی با را آن ارتباط و می کنیم تعریف را دوتصویر -A∗∗-φ باناخ جبرهاي سپس می کنیم.

می کنیم. مطالعه موضعی فشردة گروه یک به وابسته جبرهاي براي را مفهوم این همچنین

مقدمات و تعاریف ٢

A یک زیر مدولی اعمال با X∗ یعنی X دوگان فضاي صورت این در باشد. باناخ -دومدول A یک X و باناخ جبر یک A کنید فرض
است: باناخ -دومدول

(a · f)(x) = f(x · a), (f · a)(x) = f(a · x) (a ∈ A, x ∈ X, f ∈ X∗).

است: زیر مدولی اعمال با دومدول -A باناخ یک A⊗̂A صورت این در باشد تصویري تانسوري حاصلضرب فضاي A⊗̂A اگر

a · (b⊗ c) = ab⊗ c, (b⊗ c) · a = b⊗ ca (a, b, c ∈ A)

است: دومدول -A باناخ یک زیر مدولی اعمال با (A⊗̂A)∗ بنابراین

(a · f)(b⊗ c) = f(b⊗ ca),

(f · a)(b⊗ c) = f(ab⊗ c) (a, b, c ∈ A, f ∈ (A⊗̂A)∗).

یک A باناخ جبر روي ناصفر ضربی خطی تابعک  یک به گرفت. نظر در -دومدول A باناخ یک به عنوان را (A⊗̂A)∗∗ می توان مشابه به طور
κA : A → A∗∗ مقاله، این سرتاسر در می دهیم. نمایش ∆(A) نماد با را A روي مشخصه هاي تمام مجموعۀ و می شود گفته مشخصه



٧۶ ١۴٠٣ ،٢ شماره ،١ دوره کاربردها، و اندازه جبرهاي

می شود: تعریف زیر به صورت که است ضربی نگاشت πA : A⊗̂A→ A و طبیعی نشانندة

πA(a⊗ b) = ab (a, b ∈ A).

ضرب ها این واقع در کند. باناخ جبر یک به تبدیل را آن بتواند تا کرد تعریف باناخ جبر یک دوم دوگان روي ضرب دو ١٩۵١ سال در آرنز
داده نمایش ♢ و □ نمادهاي با ترتیب به که می شود گفته دوم و اول آرنز ضرب ضرب ها این به هستند. جبر روي معمولی ضرب توسیع

می شوند: تعریف زیر به صورت و می شوند

⟨F□G, f⟩ = ⟨F,G · f⟩, ⟨F♢G, f⟩ = ⟨G, f · F ⟩,

و
⟨G · f, a⟩ = ⟨G, f · a⟩, ⟨f · F, a⟩ = ⟨F, a · f⟩,

و
⟨f · a, b⟩ = ⟨f, ab⟩, ⟨a · f, b⟩ = ⟨f, ba⟩,

.a, b ∈ A و f ∈ A∗ ،F,G ∈ A∗∗ آن در که
در می دهیم. نمایش φ̃ با را آن که است موجود A∗∗ به φ از یکتایی توسیع آنگاه ،φ ∈ ∆(A) و باشد باناخ جبر یک A اگر که شود دقت

می دهیم قرار F ∈ A∗∗ هر براي واقع
φ̃(F ) = F (φ).

اصلی نتایج ٣

شود. مراجعه [١٩] منبع به بیشتر جزئیات براي می دهیم. ارائه را -دوتصویر A∗∗ باناخ جبرهاي تعریف ابتدا

به طوري که باشد موجود ρ : A→ A∗∗⊗̂A∗∗ دومدولی -A پیوسته همریختی هرگاه نامیم ∗∗A-دوتصویر Aرا باناخ جبر .٣. ١ تعریف
a ∈ A هر ازاي به

πA∗∗ ◦ ρ(a) = κA(a)

است. πA∗∗(F ⊗G) = F□G ضابطۀ با ضربی عملگر πA∗∗ : A∗∗⊗̂A∗∗ → A∗∗ آن در که

می پردازیم. -میانگین پذیري φ با A باناخ جبر -دوتصویري A∗∗ بین رابطۀ بررسی به زیر قضیۀ در

A در (mα) کران دار تور هرگاه است چپ -میانگین پذیر φ ،A گوییم .φ ∈ ∆(A) و باشد باناخ جبر یک A کنیم فرض .٣. ٢ تعریف
a ∈ A هر براي به طوري که باشد موجود

amα − φ(a)mα → ٠, φ(mα) → ١.

هرگاه گوییم کران دار را (eα) تقریبی یکۀ .eαa → a ،a ∈ A هر براي هرگاه گوییم A باناخ جبر چپ تقریبی یکۀ را (eα) تور
تقریبی یکۀ داراي A باناخ جبر می شود. تعریف نیز کران دار راست تقریبی یکۀ مشابه به طور .∥eα∥ ≤ K که باشد داشته وجود K > ٠

باشد. کران دار راست و کران دار چپ تقریبی یکۀ داراي هرگاه است کران دار

-φ A آنگاه باشد، -دوتصویر A∗∗ ،A اگر .φ ∈ ∆(A) و باشد (راست) چپ تقریبی یکۀ با باناخ جبر یک A کنیم فرض .٣. ٣ قضیه
است. (راست) چپ میانگین پذیر

هر براي به طوري که است موجود ρ : A → A∗∗⊗̂A∗∗ خطی عملگر تعریف طبق لذا است -دوتصویر A∗∗ ،A جبر ازآنجاکه اثبات.
داریم: a, b ∈ A

πA∗∗ ◦ ρ(a) = κA(a), ρ(ab) = ρ(a) · b = a · ρ(b).

نگاشت [٧. ١ لم ،٢] طبق
Ψ : A∗∗⊗̂A∗∗ → (A⊗̂A)∗∗



٧٧ ماکسیمال ایده آل فضاي پایه بر باناخ جبرهاي -دوتصویري A∗∗

می کند: صدق زیر شرایط در n ∈ A∗∗⊗̂A∗∗ و a, b ∈ A هر براي به طوري که است موجود
Ψ(κA(a)⊗ κA(b)) = κA⊗̂A(a⊗ b) الف)

Ψ(n) · a = Ψ(n · a) ب)
a ·Ψ(n) = Ψ(a · n) پ)

.π∗∗A (Ψ(n)) = πA∗∗(n) ت)
می کنیم: تعریف زیر به صورت را θ : A→ (A⊗̂ A

kerφ)
∗∗ نگاشت

θ(a) = (idA ⊗ q)∗∗ ◦Ψ ◦ ρ(a),

یک idA ⊗ q نگاشت که کنیم دقت است. خارج قسمتی نگاشت q : A → A
kerφ و همانی نگاشت idA : A → A آن در که

لذا است چپ تقریبی یکۀ داراي A چون است. همریختی -مدولی A یک نیز (idA ⊗ q)∗∗ درنتیجه و است -مدولی A همریختی
.k = limn→∞ ankn که دارند وجود kerφ در {kn} و A در {an} دنباله هاي k ∈ kerφ هر براي پس .A kerφ = kerφ

داریم لذا q(k) = ٠ ،k ∈ kerφ هر براي ازآنجاکه

θ(k) = θ( lim
n→∞

ankn) = lim
n→∞

θ(ankn)

= lim
n→∞

(idA ⊗ q)∗∗ ◦Ψ ◦ ρ(ankn)

= lim
n→∞

(idA ⊗ q)∗∗ ◦Ψ ◦ ρ(an)kn = ٠.

انتخاب طوري را a٠ ∈ A عنصر می کند. القا θ̃ : A
kerφ → (A⊗̂ A

kerφ)
∗∗ کران دار چپ همریختی مدول -A یک θ نگاشت درنتیجه

می کنیم تعریف .φ(a٠) = ١ که می کنیم
m = θ̃(a٠ + kerφ).

داریم a ∈ A هر براي که دید می توان به آسانی .m ∈ A∗∗ درنتیجه و A
kerφ

∼= C می دانیم که همان طور

am = aθ̃(a٠ + kerφ) = θ̃(aa٠ + kerφ)

= θ̃(φ(a)a٠ + kerφ)

= φ(a)θ̃(a٠ + kerφ)

= φ(a)m.

که می گیریم نتیجه φ̃ ◦ π∗∗A = φ̃ ◦ (idA ⊗ q)∗∗ ازآنجاکه همچنین

φ̃(m) = φ̃ ◦ θ̃(a٠ + kerφ) = φ̃ ◦ θ(a٠)

= φ̃ ◦ (idA ◦ q)∗∗ ◦Ψ ◦ ρ(a٠)

= φ̃ ◦ π∗∗A ◦Ψ ◦ ρ(a٠)

= φ̃ ◦ πA∗∗ ◦ ρ(a٠)

= φ(a٠) = ١.

می شود. انجام مشابه به طور نیز A راست میانگین پذیري اثبات است. چپ میانگین پذیر -φ ،A بنابراین

هرگاه نامیم G روي سگال جبر یک را L١(G) گروهی جبر از S(G) خطی زیرفضاي G موضعی فشردة گروه براي .۴ .٣ تعریف
است. L١(G) در چگال زیرمجموعۀ S(G) الف)

.∥f∥L١(G) ≤ ∥f∥S(G) باشیم داشته f ∈ S(G) هر براي و باشد باناخ فضاي یک ∥ · ∥S(G) نرم با S(G) ب)
باشد پیوسته S(G) توي به G از y 7→ Ly(f) نگاشت و Ly(f) ∈ S(G) باشیم داشته y ∈ G و f ∈ S(G) هر براي ج)

.Ly(f)(x) = f(y−١x) آن در که
.∥Ly(f)∥S(G) = ∥f∥S(G) باشیم داشته y ∈ G و f ∈ S(G) هر براي د)
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شود. مراجعه [١٨] به موضعی فشردة گروه هاي روي سگال جبرهاي دربارة بیشتر جزییات براي
یعنی باشد. چپ پایاي میانگین داراي هرگاه نامیم میانگین پذیر را G گروه باشد. موضعی فشردة گروه یک G کنید فرض .۵ .٣ تعریف

f ∈ L∞(G) هر براي و ∥T∥ = T (١) = ١ به طوري که باشد موجود T : L∞(G) → C کران دار و خطی عملگر

T (Lxf) = T (f)

و آبلی گروه هاي به می توان میانگین پذیر گروه هاي از مثالی به عنوان است. Lxf(y) = f(x−١y) چپ انتقال نگاشت Lxf آن در که
شود. مراجعه [١٧] و [١۶] منابع به بیشتر مطالعۀ براي کرد. اشاره فشرده گروه هاي

است. میانگین پذیر G آنگاه باشد، -دوتصویر S(G)∗∗ ،S(G) اگر است. موضعی فشردة گروه یک G کنیم فرض .۶ .٣ نتیجه
باشد، -دوتصویر S(G)∗∗ ،S(G) اگر که می شود نتیجه ٣. ٣ قضیه از است. چپ تقریبی یکۀ داراي همواره S(G) که می دانیم اثبات.

است. میانگین پذیر G که می شود نتیجه [٣. ٢ قضیه ،١] طبق و است چپ میانگین پذیر -φ ،S(G) آنگاه

-φ ،A آنگاه باشد، دوتصویر -A∗∗ ،A اگر .φ ∈ ∆(A) و باشد راست و چپ تقریبی یکۀ با باناخ جبر یک A کنیم فرض .٣. ٧ نتیجه
است. میانگین پذیر جانسون

است. [٢. ٢ قضیه ،٢٢] و ٣. ٣ قضیه مستقیم نتیجۀ اثبات اثبات.

در عناصر با مثلثی پایین I × I ماتریس هاي تمام مجموعۀ را LO(I) باشد. عضو کوچک ترین با کلی جهت دار مجموعۀ یک I کنیم فرض
یعنی می گیریم، نظر در C

LO(I) =
{
[aij ]i,j∈I : aij ∈ C, aij = هر٠ براي i < j

}
.

می دهد. باناخ جبر تشکیل ∥[aij ]∥ =
∑

i,j∈I ∥aij∥ نرم و ماتریسی ضرب با LO(I)

نیست. دوتصویر -LO(I)∗∗ ،LO(I) آنگاه باشد، عضو کوچک ترین داراي I و |I| > ١ اگر .٣. ٨ قضیه
تقریبی یکۀ LO(I) لذا است همانی عنصر داراي C جبر ازآنجاکه باشد. دوتصویر -LO(I)∗∗ ،LO(I) کنیم فرض خلف برهان به اثبات.

ضابطۀ با را ψ : LO(I) → C نگاشت دارد.
ψ([aij ]) = ai٠i٠

-ψ ،LO(I) جبر ٣. ٣ قضیه طبق است. LO(I) روي مشخصه یک ψ به وضوح است. I عنصر کوچک ترین i٠ آن در که می کنیم تعریف
بستۀ ایده آل است. چپ میانگین پذیر

J =




ai٠i٠ ٠ · · · ٠ · · ·
akk′ ٠ · · · ٠ · · ·
: : : : :

ass′ ٠ · · · ٠ · · ·
: : : : :

 : ai٠i٠ , akk′ , ass′ , · · · ∈ C


پس است. چپ میانگین پذیر -ψ|J نیز J ایده آل [١. ٣ لم ،١٠] بنابر درنتیجه .ψ|J ̸= ٠ صورت این در می گیریم. نظر در را LO(I) در

j ∈ J هر براي که دارد وجود (mα) ⊆ J کران دار تور

jmα − ψ(j)mα → ٠, ψ(mα) = ١.

،j ∈ J هر براي که گرفت نتیجه می توان بنابراین است. برقرار j١j٢ = ψ(j٢)j١ رابطۀ j١, j٢ ∈ J هر براي دیگر طرف از
عنصر گرفتن نظر در با حال j − ψ(j)mα → ٠.

j =


٠ ٠ · · · ٠ · · ·
١ ٠ · · · ٠ · · ·
: : : : :

٠ ٠ · · · ٠ · · ·
: : : : :
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می رسیم. تناقض به و j = j− ψ(j)mα → ٠ که می رسیم نتیجه این به

می کنیم. بیان را مشخصه یک به وابسته -دوتصویري A∗∗ مفهوم ادامه در

A-دومدولی پیوسته همریختی هرگاه است A∗∗-φ-دوتصویر ،A گوییم .φ ∈ ∆(A) و باشد باناخ جبر Aیک کنیم فرض .٣. ٩ تعریف
a ∈ A هر ازاي به به طوري که باشد موجود ρ : A→ A∗∗⊗̂A∗∗

φ̃ ◦ πA∗∗ ◦ ρ(a) = φ(a).

برقرار لزوماً مطلب این عکس که می دهیم نشان مثالی ذکر با ادامه در است. -دوتصویر A∗∗-φ آنگاه باشد، -دوتصویر A∗∗ ،A اگر به وضوح
به طوري که باشد f : S → C مقدار مختلط توابع تمام مجموعۀ ℓ١(S) و باشد نیم گروه یک S کنیم فرض نیست.

می شود تعریف زیر به صورت g و f پیچشی ضرب f, g ∈ ℓ١(S) هر براي .∥f∥١ =
∑
s∈S

|f(s)| <∞

(f ∗ g)(r) =
∑
st=r

f(s)g(t) (r ∈ S),

یک (ℓ١(S), ∗, ∥ · ∥١) صورت این در .∑st=r f(s)g(t) = ٠ آنگاه st = r که نشود یافت t و s مانند عضوي هیچ که حالتی در و
می نامیم. S به وابسته نیم گروهی جبر را آن که است باناخ جبر

عمل با همراه N طبیعی اعداد مجموعۀ .٣. ١٠ مثال

m · n = max{m,n}

-دوتصویر A∗∗ ،A = ℓ١(Nmax) نیم گروهی جبر صورت این در می دهیم. نمایش Nmax نماد با را آن که می دهد نیم گروه یک تشکیل
a ∈ A هر ازاي به به طوري که دارد وجود ρ : A→ A∗∗⊗̂A∗∗ -دومدولی A پیوسته همریختی صورت این غیر در زیرا نیست.

πA∗∗ ◦ ρ(a) = κA(a).

داریم a ∈ A هر براي آنگاه ،m = ρ(δ١) دهیم قرار اگر

aΨ(m) = Ψ(am) = Ψ(aρ(δ١))

= Ψ(ρ(aδ١)) = Ψ(ρ(δ١a))

= Ψ(ρ(δ١)a) = Ψ(m)a.

همچنین

π∗∗A (Ψ(m))a = π∗∗A (Ψ ◦ ρ(δ١))a

= πA∗∗ ◦ ρ(δ١)a

= κA(δ١)a

= κA(a).

متناهی E(Nmax)مجموعه اي = E(N) باید لذا است. بنابراینAمیانگین پذیر و برايAاست مجازي قطر Ψ(m)یک که می شود نتیجه
∆(A) = {φn : n ∈ N}∪{φ∞} می دانیم که همان طور است. A∗∗-φ-دوتصویر ،A می کنیم ادعا حال است. تناقض یک که باشد

آن در که

φn(f) =
n∑

i=١
f(i), φ∞(f) =

∞∑
i=١

f(i).

می کنیم: تعریف زیر به صورت را ρn : A→ A∗∗⊗̂A∗∗ نگاشت n ∈ N هر براي

ρn(a) = am⊗m
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داریم: و است پیوسته -مدولی A همریختی یک ρn بنابراین am = φn(a)m ازآنجاکه .m = κA(δn+١ − δn) آن در که

φ̃n ◦ πA∗∗ ◦ ρ(a) = φ̃n ◦ πA∗∗(am⊗m)

= φ̃n(amm)

= φ(a)φ̃n(m)

= φn(a).

دهیم قرار اگر همچنین، است. -دوتصویر A∗∗-φn ،A بنابراین

M = w∗ − lim
n
κA(δn) ∈ A∗∗,

ضابطۀ با ρ : A→ A∗∗⊗̂A∗∗ نگاشت لذا ،aM = Ma = φ∞(a)M ازآنجاکه می شود دیده به راحتی

ρ(a) = aM⊗M

داریم: و است پیوسته -مدولی A همریختی یک

φ̃∞ ◦ πA∗∗ ◦ ρ(a) = φ̃∞(aM2) = φ∞(a).

است. -دوتصویر A∗∗-φ∞ ،A که می گیریم نتیجه
-جبر W ∗ یک دوگان پیش که است باناخ جبر یک -جبر F یک واقع در .[١٢] کرد معرفی را -جبرها F کلاس ١٩٨٨ سال در لائو
تعریف را -جبرها F چپ میانگین پذیري لائو بار اولین براي باشد. A روي ضربی خطی تابعک یک M همانی عنصر به طوري که باشد M
نتایج و کرد تعریف -جبرها F براي را داخلی میانگین پذیري مفهوم [١۴] ٢٠٠١ سال در اصفهانی نصر پرداخت. آن خواص مطالعۀ به و
جباري است. داخلی میانگین پذیر همواره L١(G) گروهی جبر که بود این نتایج این از یکی آورد. دست به مختلف جبرهاي مورد در بسیاري

کرد. معرفی باناخ جبرهاي براي را داخلی -میانگین پذیر φ مفهوم [۶] در ٢٠١١ سال در
در (aα) کران دار تور هرگاه گوییم داخلی -میانگین پذیر φ را A جبر .φ ∈ ∆(A) و باشد باناخ جبر یک A کنیم فرض .٣. ١١ تعریف

a ∈ A هر براي به طوري که باشد موجود A

aaα − aαa→ ٠, φ(aα) → ١.

می پردازیم. باناخ جبرهاي -دوتصویري A∗∗-φ و -میانگین پذیري φ بین رابطۀ بررسی به زیر گزارة در
باشد، داخلی -میانگین پذیر φ ،A اگر باشد. -دوتصویر A∗∗-φ ،A و φ ∈ ∆(A) و باشد باناخ جبر یک A کنیم فرض .٣. ١٢ قضیه

است. راست و چپ -میانگین پذیر φ ،A آنگاه
a ∈ A هر براي به طوري که دارد وجود A در (aα) کران دار تور لذا است داخلی -میانگین پذیر φ ،A چون اثبات.

aaα − aαa→ ٠, φ(aα) → ١.

می کنیم: تعریف زیر به صورت را T : A∗∗⊗̂A∗∗ → A∗∗ نگاشت و mα = ρ(aα) می دهیم قرار

T (F ⊗G) = φ̃(G)F.

داشت: خواهیم Nα = T ◦ ρ(aα) گرفتن نظر در با باشد، -دوتصویري A∗∗-φ تعریف در مدنظر نگاشت ρ : A→ A∗∗⊗̂A∗∗ اگر

aNα − φ(a)Nα = aT ◦ ρ(aα)− φ(a)T ◦ ρ(aα)

= T ◦ ρ(aaα)− T ◦ ρ(aαa)

= T ◦ ρ(aaα − aαa) → ٠.

که می رسیم نتیجه این به φ̃ ◦ T = φ̃ ◦ πA∗∗ ازآنجاکه همچنین

φ̃ ◦ T ◦ ρ(aα) = φ̃ ◦ πA∗∗ ◦ ρ(aα) = φ(aα) → ١.

است. راست -میانگین پذیر φ ،A کرد ثابت می توان مشابه استدلال با است. چپ -میانگین پذیر φ ،A پس
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است. ضروري داخلی -میانگین پذیري φ شرط قبل لم در که می دهیم نشان مثالی ذکر با ادامه در

باشد: زیر نرم با [٠, ١] بر پیوسته توابع تمام فضاي A = C([٠, ١]) کنیم فرض .٣. ١٣ مثال

∥f∥∞ = sup{|f(x)| : x ∈ [٠, ١]}.

ضرب با همراه A فضاي
f · g = g(٠)f,

روي مشخصه تنها ϕ(f) = f(٠) واقع در است؛ عضوي تک مجموعۀ یک ∆(A) که دید می توان به راحتی می دهد. باناخ جبر تشکیل
اگر خلف برهان به ادعا، این اثبات براي است. -دوتصویر A∗∗-ϕ اما نیست -میانگین پذیر ϕ ،A جبر که می کنیم ادعا است. C([٠, ١])

که دارد وجود A در (fα) تور آنگاه باشد، -میانگین پذیر ϕ ،A

f · fα − ϕ(f)fα → ٠ ϕ(fα) = ١.

درنتیجه
ϕ(fα)f − ϕ(f)fα = f − ϕ(f)fα → ٠.

.kerϕ = {٠} که است معنی بدین این و f = ٠ لذا و ٠ = ϕ(f)fα → f که گرفت نتیجه می توان f ∈ kerϕ هر براي بنابراین
را ρ : A → A∗∗⊗̂A∗∗ نگاشت دوم ادعاي اثبات براي است. تناقض یک این و dim(A) = ١ پس dim( A

kerϕ) = ١ ازآنجاکه
می کنیم: تعریف زیر به صورت

ρ(f) = κA(f)⊗ κA(١).

داریم: و است پیوسته -مدولی A همریختی یک ρ صورت این در

φ̃ ◦ πA∗∗ ◦ ρ(f) = φ̃ ◦ πA∗∗(κA(f)⊗ κA(١))

= φ̃(κA(f · ١))

= ϕ(f)ϕ(١)

= ϕ(f).

است. -دوتصویر A∗∗-ϕ̃ ،A که می گیریم نتیجه پس

است. راست و چپ -میانگین پذیر φ ،A صورت این در باشد. -دوتصویر A∗∗-φ و جابجایی باناخ جبر یک A کنیم فرض .١۴ .٣ نتیجه

چپ -میانگین پذیر φ ،A صورت این در باشد. -دوتصویر A∗∗-φ و کران دار تقریبی یکۀ داراي باناخ جبر یک A کنیم فرض .١۵ .٣ نتیجه
است. راست و

هار اندازة با موضعی فشردة گروه یک G کنید فرض دهیم. قرار بررسی مورد را گروهی جبر -دوتصویري A∗∗-φ داریم قصد ادامه در
توابع جبر L∞(G) کنید فرض همچنین .[۴] باشد پیچشی ضرب و ∥ · ∥١ نرم با G گروه به وابسته گروهی جبر L١(G) و dλ چپ
باشد، ξ : G → T پیوسته همریختی هاي همۀ مجموعۀ Ĝ اگر .[۴] باشد G گروه اندازة جبر M(G) و ∥ · ∥∞ نرم با اساسی کران دار

صورت این در
∆(L١(G)) = {φξ : ξ ∈ Ĝ},

آن در که
φξ(f) =

∫
G
ξ(x)f(x)dλ(x).

کنید. مراجعه [٧. ٢٣ قضیه ،۴] مرجع به

یک G اگر فقط و اگر است -دوتصویر L١(G)∗∗-φ ،L١(G) گروهی جبر باشد. موضعی فشردة گروه یک G کنید فرض .١۶ .٣ قضیه
باشد. میانگین پذیر گروه
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٣. ١٢ قضیه طبق و است داخلی -میانگین پذیر φ ،L١(G) درنتیجه است کران دار تقریبی یکۀ داراي همواره L١(G) ازآنجاکه اثبات.
است. میانگین پذیر G بنابراین است. چپ -میانگین پذیر φ ،L١(G)

L١(G)∗∗ M٢در M١و لذا است. راست و چپ -میانگین پذیر φ ،L١(G) پس باشد. میانگین پذیر گروه Gیک کنیم فرض برعکس،
a ∈ L١(G) هر براي که دارند وجود

aM١ = φ(a)M١, φ̃(M١) = ١

و
M٢a = φ(a)M٢, φ̃(M٢) = ١.

می کنیم: تعریف را ρ : L١(G) → L١(G)∗∗⊗̂L١(G)∗∗ نگاشت

ρ(a) = aM١ ⊗M٢.

داریم: صورت این در
φ̃ ◦ πA∗∗ ◦ ρ(a) = φ̃(aM١M٢) = φ(a).

همچنین
ρ(ab) = abM١ ⊗M٢ = φ(ab)M١ ⊗M٢ = φ(a)φ(b)M١ ⊗M٢ = aρ(b),

و

ρ(ab) = abM١ ⊗M٢ = φ(ab)M١ ⊗M٢

= φ(a)φ(b)M١ ⊗M٢ = φ(a)M١ ⊗M٢b

= ρ(a)b.

است. -دوتصویر L١(G)∗∗-φ ،L١(G) که می کند ثابت این

یک G اگر فقط و اگر است -دوتصویر M(G)∗∗-φ ،M(G) اندازة جبر باشد. موضعی فشردة گروه یک G کنید فرض .٣. ١٧ نتیجه
باشد. گسسته و میانگین پذیر گروه

و است چپ -میانگین پذیر φ ،M(G) ١۵ .٣ نتیجه بنابر است یکدار M(G) چون باشد، -دوتصویر M(G)∗∗-φ ،M(G) اگر اثبات.
آنگاه باشد، گسسته و میانگین پذیر G اگر برعکس، حالت براي است. گسسته و میانگین پذیر G [٢ .۵ نتیجه ،١٣] طبق بنابراین

می کند. تکمیل را اثبات ١۶ .٣ قضیه درنتیجه و M(G) = ℓ١(G)
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