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Extended Abstract

One of the useful operators in graphs is labeling. A labeling for a graph is a mapping in which elements
of the graph are mapped to numbers. These numbers are usually positive or non-negative integers. If
the domain of the map is the set of vertices, edges, or both, then the labeling is called vertices labeling,
edge labeling, or complete labeling, respectively. In 1963, the concept of a magic graph was defined by
Sedlacek. A graph is called magic if there exists a mapping from the graph to the set of positive integer
numbers, so that firstly, for each different two edges, the values of the mapping are also different, and
secondly for any arbitrary vertex of the graph, the sum of the mapping values of the edges that coincide
with vertex should be equal to a specific number. Magic labelings are one-to-one mappings and cover
with a constant sum property. A labeling is called edge-magic if the sum of the labels of the elements
connected to an edge is a fixed number. This constant value is independent of edge selection. If the
same property holds for an arbitrary vertex in the graph, then the labeling is called vertex-magic. In
this paper, first, we defined the concept of complete magic labeling of vertices and unbalanced complete
bipartite graphs. Then, we showed that complete graphs can have complete magic labeling of vertices.
For those complete graphs that did not have the necessary conditions, we described how to construct the
complete magic labeling of the vertices using the magic square. Also, we have described and explained
the complete magic labeling techniques of vertices in the case of complete bipartite graphs. Now, we
state the purpose of this paper with more details.

Consider the graph G = (V, E ) a simple, finite and undirected graph. A labeling or valuation for a
graph is a mapping in which elements (nodes and or edges ) are mapped to numbers. These numbers are
usually positive or non-negative integers. If the mapping domain is the set of vertices, the set of edges,
or the set of their union, then labeling is called vertex labeling, edge labeling, or complete labeling,
respectively. The concept of magic graph was first introduced in 1963 by Sedlacek. A graph G is called
magic if there exists a mapping f from E(G) to the set of positive integers such that:

1. For both arbitrary edges ei and ej if ei ̸= ej, then ̸= f (ei) ̸= f (ej) .

2. For a predetermined fixed number λ and for any arbitrary vertex v ∈ V(G), we have:

∑
e ∈ E(G)

ρ (v, e) f(e) = λ.

So that

ρ (v, e)=

{
1 , If e is adjacent to node v

0 , otherwise

Magic labels are one-to-one mappings and overlay with a constant sum property. A labeling is called
edge-magic if the sum of the labels of the elements connected to an edge is a fixed number. This constant
value is independent of edge selection. If the same property is true for an arbitrary vertex, then such a
labeling is called a magic-vertex.

Vertices complete magic labeling of a complete bipartite graph

We show the set of vertices and edges of the graphKm,n as follows:
V={x1 , x2 , . . . , xm , y1 , y2 , . . . , yn} , E=

{
xi yj : 1 ≤ i ≤ m , 1 ≤ j ≤ n

}
.There-
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fore, we can show the complete vertices labeling of the graphKm,n with a matrix as follows:
a00 · · · a0n
... . . . ...

am0 · · · amn



ai,j =


f (xi) j = 0

f (yj) i = 0

f (xiyj) otherwise

Definition 0.1. Graph Km,n is said to be unbalanced if |m− n| > 1.

In the following theorem, we show that a complete bipartite unbalanced graph cannot have complete
magic labeling of vertices.

Theorem 0.2. If Km,n is unbalanced, then it cannot have complete magic labeling of vertices.

Constructing complete magic vertex labeling for graphKm,n

In this section, we want to present how to make a complete vertices magic labeling of graphKm,n. Since
this magic labeling is done by using the magic square, we first define the magic square.

Definition 0.3. Amagic square with order n is a table n×nwhose houses are filled with positive numbers
1, 2, . . . , n2, so that the sum of the numbers of each row, each column or its diagonal is a fixed number.

Theorem 0.4. For every m > 1, Km,n has complete vertices magic labeling with magic constant

1

2

[
(m+ 1)3 − (m+ 1)

]
.

According to what was stated, it is possible to create a complete magic vertex labeling for complete
bipartite graphs. This is an important achievement in the field of graph labeling.

١۶



کاربردها و اندازه جبرهاي
١۴ -٢٩ ص ،٢ شماره ،١ دوره ،١۴٠٣ سال

دوبخشی کامل گراف رأسی کامل جادویی برچسب گذاري
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و کرده بیان را جادویی گراف هاي مفهوم ابتدا مقاله، این در
توصیف را گراف یک رأسی کامل جادویی برچسب گذاري سپس
برچسب گذاري این تا باشند برقرار باید که شرایطی و می کنیم
و کرده مطرح داد انجام دوبخشی کامل گراف هاي در بتوان را

می کنیم. ذکر را آن ها اثبات
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١٨ ١۴٠٣ ،٢ شماره ،١ دوره کاربردها، و اندازه جبرهاي

معرفی ١

باشند یال ها مجموعۀ E(G) و رأس ها مجموعۀ V (G) کنید فرض .[١١] بگیرید نظر در جهت بدون و متناهی ساده، گراف یک را G گراف
عناصري آن در که است نگاشتی گراف، یک براي ٢ ارزش گذاري یا ١ برچسب گذاري یک .|E(G)| = m و |V (G)| = n به طوري که
نگاشت دامنۀ یک اگر هستند. نامنفی یا مثبت صحیح اعداد معمولاً اعداد این می شوند. نگاشته اعدادي به آن ها) اجتماع یا و یال ها (رأس ها،
رأسی برچسب گذاري ترتیب به را برچسب گذاري آنگاه باشد، گراف V (G)∪E(G) مجموعۀ  یا و یال ها مجموعۀ  رئوس، مجموعۀ ترتیب به
معرفی سِدلیِسِک۶ توسط ١٩۶٣ سال در بار اولین براي جادویی گراف مفهوم گویند. ۵ کامل برچسب گذاري یا و ۴ یالی برچسب گذاري ، ٣

[٩] به طوري که باشد داشته وجود مثبت صحیح اعداد مجموعۀ به E(G) از f نگاشت اگر می نامند جادویی را G گراف شد.

.f(ei) ̸= f(ej) باشیم داشته ei ̸= ej که ei, ej دلخواه یال دو هر براي .١

.∑e∈E(G) ρ(v, e)f(e) = λ باشیم داشته v ∈ V (G) دلخواه رأس هر براي .٢

یک به یک نگاشت هاي جادویی، برچسب گذاري هاي است. صفر برابر صورت این غیر در و ρ(v, e) = ١ آنگاه باشد، v رأس با مجاور e یال اگر
یال یک به متصل عناصر برچسب هاي مجموع اگر می نامند ٩ یال-جادویی را برچسب گذاري یک هستند. ٨ ثابت مجموع ویژگی با ٧ پوشایی و
برچسب  گذاري چنین باشد برقرار گراف در دلخواه رأس یک براي ویژگی همین اگر است. یال انتخاب از مستقل ثابت مقدار این باشد، ثابتی عدد
گراف هاي باشد منحصربه فرد اول عدد یک f(e) ،e ∈ E(G) یال هر براي آن در که جادویی گراف هاي می نامند. ١٠ رأس-جادویی را
f : E(G) → Prime positive integersبه صورت گراف هایی چنین براي f تابع برد و دامنه واقع در می شوند، نامیده ١١ جادویی-اول
گراف است. k = ١٣٩ جادویی ثابت با اول جادویی- گراف یک k٣,٣ دوبخشی گراف کرد، ثابت [١٠] در ١٢ اسِتِوارت می شود. تعریف
صحیح اعداد شامل {f(e) : e} مجموعۀ به طوري که باشد داشته وجود f جادویی برچسب گذاري اگر گویند ١٣ جادویی فوق را G جادویی
که است شده داده نشان [١٠] در می شود. تعریف f : E(G) → Consecutive integers به صورت f تابع به عبارت دیگر باشد متوالی
kn,n گراف که است شده اثبات [١٠] مرجع در همچنین است جادویی فوق گراف یک ،n ̸≡ ٠ (mod 4) و n > ۵ که زمانی kn گراف
کامل جادویی برچسب گذاري را f : V ∪ E → {١, ٢, · · · ,m + n} پوشاي و یک به یک نگاشت است. جادویی فوق n ≥ ٣ براي
باشد برقرار (١. ١) رابطه u ∈ V (G) دلخواه رأس هر براي به طوري که باشد داشته وجود k ثابت عدد اگر گوییم G گراف براي ١۴ رأسی

f(u) +
∑

v∈N(u)

f(uv) = k. (١. ١)

برچسب گذاري نوع این باشد. داشته وجود G گراف در یالی u رأس و آن ها بین که است رئوسی همۀ شامل N(u) مجموعۀ (١. ١) رابطه در
می کند تعیین را برچسب یال ها که f تابع اگر (١. ١) رابطه در .[۴] شد معرفی همکاران و ١۵ دوگِل مَک توسط ٢٠٠٢ سال در جادویی
سال در کیو-یالی برچسب گذاري می نامند. کیو-یالی را برچسب گذاري چنین شود تعریف f : E(G) → {١, ٢, · · · , q} به صورت

شد[۵]. معرفی ١۶ ماریموثو توسط بار اولین براي ٢٠١٢

1Labeling
2Valuation
3Vertex-labeling
4Edge-labeling
5Total-labeling
6J.Sedlacek
7Bijection mapping
8Constant sum
9Edge magic
10Vertex magic
11Prime-magic
12B. M. Stewart
13Super magic
14Vertex magic total labeling
15J. A. MacDougall
16G. Marimuthu



١٩ دوبخشی کامل گراف رأسی کامل جادویی برچسب گذاري

دوبخشی کامل گراف رأسی کامل جادویی برچسب گذاري ٢

می دهیم: نشان (٢. ١) رابطه  به صورت را km,n دوبخشی گراف یال هاي و رئوس مجموعۀ

V = {x١, x٢, · · · , xm, y١, y٢, · · · , yn},

E = {xiyj : ١ ≤ i ≤ m, ١ ≤ j ≤ n} (٢. ١)

دهیم: نشان (m+ ١)× (n+ ١) آرایۀ یک با می توانیم را km,n گراف رأسی کامل برچسب گذاري بنابراین
a٠٠ a٠١ a٠٢ · · · a٠n

a١٠ a١١ a١٢ · · · a١n
... ... ... ... ...

am٠ am١ am٢ · · · amn


ایجاب بودن جادویی ویژگی گوییم. f ماتریسی نمایش را A آرایۀ . aij = f(xiyj) و a٠j = f(yj) ،ai٠ = f(xi) ،a٠٠ = ٠ که
ماتریس عناصر در موجود مقادیر و باشد k جادویی مقدار با برابر باید صفرم ستون و سطر به جز دلخواه ستون هر و سطر هر مجموع که می کند

هستند. {٠, ١, · · · ,mn+m+ n} متفاوت جایگشت هاي A

باشد. | m− n |> ١ اگر گوییم ١ نامتعادل را km,n گراف .٢. ١ تعریف

باشد. رأسی کامل جادویی برچسب گذاري داراي نمی تواند km,n کامل دوبخشی نامتعادل گراف یک که می دهیم نشان ٢. ٢ قضیه در

باشد. رأسی کامل جادویی برچسب گذاري داراي نمی تواند باشد، نامتعادل km,n اگر .([۴] ) ٢. ٢ قضیه

باشد. k جادویی ثابت با کامل جادویی برچسب گذاري داراي km,n کنید فرض .m ≤ n می کنیم فرض کلیت دادن دست از بدون اثبات.
مجموع است. {١, ٢, · · · ,mn + m + n} ،km,n برچسب هاي مجموعۀ بنابراین E = mn. و V = m + n گراف این براي

است: زیر به صورت حداقل {x١, x٢, · · · , xm} رئوس وزن هاي

mk ≥ ١+ ٢+ · · ·+ (mn+m) =
(mn+m)(mn+m+ ١)

٢
k ≥ (n+ ١)

(mn+m+ ١)
(٢. ٢)

است: زیر به صورت حداکثر {y١, · · · , yn} وزن هاي مجموع دیگر، بیان به

nk ≤ (m+ ١) + (m+ ٢) + · · ·+ (mn+m+ n)

=
(mn+m+ n)(mn+m+ n+ ١)−m(m+ ١)

٢

=
(mn٢ + ٢mn+ n٢ + n)

٢

k ≤ (m+ ١)
(mn+ ٢m+ n+ ١)

(٢. ٣)

داشت: خواهیم (٢. ٣) و (٢. ٢) گرفتن نظر در با

(n+ ١)(mn+m+ ١) ≤ (mn+ ٢m+ n+ ١)(m+ ١)

m ≥ n− ٢+
٢

n+ ٢
→ m ≥ n− ١

است. مشابه کاملاً n ≤ m حالت براي اثبات روند m = n− ١. یا و m = n یا پس بود m ≤ n مسئله فرض ازآنجاکه
1Unbalanced



٢٠ ١۴٠٣ ،٢ شماره ،١ دوره کاربردها، و اندازه جبرهاي

km,nگراف براي رأسی کامل جادویی برچسب گذاري ساخت ٢. ١
رد ٢. ٢ قضیه توسط آن وجود که حالاتی براي را km,n گراف رأسی کامل جادویی برچسب گذاري ساخت نحوة می خواهیم قسمت این در
جادویی مربع مفهوم ،(٢. ٣) تعریف در می شود؛ انجام جادویی برچسب گذاري این ١ جادویی مربع از استفاده با ازآنجاکه دهیم. ارائه است؛ نشده

داده ایم. توضیح را

شده اند، پر ترتیبی به ١, ٢, · · · , n٢ مثبت اعداد با آن خانه هاي که است n× n جدولی ،n مرتبۀ از وفقی یا جادویی مربع .٢. ٣ تعریف
است ثابت عددي آن قطر هر یا و عمودي ستون هر افقی، ردیف هر اعداد مجموع  که

١
٢
[(m+١)٣−(m+١)جادویی ثابت با رأسی کامل جادویی برچسب گذاري داراي km,m ،m > ١ هر براي .(km,m (گراف ۴ .٢ قضیه

است.

سطرها کنید فرض بگیرید. نظر در ١, · · · , (m+ ٢(١ اعداد مجموعۀ روي m + ١ مرتبۀ از جادویی مربع یک را S = (sij) اثبات.
جمع است. شده شماره گذاري ٠, ١, · · · ,m اعداد با S ستون و سطر هر شده اند. شماره گذاري ٠, ١, · · · ,m اعداد با S ستون هاي و
aij = sij−درایه هاي١ با را A = (aij) ماتریس است. ١

٢
(m+١)(m٢+٢m+٢) برابر جادویی مربع این ستون یا سطر هر عناصر

مقدار برابر A ستون هاي یا سطرها عناصر مجموع است جادویی S مربع ازآنجاکه می دهیم تشکیل

k =
١
٢
(m+ ١)(m٢ + ٢m+ ٢)− (m+ ١) (۴ .٢)

مربع هاي استاندارد ساخت نحوة مطالعۀ (براي می شوند انتخاب {٠, · · · , (m + ٢(١ − ١} مجموعۀ از A ماتریس درایه هاي و است
درایۀ تا دهیم جایگشت را A ستون هاي و سطرها می توانیم کلیت دادن دست از بدون کنید). مراجعه پیوست به دلخواه مرتبۀ یک از جادویی
نداریم). نیاز ساخت در ویژگی این به اما نباشد جادویی ثابت با برابر قطرها عناصر مجموع شود باعث است ممکن کار (این شود a٠٠ = ٠
شده داده نشان (۴ .٢) معادله در که k ثابت با f رأسی کامل جادویی برچسب گذاري ماتریسی نمایش به تبدیل A ماتریس کار این انجام با

می شود. است،

k١,٢ گراف براي برچسب گذاري این می سازیم. فرد) m) km,m+١ گراف براي را رأسی کامل جادویی برچسب گذاري ادامه در
ماتریس دو تعریف با داده شده n براي برچسب گذاري ساخت n > ١. که m = ٢n − ١ می کنیم فرض حالا می شود. ساخته به سادگی
(٢n×٢n+١)ماتریسB ماتریس هايAو از استفاده با ادامه در می شود. Bانجام = (bij) Aو = (aij)نام هاي به (٢n−٢×١n)
نمایش تعریف با سازگاري براي است. گراف رأسی کامل جادویی برچسب گذاري ماتریسی نمایش C می دهیم نشان و می سازیم را C نام به
ماتریس درایه هاي شده اند. پر صفر عدد با C ماتریس اول ستون و اول سطر می کنیم فرض رأسی کامل جادویی برچسب گذاري ماتریسی

می شوند: تعریف زیر به صورت A = (aij)

aij =


m+ ١− j, if i+ j is odd, j + i ≤ m+ ١

or i+ j is even, j + i > m+ ١
j − ١, otherwise

به صورت i سطر درایه هاي مجموع و i = ٢t می دهیم قرار باشد زوج i اگر کنیم. محاسبه می خواهیم را A ماتریس ستونی و سطري مجموع
است: زیر

٢n∑
j=١

aij =

n∑
k=١

ai,٢k−١ + ai,٢k

=

n−t∑
k=١

(ai,٢k−١ + ai,٢k) +

n∑
k=n−t+١

(ai,٢k−١ + ai,٢k)

=

n−t∑
k=١

((٢n− ٢k + ١) + (٢k − ١)) +
n∑

k=n−t+١

((٢k − ٢) + (٢n− ٢k))

1Magic square
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=
n−t∑
k=١

(٢n) +
n∑

k=n−t+١

(٢n− ٢)

= ٢n٢ − i

: i = ٢t+ ١ می دهیم قرار باشد فرد i اگر

٢n∑
j=١

aij =

n∑
k=١

ai,٢k−١ + ai,٢k

=

n−t∑
k=١

ai,٢k−١ +

n−t−١∑
k=١

ai,٢k +

n∑
k=n−t+١

ai,٢k−١ +

n∑
k=n−t

ai,٢k

=

n−t∑
k=١

(٢k − ٢) +
n−t−١∑
k=١

(٢n− ٢k) +
n∑

k=n−t+١

(٢n− ٢k + ١) +
n∑

k=n−t

(٢k − ١)

= ٢n٢ − i.

می شود: محاسبه ساده تر ستونی مجموع است. ٢n٢ − i مجموع داراي ام i سطر حالت، هر در
،j هر براي بنابراین است. ٢n− j برابر درایه n− ١ و j − ١ با برابر درایه n شامل ام j ستون

٢n−١∑
i=١

aij = n(j − ١) + (n− ٢)(١n− j)

= ٢n٢ − ٣n+ j.

پس هستند ٠, ١, . . . , ٢n− ٣, ٢n− ٢ مقادیر داراي B ماتریس آخر و اول ستون هاي

b١j = bmj = m− i− ١.

٢n−٣ به و می یابد ادامه ٢n−٢, ٢n−۴, . . . , ٠ زوج مقادیر با و می شود شروع ٢n−۵, ٢n−٧, . . . , ١ فرد مقادیر با دوم ستون
بنابراین دارند معکوس به صورت را اعداد از ترکیب همین دیگر ستون هاي می شود. ختم

bi,j = bi+١,j−١

٢n − ١ تا ٢ ستون هاي از یک هر در ،B سطر هر در می شوند). محاسبه mod (2n,2+1) در اندیس ها که است الزامی نکته این (ذکر
به جز دارند حضور ٠, ١, . . . ,m− ٢ مجموعۀ اعداد همۀ

xi = ٢n− ١− ٢i is missing from row i, i = ١, ٢, . . . , n− ١,

xi = ۴n− ٢− ٢i is missing from row i, i = n, n+ ١, . . . , ٢n− ١.

است: زیر به صورت سطري مجموع بنابراین
m∑
j=١

bij = ٢)٢n− i− ١) +
٢n−٢∑
k=٠

k − xi

= ٢n٢ + n− ١− ٢i− xi

بنابراین
m∑
j=١

bij = ٢n٢ − n
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زمانی که
i ≤ n− ١,

و
m∑
j=١

bij = ٢n٢ − ٣n+ ١

زمانی که
i ≥ n.

است: زیر به صورت ستون هر جمع است. ٠, ١, . . . , ٢n− ٢ اعداد از جایگشتی ستون هر بنابراین
٢n−١∑
i=١

bij = ٢n٢ − ٣n+ ١.

می سازیم: زیر به صورت را C٢n×(٢n−١) ماتریس حال
c٠٠ = ٠

c٠j = ۴n٢ + ٢n− j,

١ ≤ j ≤ ٢n,

ci٠ =


i, ١ ≤ i ≤ n− ١

۴n٢ − ٢n+ i, n ≤ i ≤ ٢n− ١,

aij + ٢nbij + n, otherwise.

است. ۴n٣ + ٢n٢ جادویی ثابت با k٢n−١,٢n گراف رأسی کامل جادویی برچسب گذاري ماتریسی نمایش C ماتریس .۵ .٢ قضیه

و است ۴n٣ + ٢n٢ برابر صفر) ستون و سطر احتمالاً (به جز C ماتریس ستون و سطر هر درایه هاي مجموع دهیم نشان است لازم اثبات.
ظاهر (٠, ٠) درایۀ در صفر عدد (می دانیم می شود تکرار C در یک بار دقیقاً v + e = ۴n٢ + ٢n− ١ تا صفر بازة در صحیح عدد هر

است: زیر به صورت C ماتریس سطري مجموع شد). خواهد
٢n∑
j=٠

cij = ci٠ +

٢n∑
j=١

aij + ٢n
٢n∑
j=١

bij + ٢n٢

= ci٠ + ٢n٢ − i+ ٢n
٢n∑
j=١

bij + ٢n٢

= ۴n٣ + ٢n٢

است: زیر به صورت C ماتریس ستونی مجموع و
٢n−١∑
i=٠

cij = c٠j +
٢n−١∑
i=١

aij + ٢n
٢n−١∑
i=١

bij + n(٢n− ١)

= ۴n٢ + ٢n− j + ٢n٢ − ٣n+ j + ٢n

(٢n−١∑
i=١

bij

)
+ n(٢n− ١)

= ۴n٢ + ٢n− j + ٢n٢ − ٣n+ j + ٢n(٢n٢ − ٣n+ ١) + n(٢n− ١)

= ۴n٣ + ٢n٢
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است. ۴n٣ + ٢n٢ برابر اولی) (به جز ستون ها و سطرها همۀ مجموع بنابراین
در بار یک دقیقاً عضو هر که هستند ٠, ١, ٢, . . . , ۴n٢ − ٢n− ١ مجموعۀ اعضاي C ماتریس درایه هاي می دهیم نشان نهایت، در
سطر اولین در ترتیب به ۴n٢ − n, ۴n٢ − n+ ١, . . . , ۴n٢ + ٢n− ١ و ٠, ١, ٢, . . . , n− ١ مجموعه ها ي می شود. ظاهر C

دارند. قرار [٠, ٢n − ٢] بازة در B ماتریس درایه هاي و [٠, ٢n − ١] بستۀ بازة در A ماتریس درایه هاي می شوند. ظاهر C ستون و

دارند. قرار [n, ٣n − ١ + ٢n(٢n − ٢)] = [n, ۴n٢ − n − ١] بازة در اول) ستون و سطر (به جز C ماتریس درایه هاي بنابراین
نشان باید موضوع این اثبات براي هستند. منحصربه فرد درایه ها دهیم نشان است کافی فقط و دارد وجود عدد ۴n٢ − ٢n بازه این در
ستون آخرین و اولین و هستند ٢n − ١ و ٠ اعداد شامل فقط A ماتریس ستون آخرین و اولین هستند. یکتا (aij , bij) زوج هاي دهیم
قسمت براي است. ساده ندارد، وجود تکراري زوج هیچ قسمت این در اینکه اثبات و هستند ٠, ١, . . . , ٢n − ٢ اعداد شامل B ماتریس
مقادیر همۀ A ماتریس درایه هاي و است ثابت مقدار j و i انتخاب از مستقل ها bij مقدار که کنید توجه B ماتریس و A ماتریس باقی ماندة
در [١, ۴n٢ − ٢n− ١] بازة در صحیح عدد هر درنتیجه هستند. متمایز زوج ها همۀ بنابراین می کنند. اتخاذ را {١, ٢, . . . , ٢n− ٢}

می شود. ظاهر بار یک دقیقاً C ماتریس

می کنیم فرض حالت این در کنیم. بررسی زوج m ازاي به km,m+١ گراف براي را رأسی کامل جادویی برچسب گذاري می خواهیم حال
دارد. نیاز برچسب ۴n٢ + ۶n+ ١ به کامل برچسب گذاري یک و E = ۴n٢ + ٢n و V = ۴n+ ١ بنابراین .m = ٢n

دارد. وجود (n+ ٢)(١n+ ٢(١ جادویی ثابت با k٢n,٢n+١ گراف براي رأسی کامل جادویی برچسب گذاري یک .۶ .٢ قضیه

می سازیم: زیر به صورت است k٢n,٢n+١ گراف رأسی کامل جادویی برچسب گذاري ماتریسی نمایش که را C = (cij) ماتریس اثبات.

C٠٠ = ٠ به عبارت دیگر است {٠, (٢n+١)٢, (٢n+١)١+٢, . . . , (٢n+١)٢+٢n} به صورت C ماتریس صفرم سطر .١
.C٠j = (٢n+ ٢(١ + j − ١ و

.ci٠ = (٢n+ ٢)i داریم ،١ ≤ i ≤ ٢n به ازاي .٢

آنگاه: ،n+ ٢ ≤ j ≤ ٢n+ ١ و n+ ٢ ≤ i ≤ ٢n یا ١ ≤ j ≤ n+ ١ و ١ ≤ i < n اگر .٣

cij = ٢n(٢n+ ٢)− [j + (i− ٢)(١n+ ٢)].

آنگاه: ،١ ≤ j ≤ n+ ١ و n+ ١ < i ≤ ٢n اگر یا n+ ٢ ≤ j ≤ ٢n+ ١ و ١ ≤ i < n اگر .۴

cij = j + (i− ٢)(١n+ ٢).

آنگاه: ،١ ≤ j ≤ n+ ١ اگر .۵
cn, j = n(٢n+ ٢) + ٢n− ٢j + ٣,

cn+١,j = (n− ٢)(١n− ٢) + n+ j

آنگاه: ،n+ ٢ ≤ j ≤ ٢n+ ١ اگر و

cn,j = (n− ٢)(١n+ ٢) + ۴n− ٢j + ۴,

cn+١,j = n(٢n+ ٢) + j − n− ١.

شود: بیان زیر به صورت می تواند پنجم قسمت واقع در
است زیر شکل به که X ماتریس سطرهاي روي از C ماتریس n+ ١ و n، ٠ سطرهاي درایه هاي باقی (٠, ٠) درایۀ به جز ١ ٢ ٣ · · · n+ ١ n+ ٢ n+ ٣ · · · ٢n+ ١

٢n+ ١ ٢n− ١ ٢n− ٣ · · · ١ ٢n ٢n− ٢ · · · ٢
n+ ١ n+ ٢ n+ ٣ · · · ٢n+ ١ ١ ٢ · · · n


کردن اضافه با
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 (٢n+ ٢(١ − ١
n(٢n+ ٢)

(n− ٢)(١n+ ٢)


کردن اضافه و X ماتریس اول ستون n+ ١ از هرکدام به (٢n+ ٢(١ − ١

(n− ٢)(١n+ ٢)
n(٢n+ ٢)


می آید. دست به ستون ها بقیۀ به

شامل بار یک دقیقاً n + ١ و n سطرهاي بنابراین است. ١, ٢, . . . , ٢n+ ١ از جایگشتی X سطر هر که است مشخص به وضوح
،١ ≤ i < n که زمانی است. (n− ٢)(١n+ ٢) + ١, (n− ٢)(١n+ ٢) + ٢, . . . , (n+ ٢)(١n+ ٢) مجموعۀ عناصر

هستند: زیر اعداد همۀ شامل ٢n+ ١− i و i سطرهاي

t+ (i− ٢)(١n+ ٢) : ١ ≤ t ≤ ٢n+ ٢

t+ (٢n− i)(٢n+ ٢) : ١ ≤ t ≤ ٢n+ ٢

داشت: خواهیم راستا این در

ci٠ = ٢n+ ٢+ (i− ٢)(١n+ ٢) = i(٢n+ ٢) (۵ .٢)

c٢n+١−i,٠ = ٢n+ ٢+ (٢n− i)(٢n+ ٢) (۶ .٢)

به صورت بالا تعریف طبق C ماتریس صفرم سطر می آیند. دست به (۴) و (٣) قسمت هاي از درایه ها بقیۀ و
مجموعۀ اعضاي از یک هر شامل دقیقاً بنابراین است. [٠ (٢n + ٢(١ (٢n + ٢(١ + ١ . . . (٢n + ٢(١ + ٢n]

است. {٠, ١, . . . , ۴n٢ + ۶n+ ١}
داریم: (۴) و (٣) از

cij + c٢n+١−i,j = j + (i− ٢)(١n+ ٢) + ٢n(٢n+ ٢)− (j + (i− ٢)(١n+ ٢))
= ٢n(٢n+ ٢) ١ ≤ i < n.

پس است، ٣n+ ٣ برابر X ماتریس ستون هر جمع

cn,j + cn+١,j + c٠j = (n+ ٨)(١n+ ١), ١ ≤ j ≤ ٢n+ ١.

است: زیر به صورت C ماتریس ام j ستون مجموع ∑بنابراین
cij

٢n
i=٠ = (n− ٢(١n(٢n+ ٢) + cnj + cn+١,j + c٠,j

= (n− ٢(١n(٢n+ ٢) + (n+ ٨)(١n+ ١)
= (n+ ٢)(١n+ ٢(١.

می شود محاسبه زیر به صورت ،i ≤ n اگر ،C ماتریس ام i سطر ١+٢n∑مجموع
j=٠ cij =

∑٢n+١
j=١ j + ci٠ + n(i− ٢)(١n+ ٢) + (n+ ٢)(١n− i)(٢n+ ٢)

=

(
٢n+ ٢

٢

)
+ (٢n+ ٢)i+ (٢n+ ٢) + n(i− ١) + (n+ ٢)(١n− i)

(n+ ٢)(١n+ ١) + ٢(n+ ١)n(٢n+ ١)
= (n+ ٢)(١n+ ٢(١.

می آید. دست به i ≥ n+ ١ براي مشابه طریق به حکم
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km,n گراف رأسی کامل جادویی برچسب گذاري طیف ٢. ٢
دارد وجود رأسی کامل جادویی برچسب گذاري آن ها براي می دانیم ٢. ٢ قضیه  طبق که اي km,n گراف هاي براي می خواهیم قسمت این در
نگاشت یک داراي G گراف کنید فرض می گویند. برچسب گذاري مسئلۀ ١ طیف را مجموعه این کنیم[۵]. حساب را k مقادیر مجموعۀ

داریم: تعریف طبق و می دهیم نشان SE با را یال ها برچسب هاي مجموع است. f رأسی کامل جادویی برچسب گذاري

SE =
∑

x∈E(G)

f(x)

داشت: خواهیم رئوس همۀ در برچسب ها مجموع شمارش با

SE +

(
v + e+ ١

٢

)
= vk (٢. ٧)

به وضوح

e∑
i=١

i ≤ SE ≤
v+e∑

i=v+١
i (٢. ٨)

)یا
e+ ١
٢

)
≤ SE ≤

(
e+ ١
٢

)
+ ve. (٢. ٩)

فرمول  هاي از استفاده با km,m گراف براي کند. ایجاد رأسی کامل برچسب گذاري طیف روي کران هایی می تواند (٢. ٩) و (٢. ٨) فرمول هاي
داشت: خواهیم (٢. ٩) و (٢. ٨)

١
٢
[(m+ ٣(١ −m٢] ≤ k ≤ ١

٢
[(m+ ٣(١ +m٢] (٢. ١٠)

جادویی برچسب گذاري یک بگیریم نتیجه می توانیم بنابراین برد. کار به می توان را ([۴] ) دوگان قضیۀ است منظم گراف یک km,m ازآنجاکه
.k =

١
٢
[(m+ ٣(١ − x] اگر تنها و اگر دارد وجود km,m براي ١

٢
[(m+ ٣(١ + x] جادویی ثابت با رأسی کامل

بازة در صحیح عدد هر براي می دهد نشان کامل جستجوي یک و ١٢ ≤ k ≤ ١۵ می گیریم نتیجه (٢. ١٠) فرمول از k٢,٢ گراف براي
k٢,٢ گراف در کامل جادویی برچسب گذاري پنج دقیقاً حقیقت، در دارد. وجود رأسی کامل جادویی برچسب گذاري یک حداقل [١٢, ١۵]

است: زیر قرار به آن ها ماتریسی نمایش هاي دارد. وجود ٣ ٧ ٠
۴ ١ ٨
۶ ۵ ٢

 : k = ١٣

 ٧ ۵ ٠
٣ ١ ٨
٢ ۶ ۴

 : k = ١٢ (٢. ١١)

 ٢ ۴ ٠
٧ ٣ ۵
۶ ٨ ١

 : k = ١۵

 ٣ ۵ ٠
٧ ١ ۶
۴ ٨ ٢

 : k = ١۴

 ۶ ۴ ٠
۵ ١ ٧
٢ ٨ ٣

 : k = ١٣ (٢. ١٢)

برچسب گذاري ٣۵ کند. اتخاذ را بازه این مقادیر تمامی می تواند k و ٢٨ ≤ k ≤ ٣۶ داشت خواهیم (٢. ١٠) فرمول از k٣,٣ گراف براي
کامل جادویی برچسب گذاري چهارصدوهفتادوهفت k = ٣۵ به ازاي و هفتاد k = ٣۶ به ازاي دارد. وجود k = ٢٨ با رأسی کامل جادویی
خواهد وجود رأسی کامل جادویی برچسب گذاري یک حداقل (٢. ١٠) فرمول در k مجاز مقدار هر براي آیا این که داشت. خواهند وجود رأسی

است. باز مسئلۀ یک داشت
1Spectrum



٢۶ ١۴٠٣ ،٢ شماره ،١ دوره کاربردها، و اندازه جبرهاي

جمع S١ کار این براي بخشیم، بهبود ٢. ٢ قضیه  اثبات مشابه رویه اي از استفاده با را (٢. ٩) فرمول کران می توانیم km,m+١ حالت در
مجموع به عنوان را SE مجدداً می دهیم. قرار تایی m + مجموعۀ١ رئوس برچسب هاي جمع را S٢ و تایی mمجموعۀ رئوس برچسب هاي

داشت: خواهیم اساس این بر است، مجموعه دو هر رئوس از یکی دقیقاً با مجاور یال هر می دهیم. نمایش یال ها برچسب

km = S١ + SE ≥ ١+ ٢+ . . .+ (m+m(m+ ١)) (٢. ١٣)

بنابراین

k ≥ ١
٢
(m+ ٢(١(m+ ٢). (١۴ .٢)

داشت: خواهیم طرفی از

k(m+ ١) = S٢ + SE

≤ (m+ ١) + (m+ ٢) + . . .+ ((٢m+ ١) +m(m+ ١)),

k ≤ ١
٢
(m+ ١)(m٢ + ۴m+ ٢) (١۵ .٢)

به عبارت دیگر دارد. وجود رأسی کامل جادویی برچسب گذاري مقدار، دو هر براي و ۶ ≤ k ≤ ٧ داشت خواهیم ،k١,٢ گراف ]براي
٣ ۵ ٠
۴ ٢ ١

]
: k = ٧

[
۵ ۴ ٠
١ ٢ ٣

]
: k = ۶ (١۶ .٢)

رأسی کامل جادویی برچسب گذاري می توان k = ١٨, ١٩, ٢٠ براي فقط اما است [١٨, ٢١] بازة k مجاز مقادیر k٢,٣ گراف براي اگرچه
است: زیر قرار به برچسب گذاري ها این ماتریسی نمایش کرد. پیدا ٨ ٩ ١١ ٠

١ ۶ ۵ ٧
١٠ ۴ ٣ ٢

 : k = ١٩

 ٩ ١٠ ١١ ٠
١ ۶ ۴ ٧
٨ ٢ ٣ ۵

 : k = ١٨ (٢. ١٧)

 ۶ ٩ ١١ ٠
۴ ٨ ٧ ١
١٠ ٣ ٢ ۵

 : k = ٢٠

 ٨ ٩ ١١ ٠
١ ٧ ۶ ۵
١٠ ٣ ٢ ۴

 : k = ١٩ (٢. ١٨)

زیر قرار به باز مسئلۀ یک رابطه این در دارد. وجود کامل جادویی برچسب گذاري ۴٠ ≤ k ≤ ۴۶ که k مقادیر همۀ براي k٢,٣ گراف براي
است:

دارد؟ وجود رأسی کامل جادویی برچسب گذاري می کنند صدق (١۵ .٢) و (١۴ .٢) روابط در که k مقادیر کدام براي

kn,n گراف جادویی-اول برچسب گذاري ٣

می شوند نامیده ١ جادویی-اول گراف هاي باشد منحصربه فرد اول عدد یک f(e) ،e ∈ E(G) یال هر براي آن در که جادویی گراف هاي
در اسِتِوارت می شود. تعریف f : E(G) → Prime positive integers به صورت گراف هایی چنین براي f تابع برد و دامنه واقع در
جادویی- گراف براي k جادویی ثابت مقدار کوچک ترین است. k = ١٣٩ جادویی ثابت با اول جادویی- گراف یک k٣,٣ کرد ثابت [١٠]
بخش این در .[٩] است ۵٣ برابر k٣,٣ اول جادویی- گراف براي k مقدار کوچک ترین داد نشان سِدلیِسِک است؟ چقدر n ≥ ٣ ،kn,n اول
ارائۀ است؛ نامنظم توزیعی اول، اعداد توزیع ازآنجاکه .[١] کنیم توصیف را k۴,۴ دوبخشی کامل گراف جادویی-اول برچسب گذاري می خواهیم
یک واقع در و است نشده حل تاکنون (n ≥ ۵) ،kn,n جادویی-اول گراف هاي براي k مقدار کوچک ترین کردن پیدا براي کلی قضیۀ یک

است. باز مسئلۀ
1Prime-magic



٢٧ دوبخشی کامل گراف رأسی کامل جادویی برچسب گذاري

است. ١١۴ برابر k۴,۴ جادویی-اول گراف براي k مقدار کوچک ترین .٣. ١ قضیه

برچسب گذاري f و تشکیل شده اند اول اعداد از A درایه هاي است، k۴,۴ گراف برچسب گذاري ماتریسی نمایش A = (f(eij)) اثبات.
به وضوح است. k۴,۴ گراف در j رأس و i رأس متصل کنندة یال eij که S =

∑۴
i=١ f(eij) دهید قرار است. k۴,۴ گراف جادویی

بنابراین است. S = ۴۴٠ می کند صدق بالا شرط در که اي S مقدار اولین .S = ۴k و (mod 2) k ≡ ٠ زیرا ،S ≥ ۴٣٨
باشد ٣ پیمانۀ در −١ با همنهشت مقدار دو داراي باید (f(eij) ̸= ٢ (که اول اعداد از چهارتایی هر لذا ،(mod 3) k = ١١٠ ≡ −١
پیمانۀ در آن ها مقادیر همۀ یا ،f(eij) ̸= ٢, ٣ که اول اعداد از چهارتایی هر طرفی از است. همنهشت ٣ پیمانۀ در −١ با دیگر عدد و
١ با همنهشت ٣ پیمانۀ در دیگر مقدار سه و بوده −١ با همنهشت ٣ پیمانۀ در مقادیر این از یکی اینکه یا و باشد −١ با همنهشت ٣
−١ با همنهشت ٣ پیمانۀ در ماتریس ستون هر و سطر هر مجموع که داشت خواهد وجود ٠, ١−,١ درایه هاي با ماتریسی بنابراین باشند.
٣ پیمانۀ در اول عدد ۵ مجموع و است +١ با همنهشت ٣ پیمانۀ در اول عدد ١٠ مجموع همچنین و اول عدد ٣ مجموع بااین وجود، است.

است. تناقض یک این که شد خواهد S > ۴۴ و می شوند زیر ماتریس آمدن وجود به باعث که است −١ با همنهشت
٠ ١ −١ −١
١ −١ ١ ١
−١ ١ ١ ١
−١ ١ ١ ١


شامل باید f(e١١) = ٣ و f(eij) ̸= ٢ اعداد از چهارتایی هر حالت این در می کنیم، بحث را (mod 3) k = ١١٢ ≡ ١ حالت اکنون
با همنهشت ٣ پیمانۀ در همگی یا f(eij) ̸= ٢, ٣ اعداد از چهارتایی هر و باشند ٣ پیمانۀ در −١ با همنهشت مقدار یک و +١ مقدار دو

هستند. ٣ پیمانۀ در ١ با همنهشت دیگري و −١ با همنهشت آن ها از عدد سه یا و هستند ١
٠ −١ ١ ١
−١ ١ −١ −١
١ −١ −١ −١
١ −١ −١ −١


بزرگ تر ٣ پیمانۀ در −١ با معادل اول عدد ١٠ هر جمع و است ٣ پیمانۀ در ١ با همنهشت اول عدد پنج هر مجموع و اول عدد سه هر جمع

ندارد. وجود k۴,۴ اول جادویی گراف هیچ k = ١١٢ براي که است معنی بدان این است. ۴۴٨ از
دارند. وجود ١−,١+,٠ درایه هاي با ماتریس دو دقیقاً که داد نشان k = ١١۴ براي می توان بالا مشابه

٠ −١ −١ −١
−١ ١ −١ ١
−١ ١ ١ −١
−١ −١ ١ ١

 ب)


٠ ١ ١ ١
١ −١ ١ −١
١ ١ −١ −١
١ −١ −١ ١

 الف)

نشان این و رسید خواهیم متمایز اول اعداد از متشکل ماتریس یک به (ب) ماتریس براي ولی رسید خواهیم تناقض به (الف) ماتریس براي
است k براي ممکن مقدار کمترین ١١۴ عدد می دهد

٣ ١١ ۴٧ ۵٣
٢٣ ٣٧ ۴١ ١٣
٢٩ ۶١ ٧ ١٧
۵٩ ۵ ١٩ ٣١

 .

پیشنهاد ها و نتیجه گیري ۴

کامل گراف یک که دادیم نشان سپس کردیم. تعریف دلخواه گراف یک براي را رأسی کامل جادویی برچسب گذاري مفهوم ابتدا مقاله، این در
قضیه شرط در که دوبخشی کامل گراف هاي از دسته آن براي و باشد رأسی کامل جادویی برچسب گذاري داراي نمی تواند نامتعادل دوبخشی
مقادیر (مجموعۀ طیف مجموعۀ و دادیم نشان را رأسی کامل جادویی برچسب گذاري ساخت نحوة جادویی، مربع از استفاده با ندارند قرار ٢. ٢
n = ۴ ازاي به که دادیم نشان و داده قرار بررسی مورد را kn,n گراف جادویی-اول برچسب گذاري نهایت، در کردیم. محاسبه را آن ها (k



٢٨ ١۴٠٣ ،٢ شماره ،١ دوره کاربردها، و اندازه جبرهاي

یک kn,n گراف کامل جادویی برچسب گذاري وجود مسئلۀ n ≥ ۵ براي دارد. وجود kn,n گراف براي جادویی-اول برچسب گذاري یک
می شود. توصیه مسئله این بررسی و مطالعه و است باز مسئلۀ

جادویی) مربع ساخت (نحوة ضمیمه
مقداري آن قطرهاي و ستون ها سطرها، اعداد مجموع به طوري که است nستون و nسطر با مربعی ،n مرتبۀ از جادویی مربع یک
از A جادویی مربع یک ساخت براي می شود. داده نشان µ با مختصر به طور یا µ(A) با که است جادویی ثابت نام به ثابت

نمود حل زیر به صورت معادلات دستگاه یک باید n مرتبه

A =


a١١ · · · a١n

... . . . ...
an١ · · · ann


n∑

i=١
aij = µ j = ١, ٢, ٣, . . . , n

n∑
j=١

aij = µ i = ١, ٢, ٣, . . . , n

∑
i=j

aij = µ

i=n, j=١∑
i=١, j=n

aij= µ

(a١,n+a٢,n−١+a٣,n−٢+ . . .+ an−١,٢+an,١ = µ)

: مثال

A =

a١١ a١٢ a١٣

a٢١ a٢٢ a٢٣

a٣١ a٣٢ a٣٣


a١١+a١٢+a١٣= ١۵

a٢١+a٢٢+a٢٣= ١۵

a٣١+a٣٢+a٣٣= ١۵

a١١+a٢١+a٣١= ١۵

a١٢+a٢٢+a٣٢= ١۵

a١٣+a٢٣+a٣٣= ١۵

a١١+a٢٢+a٣٣= ١۵

a١٣+a٢٢+a٣١= ١۵

از است عبارت معادلات دستگاه این جواب یک



٢٩ دوبخشی کامل گراف رأسی کامل جادویی برچسب گذاري

A =

٨ ١ ۶
٣ ۵ ٧
۴ ٩ ٢

 .
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