
On the Lp(G) spaces as topological lattice vector groups

Mohammad Ali Ranjbar1 
 

, Seyyed Hassan Myrnouri2B 
 

1. Teacher and free researcher. Email: maaliranjbar@gmail.com
2. Corresponding Author, Department of Mathematics, Lahijan Branch, Islamic Azad University, Lahi-

jan, Iran. Email: myrnouri@liau.ac.ir

Article Info ABSTRACT

Article type:
Research Article

Article history:
Received: 31 December 2023
Received in revised form:
01 March 2024
Accepted: 15 June 2024
Published Online:
20 August 2024

Keywords:
ℓ-group,
Unital ℓ-group,
Order unit,
Locally compact group,
Haar measure,
Riesz algebra,
Topological lattice-ordered ring

2020 Mathematics Subject
Classification: 06F20, 06F25

In this paper, we consider the Lp(G) spaces
with pointwise ordering as Riesz spaces and
investigate some lattice group topologies on
them. In many cases, these topologies which
are called link topologies or positive filter
topologies are not vector topologies in the sense
that the scalar multiplication is not continuous
with respect to them, but they have many useful
properties.

Cite this article: Ranjbar, M.A., & Myrnouri, S.H. (2024). On the Lp(G) spaces as
topological lattice vector groups. Measure Algebras and Applications, 1(2), 1–13.
http://doi.org/10.22091/MAA.2024.10266.1013

©The Author(s). Publisher: University of Qom
DOI: 10.22091/MAA.2024.10266.1013

١

https://orcid.org/0000-0002-8142-3907
https://orcid.org/0000-0002-6865-7952


Extended Abstract

Introduction

Ordered algebraic structures have been investigated by many mathematicians. In the last decades, many
researchers introduced and investigated lattice topologies on the ordered algebraic structures [12], [19],
[14], [23], [27] and [29]. In 1998, Gusic introduced the concept of an admissible subset of a 2-divisible
lattice-ordered group H , which induces a topology on it. This topology is a group topology and also is
locally solid. The Gusic topology investigated by Ranjbar and Pourgholamhossein in [23] and [27] and
Yang in [29]. In [23], the authors introduced the concept of links as a generalization of admissible subsets
of a lattice-ordered group. The topology induced by a link is Hausdorff. If the lattice-ordered group H

is Archimedean with order unit, then the set of all order units is a link and called the strong link. It is a
case that the lattice-ordered group is also an Archimedean Riesz space. However the link topology in an
Archimedean Riesz space is not necessarily a vector topology. The authors in [24] showed that the link
topology in an Archimedean Riesz space is a vector topology if and only if the link is the strong link.
Although the link topology in a Riesz space is not a vector topology in general, it makes the Riesz space
into a locally convex topological vector group [17]. The notion of topological vector group was defined
and studied by Raikov in [25] and [26].

Positive filter topology on a lattice-ordered group is another lattice group topology which was intro-
duced and investigated in [19] and [14]. A positive filter is a subset of the positive cone of an ℓ- group
which induces the positive filter topology. Every link in an ℓ-group is a positive filter. In some cases, the
positive filter topology and link topology on an ℓ-group are the same, which have been investigated by
authors in [24].

In this work, we review the last researches about the introduction of lattice topologies on a Riesz
space and we investigate some properties of these topologies on Lp(G) (0 < p < ∞) spaces, where G
is a locally compact abelian group with the Haar measure. In fact, we consider Lp(G) (0 < p < ∞)
as Riesz spaces with pointwise ordering in the sense of almost everywhere. The Riesz spaces Lp(G) or
Lp(X,Σ, µ) are very important in functional analysis. It is well known that for 1 ≤ p, Lp(G) spaces are
Banach lattices with respect to the integral norm. A famous theorem about the spaces Lp(G) or more
generally Lp(X,Σ, µ) is that every abstract Lp-space has a representation of the form Lp(X,Σ, µ) (see
[1] for more details). Furthermore, as we shall see later, Lp(G) is a locally convex topological vector
group with respect to every link topology on it. We also see that some of the link topologies are finer
than the integral norm topology on Lp(G).

We show that if G is not discrete, then for every 0 < p < ∞ and every neighborhood U of zero in
G, there is an unbounded f ∈ Lp(G) such that supp(f) is contained in U . We also show that an Lp(G)

(0 < p < ∞) does not contain an order unit unless G is finite. We introduce the notion of completely
positive functions in an Lp(G) and we show that the set of all completely positive functions is a link
in Lp(G) if G is σ-compact. A completely positive function is a real-valued measurable function on G

which is far from zero almost everywhere.
It is well known that in Lp(G) the pointwise multiplication is not closed in general. We introduce the

concept of p-ideal subspace of an Lp(G)which is closed under pointwise multiplication. More precisely,
for 0 < p < ∞, a function f ∈ Lp(G) is p-ideal, if for every g ∈ Lp(G), we have f.g ∈ Lp(G). For
instance, every characteristic function on a compact subset ofG is a p-ideal of Lp(G) for all 0 < p < ∞.
The set of all p-ideal functions is a linear subspace ofLp(G) and we call it the p-ideal subspace ofLp(G).
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We show that this is an order-ideal of Lp(G). We also show that the p-ideal subspace of an Lp(G) with
pointwise multiplication is a Riesz algebra. In addition, we give a link topology on the p-ideal subspace
of Lp(G) which makes it a topological lattice-ordered ring.

Conclusion

In this paper, the following concepts are presented:
1- A completely positive measurable function.
2- A p-ideal function in an Lp(G).
3- A p-ideal subspace of an Lp(G) and we denote it by ILp(G).
4- The link IP in ILp(G).

Also, the next theorems, propositions and corollaries are presented:
1- The Riesz space of Lp(G) contains a strong link, if G is a finite group.
2- If G is a σ-compact locally compact abelian group, then the set of all completely positive functions in
Lp(G) is a link in Lp(G) (0 < p < ∞) .
3- ILp(G) is a Riesz subspace and an order-ideal of Lp(G). Furthermore, ILp(G) is closed under point-
wise multiplication and is a Riesz algebra.
4- If G is σ-compact, then ILp(G) is a topological lattice-ordered ring with respect to some of the link
topologies.
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نقطه اي ترتیب رابطۀ با را Lp(G) فضاهاي مقاله، این در
از دسته اي و می گیریم نظر در ریس فضاهاي به عنوان
آن ها روي را مشبکه اي جمع) عمل (با گروهی توپولوژي هاي
فیلتري توپولوژي هاي که توپولوژي ها این کرد. خواهیم بررسی
مواقع از بسیاري در دارند، نام زنجیره اي توپولوژي هاي یا و مثبت
در اسکالر ضرب عمل که معنا بدین نیستند، برداري توپولوژي
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۵ توپولوژیکی مشبکه برداري گروه هاي به عنوان Lp(G) فضاهاي بررسی

پیش نیاز ها و مقدمه ١

نیز -جبرها MV و آن ها بین رابطۀ همچنین است. بوده جهان بزرگ ریاضی دانان توجه مورد بیستم قرن اوایل از مرتب جبري ساختارهاي
مشبکۀ گروه هاي رستۀ که داد نشان موندیچی که جایی تا است، گرفته قرار بررسی مورد موندیچی ازجمله ریاضی دانان از بسیاري به وسیلۀ
توسط میلادي ١٩۵٨ سال در -جبر، MV مفهوم که می شویم یادآور .[٢٠] است رسته اي یکریخت -جبرها، MV همۀ رستۀ با یکانی
اعمال با همراه خودتوان، عناصر همۀ مجموعۀ -جبر، MV یک در که می دانیم .[۴] شد معرفی بولی جبر مفهوم از تعمیمی به عنوان و چانگ
مورد ریس فضاهاي و مشبکه گروه هاي روي بر توپولوژي ها بررسی و ساخت اخیر، دهه هاي در .[۵] می دهد بولی جبر یک تشکیل مشبکه،
با باید توپولوژي ها این .[٢٩] و [٢٨] ،[٢٧] ،[٢٣] ،[١۴] ،[١٩] ،[١٢] است گرفته قرار جهان و ایران در پژوهشگران از بسیاري توجه
توپولوژي ها این تحت اینفیمم و سوپریمم دوتایی عمل هاي و جمع دوتایی عمل  که معنا بدین باشند. سازگار مشبکه اي اعمال و جبري اعمال
نوین پژوهش هاي از مختصري ،Lp فضاهاي و ریس فضاهاي مشبکه، گروه هاي مقدماتی خواص بیان از پس مقاله، این در باشند. پیوسته
توپولوژي ها این بررسی و تطبیق به همچنین می کنیم. بیان را ریس فضاهاي و مشبکه گروه هاي در مشبکه اي توپولوژي هاي ساخت پیرامون
این در را بی پاسخ سؤال یک نیز انتها در است. هار اندازة با آبلی موضعی فشردة گروه یک G آن در که می پردازیم Lp(G) فضاي یک در
که آن روي بر ≤ ترتیب رابطۀ یک به همراه گروه (یک مرتب جزئاً گروه یک از است عبارت مشبکه گروه یک کرد. خواهیم مطرح خصوص
آن، از متناهی زیرمجموعۀ هر که ( x+ z ≤ y + z گروه، در z عنصر هر براي آنگاه ، x ≤ y اگر که معنا بدین است؛ پایا انتقال تحت
از اطلاع براي می دهیم). نمایش x ∧ y با را آن اینفیمم و x ∨ y با را x, y عضوي دو مجموعۀ (سوپریمم باشد. اینفیمم و سوپریمم داراي
نظر در آبلی همواره را (L,+,≤) مشبکۀ گروه ما اینجا در نمایید. مراجعه [١١] و [١٠] به مشبکه گروه هاي و مرتب جزئاً گروه هاي خواص
x ∈ L عناصر همۀ مجموعۀ همچنین می شود. داده نمایش ٠ با همواره نیز خنثی عضو و می دهیم نمایش L با به اختصار را آن و می گیریم

می شود. نامیده مثبت عناصر مجموعۀ که می دهیم نمایش L+ با را کنند، صدق ٠ ≤ x رابطۀ در که

به طوري که شود یافت n طبیعی عدد ،x ∈ L هر براي هرگاه نامند، ترتیبی یکّۀ را L مشبکۀ گروه در u مثبت عنصر .١. ١ تعریف
باشد. ترتیبی یکّۀ داراي که مشبکه گروه یک از است عبارت یکانی، -گروه ℓ یا یکانی مشبکۀ گروه یک همچنین .x ≤ nu

اگر گوییم مثبت همریختی یک را f : L → H گروهی همریختی آنگاه باشند، مشبکه گروه هاي L,H اگر .١. ٢ تعریف
باشیم: داشته بالا، خواص علاوه بر اگر نامیم، مشبکه گروه هاي همریختی را f همچنین .f (L+) ⊆ H+

f (x ∧ y) = f (x) ∧ f (y)

و
f (x ∨ y) = f (x) ∨ f (y) .

داریم: n طبیعی عدد هر و x, y ∈ L هر براي ،L آبلی مشبکۀ گروه هر در [۶] .١. ٣ گزاره

n(x ∨ y) = nx ∨ ny , n(x ∧ y) = nx ∧ ny.

کاملاً گروه هاي از حاصل ضربی -زیرگروه ℓ یعنی (۶ .۴٧ گزاره ،[۶] (ر.ك است نمایش پذیر آبلی، مشبکۀ گروه هر که است توضیح به لازم
اگر نامیم، ١ ارشمیدسی را L مشبکۀ گروه می شود. نتیجه مرجع) همین (در ١٠ .۴٧ گزاره از مستقیم به طور بالا گزارة حال، است. مرتب
جامد را G مشبکۀ  گروه از A زیرمجموعۀ  .x ≤ ٠ آنگاه باشد، برقرار n طبیعی عدد هر براي nx ≤ y نامساوي هرگاه ،x, y ∈ G براي
فضاي دارد. نام x قدرمطلق |x| = x ∨ (−x) آن در که x ∈ A آنگاه ،|x| ≤ |a| اگر ،x ∈ G هر و a ∈ A هر براي هرگاه نامیم ٢
ثانیاً و باشد مشبکه گروه یک جمع، عمل با (E,≤) اولاً هرگاه دارد، نام ریس فضاي یک ≤ جزئی ترتیب رابطۀ به همراه E حقیقی برداري
مقدماتی خواص از اطلاع براي باشد. برقرار r مثبت حقیقی عدد هر براي rx ≤ ry نامساوي آنگاه ،x ≤ y به طوري که x, y ∈ E اگر
ترتیب رابطۀ یک با همراه A مانند حقیقی جبر یک از است عبارت ریس جبر یک نمایید. مراجعه [٢] و [١] به ریس فضاهاي و مشبکه ها
آنگاه ،x, y ∈ A+ اگر آن علاوه بر و باشد ریس فضاي یک ترتیب، رابطۀ این با همراه حقیقی، برداري فضاي یک به عنوان A که ≤ جزئی
و باشد توپولوژیک گروه یک (L, τ) هرگاه نامیم، توپولوژیک مشبکۀ گروه یک را τ توپولوژي به همراه L مشبکۀ گروه .[٢٢] ٠ ≤ x.y

توپولوژي را τ توپولوژي حالت این در باشند. پیوسته L به L× L از (x, y) → x ∧ y و (x, y) → x ∨ y نگاشت هاي آن علاوه بر
همین به باشد. جامد عناصر با موضعی پایۀ داراي مبدأ اگر نامیم موضعی جامد مشبکۀ گروه را (L, τ) همچنین نامند. مشبکه اي گروهی
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۶ ١۴٠٣ ،٢ شماره ،١ دوره کاربردها، و اندازه جبرهاي

اگر ،y ∈ L هر و x ∈ S هر براي اگر نامند، جامد را S ⊆ L که است توضیح به لازم می شود. تعریف موضعی جامد ریس فضاي ترتیب
.y ∈ S آنگاه ،|y| ≤ |x|

را Lp(G) ،٠ < p < ∞ هر براي صورت این در باشد. آن روي هار اندازة µ و باشد آبلی موضعی فشردة گروه یک G کنیم فرض
فضاي یک Lp(G) می دانیم که همان گونه .

∫
G |f |p dµ < ∞ که می گیریم نظر در G روي مقدار حقیقی اندازه پذیر توابع همۀ مجموعۀ

رابطۀ یک با Lp(G) در تساوي مفهوم می شویم یادآور است. برداري فضاي یک اسکالر، ضرب و نقطه اي جمع اعمال با و است حقیقی برداري
یعنی باشند. مساوي تقریباًهمه جا اگر گوییم مساوي را f, g ∈ Lp(G) تابع دو مثلاً می شود. تعریف هم ارزي

µ {x ∈ G : f(x) ̸= g(x)} = ٠.

،٠ < p < ∞ هر براي حال نمایید. مراجعه [٩] و [٨] به انتگرال پذیر توابع و موضعی فشردة گروه هاي مقدماتی خواص از اطلاع براي
f(x) ≤ g(x) نامساوي اگر تنها و اگر f ≤ g یعنی می گیریم. نظر در Lp(G) روي بر تقریباًهمه جا مفهوم به را نقطه اي ترتیب رابطۀ

ثانیاً و است اندازه پذیر f ∧ g که می دانیم f, g ∈ Lp(G) هر براي باشد. برقرار ∫تقریباًهمه جا
G
|f ∧ g|p dµ ≤

∫
G
(|f |+ |g|)p dµ < ∞.

ریس فضاي یک Lp(G) که می دهد نشان ساده بررسی یک همچنین است. ریس فضاي یک ترتیب، رابطۀ این با Lp(G) بنابراین
می شود ثابت ترتیب همین به و می گیرند نظر در را (X,Σ, µ) اندازه فضاي ،G موضعی فشردة گروه به جاي معمولاً البته است. ارشمیدسی

.[١] است ارشمیدسی ریس فضاي یک Lp(X,Σ, µ) که
،|x| ≤ |y| نامساوي ،x, y ∈ E هر براي به طوري که باشد نرم یک N (یعنی باشد N ریس نرم به مجهز و ریس فضاي یک E کنیم فرض
همچنین باشد. باناخ فضاي یک N ریس نرم به همراه E اگر نامند، باناخ مشبکۀ یک را E فضاي دهد). نتیجه را N(x) ≤ N(y) نامساوي

تساوي اگر نامند جمع پذیر -p را N نرم ،١ ≤ p حقیقی عدد به ازاي

(N(x) +N(y))p = (N(x))p + (N(y))p

جمع پذیر -p ،N ریس نرم اگر نامند، مجرد Lp فضاي یک را (E,N) باناخ مشبکۀ باشد. برقرار x ∧ y = ٠ که x, y ∈ E+ هر براي
انتگرالی نرم با Lp(X,Σ, µ) ریس فضاي ،١ ≤ p هر و (X,Σ, µ) اندازة فضاي هر براي که است شده ثابت باشد.

∥ f ∥p=
(∫

X
|f |p dµ

) ١
p

نرم که باناخ مشبکۀ یک از است عبارت مجرد فضاي -Lp یک که می شویم یادآور است. مجرد فضاي -Lp یک همچنین و باناخ مشبکۀ یک
است، [٢١] ٣ ناکانو و [٣] ٢ باننبلاست ،[١۶] ١ کاکوتانی قضایاي از تلفیقی که زیر قضیۀ باشد. جمع پذیر -p ثانیاً و ریس نرم یک اولاً آن

است. بالا شکل به فضا یک با مشبکه اي یکریخت مجرد، فضاي -Lp هر حتی که می دهد نشان

مشبکۀ یک با مشبکه اي یکریخت مجرد، فضاي -Lp هر ،١ ≤ p هر براي ناکانو) باننبلاست- کاکوتانی- .٣. ٣٣ قضیه ،[١] ) .۴ .١ قضیه
است. Lp(X,Σ, µ) باناخ

p < ١ اگر می دانیم، که همان گونه و ١ ≤ p که است حالت هایی براي فقط بالا در ذکرشده مطالب می بینیم که همان گونه .۵ .١ ملاحظه
نباشد. برقرار است ممکن مثلثی نامساوي واقع در و نباشد نرم یک ∥ . ∥p است ممکن حتی

باشند. برقرار زیر شرایط اگر نامیم E در زنجیره یک را C .C ⊆ E+ و باشد ریس فضاي یک E کنیم فرض .۶ .١ تعریف
.x ∧ y ∈ C آنگاه ،x, y ∈ C اگر (١

.y ∈ C آنگاه ،x ∈ C و x ≤ y اگر (٢
.٠ /∈ C (٣

.inf(C) = ٠ (۴
.٠ < r ≤ ١ هر براي rx ∈ C آنگاه x ∈ C اگر (۵

باشد. داشته را فوق ۵ ١و٢و خواص اگر نامند مثبت فیلتر یک را F ⊆ E همچنین
1Kakutani
2Bohnenblust
3Nakano



٧ توپولوژیکی مشبکه برداري گروه هاي به عنوان Lp(G) فضاهاي بررسی

می گیریم. نظر در را زیر مجموعۀ r ∈ Ω و g ∈ E هر براي باشد. E در زنجیره یک Ω کنیم فرض .١. ٧ تعریف

Ug,r = {x ∈ G, r − |x− g| ∈ Ω}

با القاشده زنجیره اي توپولوژي را آن که می دهد E روي توپولوژي یک تشکیل (r ∈ Ω, g ∈ E) Ug,r شکل به مجموعه  هاي همۀ گردایۀ
گوییم. -توپولوژي Ω یا Ω

داده تعمیم مشبکه گروه هاي در شد، ذکر بالا در که ۵ خاصیت و می شوند تعریف مشبکه گروه هاي روي اصل در زنجیره ها .١. ٨ ملاحظه
نمایید. مراجعه [٢٧] و [٢۴] ،[٢٣] به زنجیره اي توپولوژي هاي خواص از اطلاع براي است. مقاله این اهداف از خارج آن بیان و می شود

در رایکوف بار اولین براي که می شویم یادآور را زیر تعریف ابتدا می شود. نتیجه [١٧] در ٢. ١٠ نتیجه و [٢٣] در ۴ قضیه از زیر قضیۀ
کرد. معرفی را آن [٢۵]

جمع عمل به همراه (X, τ) اولاً اگر نامند توپولوژیک برداري گروه یک را آن روي τ توپولوژي به همراه X برداري فضاي یک .١. ٩ تعریف
باشد. صفر در ١ متعادل موضعی پایۀ یک داراي τ ثانیاً و باشد هاسدورف توپولوژیک گروه یک

اینکه از است عبارت که داده اند ارائه را کلی تري شرط بودن، موضعی متعادل به جاي توپولوژیک، برداري گروه تعریف در منابع برخی در
.[١٨] و [٧] باشد پیوسته X به X از x 7→ αx نگاشت ،α مختلط) یا (حقیقی اسکالر هر براي

محدب و موضعی جامد هاسدورف، توپولوژیک برداري گروه یک توپولوژي، -Ω به همراه E آنگاه باشد، E در زنجیره یک Ω اگر .١. ١٠ قضیه
است. موضعی

زیر مجموعۀ ،n طبیعی عدد هر و r ∈ F هر براي و a ∈ F هر براي آنگاه باشد، E ریس فضاي در مثبت فیلتر یک F کنیم فرض
می گیریم نظر در را

N r
n
(a) = {x ∈ E : n |x− a| ≤ r} .

مثبت فیلتري توپولوژي را مجموعه ها این توسط تولیدشده توپولوژي است. E روي توپولوژي یک براي پایه یک مجموعه هایی، چنین گردایۀ
یک در مشمول و باز همسایگی یک حاوي آن ها از هرکدام بلکه نیستند، باز توپولوژي این در N r

n
(a) شکل به مجموعه هاي البته نامند.

است زیر فرم به مجموعه هایی از متشکل مثبت، فیلتري توپولوژي در توپولوژي پایۀ واقع در بازند. همسایگی

T r
n
(a) =

{
x ∈ E : ∃k ∈ N, N r

k
(x) ⊆ N r

n
(a)

}
که نیست معنا بدین گفته این البته کرد. تصور ١

nr شعاع و a مرکز به باز گوي یک را آن می توان و n ∈ N و r ∈ F, a ∈ E آن در که
براي می دهیم. نمایش τF با را توپولوژي این نباشد. مترپذیر توپولوژي، این که است ممکن و است متري توپولوژي مثبت، فیلتري توپولوژي
با آن رابطۀ و توپولوژي این اساسی ویژگی هاي از برخی زیر در نمایید. مراجعه [١٩] و [١۴] به مثبت فیلتري توپولوژي ویژگی هاي از اطلاع

شد. خواهند بیان زنجیره اي توپولوژي

توپولوژیک مشبکۀ گروه یک (G, τF ) آنگاه باشد، G مشبکۀ گروه در مثبت فیلتري توپولوژي یک F اگر ( ۵ .٢ قضیه ،[١٩] ) .١. ١١ قضیه
است.

τF توپولوژي و F با القاشده زنجیره اي توپولوژي آنگاه باشد، L مشبکۀ گروه در زنجیره یک F اگر .(۵ .٢ قضیه ،[٢۴]) .١. ١٢ قضیه
یکسان اند.

چنین روي بر را بالا قضایاي و است Lp(G) ریس فضاي به معطوف ما نظر تحقیق، این در شد، بیان نیز پیش ازاین که همان گونه البته
می کنیم. اعمال فضایی

1balanced



٨ ١۴٠٣ ،٢ شماره ،١ دوره کاربردها، و اندازه جبرهاي

توپولوژیک مشبکه برداري گروه هاي ٢

G روي هار اندازة µ آن در که µ(K) > ٠ به طوري که باشد فشرده K ⊆ G و موضعی فشردة گروه یک G کنیم فرض .٢. ١ مثال
می دهیم قرار ٠ < p ≤ ∞ هر براي است.

L+
p (G) = {f ∈ Lp(G) : ٠ ≤ f}

و
PK :=

{
f ∈ L+

p (G) : f(x) > ٠, ∀x ∈ K
}
.

f ∧ g ∈ PK ثالثاً .g ∈ PK آنگاه ،f ∈ PK و f ≤ g اگر که است روشن ثانیاً .PK ̸= ∅ لذا ،χK ∈ PK اینکه به توجه با اولاً
که می گیریم نتیجه ازاینجا . ١nf ∈ PK که است روشن n طبیعی عدد هر براي و f ∈ PK هر براي همچنین .f, g ∈ PK هر براي
عدد هر براي که می بینیم .µ(K) = ١ و ١ ≤ p کنیم فرض است. Lp(G) در زنجیره یک PK بنابراین .inf {f : f ∈ PK} = ٠

درنتیجه و n |f | ≤ χK داریم f ∈ NχK
n
(٠) هر و n طبیعی عدد هر براي همچنین . ١nχK ∈ PK ،n طبیعی

n ∥ f ∥p≤∥ χK ∥p= ١.

روي مثبت فیلتري توپولوژي بنابراین TχK
n
(٠) ⊆ NχK

n
(٠) اینکه به توجه با .NχK

n
(٠) ⊆

{
f ∈ Lp :∥ f ∥p≤ ١

n

}
بنابراین

است. ∥ . ∥p نرم از حاصل توپولوژي از ظریف تر است، شده القاء PK با که Lp(G)

Lp(G) روي هاسدورف گروهی توپولوژي یک ،G در صفر از بزرگ تر اندازة با فشرده زیرمجموعۀ هر براي که می بینیم بالا مثال از
باشد؟ برداري توپولوژي یک ،Lp(G) فضاي روي زنجیره اي توپولوژي است ممکن آیا (١ می شود. مطرح سؤال دو این حال می شود. ساخته

است؟ G در ناصفر اندازة با زیرمجموعۀ یک K آن در که است PK به صورت ،Lp(G) در زنجیره هر آیا (٢
می شویم. یادآور را زیر گزارة ابتدا اول سؤال به پاسخ براي

Lp(G) آنگاه باشد، گسسته توپولوژي با نامتناهی گروه یک یا ناگسسته موضعی فشردة گروه یک G اگر ( ٧ .۴ گزاره [٢۴]) .٢. ٢ گزاره
ندارد. ترتیبی یکّۀ نقطه اي، ترتیب رابطۀ با (١ ≤ p < ∞)

اولاً که دارد وجود f ∈ Lp(G) تابع ، G در U مانند صفر همسایگی هر براي آنگاه نباشد، گسسته G موضعی فشردة گروه اگر .٢. ٣ لم
.supp(f) ⊆ U ثانیاً و است بی کران

از تودرتو دنبالۀ یک است، رفته به کار ٢. ٢ گزاره برهان در که روشی از استفاده با باشد. صفر همسایگی یک U ⊆ G کنیم فرض اثبات.
فرض نکته، این دادن نشان براي .U١ ⊆ U و ٢µ(Un+١) ≤ µ(Un) که دارد وجود (Un)n مانند صفر متقارن و باز همسایگی هاي
٠ ̸= a ∈ U١ عنصر نیست، گسسته G چون باشد. U زیرمجموعۀ نیز آن بستار که باشد صفر متقارن و باز همسایگی یک U١ ⊆ U کنیم
طوري را U٢ می توان .U٢ ∩ a+ U٢ = ∅ که دارد وجود صفر از U٢ متقارن و باز همسایگی لذا است، هاسدورف G چون و دارد وجود

بنابراین .U٢ , a+ U٢ ⊆ U١ که گرفت نظر در

٢µ(U٢) = µ(U٢) + µ(a+ U٢) ≤ µ(U١).

تابع حال .µ(U١) < ∞ که گرفت نظر در طوري را U١ می توان می شوند. ساخته ..., U۴, U٣ باز همسایگی هاي ترتیب همین به
هر و n طبیعی عدد هر براي .f(x) = ٠ می دهیم قرار x ∈ G \ U١ هر براي می سازیم. زیر به صورت G روي را f مقدار حقیقی

داریم همچنین است. بی کران f تابع می بینیم .f(x) = n می دهیم قرار ،x ∈ Un \ Un+١

٠ <

∫
G
fpdµ ≤ (١+

٢p

٢
+

٣p

۴
+ ...+

np

٢n−١ + ...)µ(U١).

است. متناهی بالا انتگرال لذا همگراست، p > ٠ هر براي Σ∞
n=١

np

٢n−١ سري اینکه به توجه با

باشد. متناهی گروه یک G اگر تنها و اگر است قوي زنجیرة یک حاوي Lp(G) ریس فضاي .۴ .٢ نتیجه



٩ توپولوژیکی مشبکه برداري گروه هاي به عنوان Lp(G) فضاهاي بررسی

فضاي چون است. ترتیبی یکّۀ ١ ثابت تابع درنتیجه و است کران دار Lp(G) در تابع هر لذا باشد. متناهی گروه یک G کنیم فرض اثبات.
قوي زنجیرة یک P کنیم فرض برعکس، است. قوي زنجیرة یک آن، در ترتیبی یکّه هاي همۀ مجموعۀ لذا است، ارشمیدسی Lp(G) ریس

است. متناهی و گسسته G ٢. ٢ گزاره طبق و بود خواهد ترتیبی یکّۀ حاوي Lp(G) لذا باشد. Lp(G) در

نیستند. شد بیان ٢. ١ مثال در که PK فرم به لزوماً Lp(G) در زنجیره ها که می دهد نشان زیر مثال

به توجه با (بنابراین باشد G در صفر فشردة همسایگی هاي همۀ مجموعۀ K و ناگسسته موضعی فشردة گروه یک G کنیم فرض .۵ .٢ مثال
می دهیم قرار .( K ∈ K هر براي ٠ < µ(K) < ∞ مفروضات،

C =
{
f ∈ L+

p (G) : ∃K ∈ K,K ⊆ pos(f)
}

آنگاه ،f, g ∈ Lp(G) اگر است. Lp(G) در زنجیره یک C می دهیم نشان .pos(f) = {x ∈ G : f(x) > ٠} آن در که
نتیجه که K١ ∩ K٢ ⊆ pos(f ∧ g) بنابراین می کنند. صدق بالا شرایط در که دارند وجود مبدأ از K١,K٢ فشردة همسایگی هاي

برقرارند. به وضوح نیز زنجیره ها ۵ ۴و ٣و ٢و خواص .f ∧ g ∈ C می د هد

از K فشرده زیرمجموعۀ هر براي اگر نامیم مثبت کاملاً را f : G → R اندازه پذیر تابع ،G موضعی فشرده گروه هر براي .۶ .٢ تعریف
که باشد داشته وجود ϵ > ٠ عدد ،G

µ
(
f−١(−ϵ, ϵ) ∩K

)
= ٠.

باشند. صفر از دور تقریباًهمه جا ،G از فشرده زیرمجموعۀ هر بر تابع این مقادیر اگر است مثبت کاملاً f تابع به عبارت دیگر،

Lp(G) در زنجیره یک Lp(G) در مثبت کاملاً توابع مجموعۀ آنگاه باشد، سیگما-فشرده و موضعی فشردة گروه یک G اگر .٢. ٧ قضیه
. (٠ < p < ∞) است

آنگاه µ(G) < ∞ اگر نیست. تهی P می دهیم نشان ابتدا می دهیم. نمایش P با را Lp(G) در مثبت کاملاً توابع همۀ مجموعۀ اثبات.
سیگما-فشرده G چون می            گیریم. نظر در را ١

٢ < p < ∞ حالت ابتدا µ(G) = ∞ کنیم فرض است. P در ١ ثابت تابع که است روشن
شمول تحت که است) فشرده هرکدام بستار (یعنی دارد وجود (Un)n مانند ناتهی و پیش فشرده باز زیرمجموعه هاي از دنباله یک لذا است،
n > ١ هر براي کلیت از کاستن بدون .Kn = Un می دهیم قرار n هر براي .( ٣٩ .۴ گزاره ،[٩] ) ∪∞

n=١Un = G و است صعودي
می دهیم قرار n > ١ طبیعی عدد هر براي و f١ =

χK١

µ(K١)
می دهیم قرار حال .µ(Kn \Kn−١) > ٠ کرد فرض می توان

fn =
(
χKn\Kn−١

) (
n٢µ(Kn)

)−١
.

∫داریم:
G
f١(x)dµ(x) =

∫
K١

f١(x)dµ(x) = ١

داشت: خواهیم n > ١ هر براي همچنین ∫و
G
fn(x)dµ(x) =

∫
Kn\Kn−١

fn(x)dµ(x) =
µ(Kn \Kn−١)

n٢µ(Kn)
≤ ١

n٢ .

می کنیم تعریف چنین را G روي f مقدار حقیقی تابع حال

f(x) = ∨∞
n=١fn(x).

یک f تابع بنابراین، است. موجود x ∈ G هر براي بالا سوپریمم لذا است، کران دار (fn(x))n دنبالۀ ،x ∈ G هر براي اینکه به توجه با
در و هستند مثبت و ثابت K١, K٢ \K١, K٣ \K٢, K۴ \K٣, ... مجموعه هاي از هرکدام روي آن مقادیر و بود خواهد پله اي تابع

داشت: خواهیم K٠ = ∅ دهیم قرار اگر لذا نیستند. صفر نقطه اي ∫هیچ
G
|f(x)|p dµ(x) =

∞∑
n=١

∫
Kn\Kn−١

fp
n(x)dµ(x) ≤

∞∑
n=١

١
n٢p < ∞



١٠ ١۴٠٣ ،٢ شماره ،١ دوره کاربردها، و اندازه جبرهاي

به صورت را fn توابع آنگاه ،٠ < p ≤ ١
٢ اگر .p > ١

٢ کردیم فرض ابتدا از که است دلیل این به آخر نامساوي که

fn =
(
χKn\Kn−١

) (
nkµ(Kn)

)−١

بالا انتگرال در دادن قرار با و می کنیم تعریف قبل مانند را f تابع همچنین .kp > ١ که است طبیعی عددي k آن در که می کنیم تعریف
داشت ∫خواهیم

G
|f(x)|p dµ(x) ≤

∞∑
n=١

١
nkp

< ∞.

عدد لذا ،K ⊆ ∪∞
n=١Un چون باشد. دلخواه و فشرده K ⊆ G کنیم فرض است. مثبت کاملاً f که می کنیم ادعا .f ∈ P ازاین رو

روي f تابع مقادیر که می بینیم ،fm تابع ساخت نحوة به توجه با .K ⊆ ∪m
n=١Kn لذا و K ⊆ ∪m

n=١Un که دارد وجود m طبیعی
.ϵ <

(
m٢µ(Km)

)−١ که کنیم انتخاب طوري را ϵ مثبت عدد است کافی حال بود. خواهند
(
m٢µ(Km)

)−١ مساوي یا بزرگ تر K
بنابراین

µ
(
f−١(−ϵ, ϵ) ∩K

)
= ٠.

.g ∈ P آنگاه ،f ≤ g و f ∈ P اگر و f ∧ g ∈ P آنگاه ،f, g ∈ P اگر که است روشن است. زنجیره یک P که می دهیم نشان حال

است. P براي دیگري پایین کران v+ = ٠ ∨ v لذا باشد. P براي پایین کران یک v کنیم فرض ،inf(P ) = ٠ اینکه دادن نشان براي
نامساوي لذا ، ١nf ∈ P ،n طبیعی عدد هر و f ∈ P هر براي اینکه به توجه با .v+ ≤ f داشت خواهیم f ∈ P تابع هر براي بنابراین
نیز زنجیره ها ویژگی هاي سایر .v ≤ ٠ درنتیجه .v+ = ٠ که معناست بدین این و است برقرار n طبیعی عدد هر براي v+ ≤ ١

nf

برقرارند. به وضوح

می شوند گرفته نظر در Lp(G) فضاي روي دیگري ضرب هاي معمولاً لذا نیست، بسته Lp(G) در نقطه اي ضرب عمل اینکه به توجه با
می کند، مبدل باناخ جبر یک به انتگرالی، نرم به همراه را آن که L١(G) روي پیچشی ضرب مثال به عنوان کنند. جبر یک به تبدیل را آن که
نقطه اي ضرب به داریم سعی اینجا در می شود. تعریف Lp(G) روي p = ١ ازاي به فقط ضرب این اما دارد. اندازه ها جبر در زیادي کاربرد

می دهیم. ارائه را زیر تعریف خصوص این در و نمی کنیم اعمال فضا تمام روي را ضرب این ولی بازگردیم، Lp(G) در

.f.g ∈ Lp(G) ،g ∈ Lp(G) هر براي اگر نامیم، ایده آل -p تابع یک را (٠ < p < ∞) f ∈ Lp(G) تابع .٢. ٨ تعریف
می دهیم. نمایش ILp(G) با و نامیم Lp(G) ایده آل -p زیرفضاي را Lp(G) در ایده آل   -p توابع همۀ مجموعۀ همچنین

انتخاب دلیل زیر در .χK ∈ ILp(G) داریم ،K مانند G فشردة زیرمجموعۀ هر براي و ٠ < p < ∞ هر براي که است روشن
می شود. روشن قضیه یک با توابع، این براي نام این

است. Lp(G) در ترتیبی ایده آل یک همچنین و ریس زیرفضاي یک ILp(G) الف) .٢. ٩ قضیه
است. ریس جبر یک نقطه اي، ضرب و نقطه اي ترتیب رابطۀ با ILp(G) ب)

درنتیجه و h.f, h.g ∈ Lp(G) داریم h ∈ Lp(G) هر براي آنگاه ،f, g ∈ ILp(G) اگر الف) اثبات.

h.(f + g) = h.f + h.g ∈ Lp(G).

داشت خواهیم آنگاه باشد، دلخواه h ∈ Lp(G) اگر .f, g ∈ ILp(G) کنیم فرض حال برقرارند. به وضوح برداري فضاي ویژگی هاي سایر
فضاي یک نقطه اي ترتیب رابطۀ با ILp(G) بنابراین .f ∧ g ∈ Lp(G) می دهد نتیجه این که |h.(f ∧ g)| ≤ |h.f | ∈ Lp(G)

در ترتیبی ایده آل یک ILp(G) بنابراین .g ∈ ILp(G) آنگاه ،|g| ≤ |f | و f ∈ ILp(G) اگر که است روشن همچنین است. ریس
است. Lp(G)

نامساوي آنگاه f ≤ g و f, g ∈ ILp(G) اگر که کنیم ملاحظه است کافی است، ریس جبر یک ILp(G) اینکه دیدن براي ب)
است. برقرار h ∈ (ILp(G))+ هر براي f.h ≤ g.h

به است، Lp(G) در زنجیره یک P که دیدیم ٢. ٧ قضیه در می دهیم. نمایش IP با را ILp(G) در مثبت کاملاً توابع مجموعۀ
اینکه برهان برقرارند. نیز IP براي به وضوح زنجیره ها از ۵ ١و٢و٣و خواص باشد، سیگما-فشرده G اگر باشد. سیگما-فشرده G اینکه شرط

است. ILp(G) در زنجیره یک IP درنتیجه و است ٢. ٧ قضیه در inf(P ) = ٠ برهان همانند ،inf(IP ) = ٠
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است. بسته ضرب عمل به نسبت ILp(G) در IP زنجیرة آنگاه باشد، سیگما-فشرده G اگر .٢. ١٠ نتیجه
علاوه بر که معنا بدین است. توپولوژیک حلقۀ یک ،IP زنجیره اي توپولوژي با ILp(G) آنگاه باشد، سیگما-فشرده G اگر .٢. ١١ گزاره
پیوسته توپولوژي این به نسبت نیز توابع نقطه اي ضرب عمل است، ILp(G) روي گروهی توپولوژي یک IP زنجیره اي توپولوژي اینکه

است.

شده القا IP به وسیلۀ که مثبت فیلتري توپولوژي اینکه به توجه با است. پیوسته صفر در برداري ضرب عمل که می دهیم نشان اثبات.
کنیم فرض شود. ثابت مثبت فیلتري توپولوژي در پیوستگی این که است کافی است، یکی IP به وسیلۀ القاشده زنجیره اي توپولوژي با است،
ابتدا ادعا، این برهان از قبل .Nv(٠).Nw(٠) ⊆ Nu(٠) که دارند وجود v, w ∈ IP عناصر می دهیم نشان باشد. دلخواه u ∈ IP

در صفر همسایگی هاي تمام می توانیم لذا ، ١nu ∈ IP داریم ،n ∈ N هر و ،u ∈ IP هر براي چون که می کنیم اشاره نکته این به
می کنیم تعریف زیر به صورت x ∈ G هر براي را v تابع حال بگیریم. نظر در Nu(٠) به صورت مثبت فیلتري توپولوژي در را ILp(G)

v(x) = min {u(x), ١} .

.v٢ ≤ v بنابراین ،v(x) ≤ ١ ،x ∈ G هر براي چون .v ∈ P درنتیجه و است ILp(G) در و مثبت کاملاً اندازه پذیر، نیز v تابع بنابراین
داشت خواهیم و ،|f | ≤ v, |g| ≤ v آنگاه f, g ∈ Nv(٠) اگر حال

|fg| = |f | |g| ≤ v٢ ≤ v ≤ u

.Nv(٠).Nv(٠) ⊆ Nu(٠) می دهد نتیجه نیز این که

یک G آنکه مگر نیست، پیوسته IP زنجیره اي توپولوژي به نسبت ILp(G) در اسکالر ضرب عمل که است ذکر به لازم .٢. ١٢ ملاحظه
جبر یک به را ILp(G) فضاي زنجیره اي، توپولوژي هاي از هیچ کدام باشد)، فشرده اگر (حتی نباشد متناهی G اگر لذا باشد. متناهی گروه

نمی کنند. مبدل توپولوژیک
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