
Relative commutativity degree for some topological groups

Seyyed Ali Moosavi1 
 

1. Department of Mathematics, University of Qom, Qom, Iran. Email: s.a.mousavi@qom.ac.ir

Article Info ABSTRACT

Article type:
Research Article

Article history:
Received: 4 April 2023
Received in revised form:
18 May 2023
Accepted: 22 May 2023
Published Online:
30 September 2023

Keywords:
Commutativity degree,
Relative commutativity degree,
Topological group,
Compact group,
Closed subgroup

2020 Mathematics Subject
Classification:
20P05, 20D60, 28A60

Assume that G is a compact Hausdorff topo-
logical group andH is a closed subgroup ofG.
In this paper, we will define the notion of rela-
tive commutativity degree for the subgroupH ,
which will be a generalization of the concept
of relative commutativity degree in the case of
finite groups. Then we will prove some proper-
ties of relative commutativity degree, that hold
for finite groups, for these groups. In particu-
lar, we will derive an upper bound for the rela-
tive commutativity degree and state and prove a
structural theorem for groups that have this up-
per bound. Additionally, we will provide some
examples of compact infinite groups for which
the mentioned bounds hold.
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Extended Abstract

Introduction

Let G be a locally compact topological group, then by [6], there exists a Haar measure µ on the Borel
σ-algebra. Suppose that H is a closed subgroup with non-zero measure, i.e., µ(H) ̸= 0. Define the
measure µH on Borel subsets by

µH(D) :=
µ(D ∩H)

µ(H)
.

In this paper, we define the relative commutativity degree of subgroupH as follows:

Pr(H,G) := µH × µ(C) =

∫
G×G

χc(x, y)dµH(y)dµ(x),

where C = {(x, y) ∈ G×G | xy = yx} and µ is the normalized Haar measure onG. We will show that

Pr(H,G) =
1

µ(H)

∫
G
µ(CH(y))dµ(y) =

1

µ(H)

∫
H
µ(CG(x))dµ(x).

Using the above result, we will prove that

Pr(G) ≤ Pr(H,G) ≤ Pr(H),

and ifH is a non-normal subgroup, then both of the above inequalities are strict. Also we will state some
necessary and sufficient conditions such that the equality holds in the above inequalities.

In Section 4, we will find upper bounds for the relative commutativity degree of a subgroup. In fact,
it will be shown that

Pr(H,G) ≤ µ(H) + µ(Z ∩H)

2µ(H)
.

We will show that Pr(H,G) ≤ 3
4 and ifH is non-abelian, then Pr(H,G) ≤ 5

8 and we will provide some
examples of groups for which these upper bounds occur.

Finally, we state a theorem about the groups that reach these upper bounds, in particular, we will show
that if Pr(H,G) = 3

4 , then
H

Z(G) ∩H
∼= Z2

and if Pr(H,G) = 5
8 and H is non-abelian, then

H

Z(G) ∩H
∼= Z2 × Z2.

Conclusion

In this article, we defined the notion of relative permutation degree for a subgroup in a compact topologi-
cal group and examined some properties of this concept for these groups. We observed that the properties
that hold for finite groups also hold for compact topological groups. In fact, since finite groups have the
discrete topology, the definition in the finite case can be considered as a special case of the above defi-
nition for compact topological groups, and the results obtained for finite groups can be seen as a special
case of the results obtained for compact groups.
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کاربردها و اندازه جبرهاي
١٢- ١ ص ،١ شماره ،١ دوره ،١۴٠٢ سال

توپولوژیک گروه هاي از برخی براي نسبی جابه جایی درجه

١ موسوي علی سید

s. a.mousavi@qom. ac. ir رایانامه: ایران. قم، قم، دانشگاه پایه، علوم دانشکده ریاضی، گروه .١

چکیده مقاله اطلاعات

H و هاسدورف فشرده، توپولوژیک گروه یک G کنید فرض
درجۀ تعریف به مقاله، این در باشد. G از بسته زیرگروهی
از تعمیمی که پرداخت خواهیم H زیرگروه نسبی جابه جایی
خواهد متناهی گروه هاي حالت در نسبی جابه جایی درجۀ مفهوم
که نسبی جابه جایی درجۀ ویژگی هاي از برخی ادامه، در بود.
ثابت گروه ها این براي را هستند برقرار متناهی گروه هاي براي
نسبی جابه جایی درجۀ براي بالایی کران به ویژه، کرد. خواهیم
گروه هایی مورد در ساختاري قضیۀ یک و آورد خواهیم دست به
همچنین کرد. خواهیم اثبات و بیان دارند را بالا کران این که
ذکر شده کران هاي که نامتناهی فشردة گروه هاي از مثال هایی

کرد. خواهیم ارائه را هستند برقرار آنها براي
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۴ ١۴٠٢ ،١ شماره ،١ دوره کاربردها، و اندازه جبرهاي

مقدمه ١

زیر به صورت و می شود داده نمایش Pr(G) نماد با G گروه جابه جایی درجۀ باشد. G از زیرگروهی H و متناهی گروه یک G کنید فرض
می شود تعریف

Pr(G) =
|C|
|G|٢

,

آن در که

C = {(x, y) ∈ G×G
∣∣ xy = yx}. (١. ١)

جابه جایی درجۀ باشند. شده انتخاب تصادفی به صورت که است G از عضو دو جابه جاشدن احتمال نشان دهندة درحقیقت جابه جایی درجۀ
درجۀ مفهوم نویسندگان [٣] در است. شده انجام محققان توسط زمینه این در زیادي بسیار کارهاي و است شده مطرح [٢] در بار اولین براي

می شود تعریف زیر به صورت که کردند مطرح جابه جایی درجۀ مفهوم از تعمیمی به عنوان را زیرگروه نسبی جابه جایی

Pr(H,G) =
|{(x, y) ∈ H ×G

∣∣ xy = yx}|
|H||G|

.

کرد. مراجعه [٨ ،۵ ،٣] به می توان نمونه براي که است گرفته قرار بررسی مورد محققان از بسیاري توسط نیز زیرگروه نسبی جابه جایی درجۀ
که به گونه اي کرد مطرح هم نامتناهی گروه هاي براي را فوق مفاهیم می توان آیا که است این می رسد ذهن به طبیعی به طور که سؤال یک
را جابه جایی درجۀ [۵] در گوستافسون بار اولین سؤال، این به پاسخ در باشند؟ داشته مطابقت فوق تعاریف با متناهی حالت در مفاهیم این
ثابت گروه ها این براي را متناهی حالت مشابه خاصیت چند آن از استفاده با و کرد تعریف فشرده توپولوژیک گروه یک براي کلی تر حالت در
قرار بررسی مورد را موضوعات این مشابه، روشی به [٩] در روسو و رضایی ٢٠١١ سال در و [۴] در روسو و عرفانیان ٢٠٠٨ سال در کرد.

کردند. ثابت را متناهی حالت مشابه احکام برخی و داده
قرار بررسی مورد را آن ویژگی هاي و کرد خواهیم تعریف فشرده توپولوژیک گروه هاي براي را نسبی جابه جایی درجۀ مفهوم مقاله، این در
دید خواهیم به ویژه آمد. خواهند دست به متناهی حالت مشابه توجه، مورد خاصیت هاي و تعریف این دید خواهیم که همان طور داد. خواهیم
قبلی نتایج با متناهی گروه هاي خاص حالت در فوق نتایج است، فشرده توپولوژیک گروه یک گسسته توپولوژي با متناهی گروه هر چون که
و تعریف شیوة ولی است؛ مشابه [٩] در بیان شده نتایج با مقاله، این در به دست آمده نتایج اغلب که است ذکر به لازم دارد. مطابقت کاملاً
جهت در که پرداخت خواهیم موضوع این با ارتباط در مثال هایی ارائۀ به مقاله این در همچنین است. متفاوت موارد بسیاري در آنها برهان

بود. خواهد اثرگذار بسیار مفاهیم، شدن روشن تر

مقدماتی قضایاي و تعاریف ٢

x عضو مرکزساز گرفت. خواهند قرار استفاده مورد مقاله ۴ و ٣ بخش در که پرداخت خواهیم مقدماتی احکام و تعاریف بیان به بخش این در
شد. خواهد داده نشان |G : H| نماد با G گروه در H زیرگروه شاخص همچنین می دهیم. نشان CG(x) نماد با را G در

در .K ≤ H ≤ G به طوري که باشند G از زیرگروه هایی K و H و باشد گروه یک G کنید فرض .( [١٠] از ۵ .١. ٣ حکم ) ٢. ١ قضیه
داریم صورت این

|G : K| = |G : H||H : K|.

داریم صورت این در باشند. G از زیرگروه هایی K و H و باشد گروه یک G کنید فرض .( [١٠] از ١. ٣. ١١ حکم ) ٢. ٢ قضیه

|G : H ∩K| ≤ |G : H||G : K|,

.G = HK اگر تنها و اگر می افتد اتفاق تساوي و

چپ هار اندازة یک ،[٧] دوم فصل از ٩ و ٨ بخش هاي طبق صورت این در باشد. هاسدورف و فشرده توپولوژیک گروه یک G کنید فرض
نرمال سازي شرط اعمال با دارد. وجود G از x عضو هر به ازاي µ(xE) = µ(E) خاصیت با بورل مجموعه هاي شامل -جبر σ روي µ



۵ توپولوژیک گروه هاي از برخی براي نسبی جابه جایی درجه

نظر در را µ × µ حاصل ضرب اندازة G ×G فضاي روي است. G منحصربه فرد احتمال اندازة µ که کنیم فرض می توانیم µ(G) = ١
ضابطۀ با را f : G×G → G تابع اگر حال می گیریم.

f(x, y) = xyx−١y−١,

گوستافسون [۵] در بود. خواهد اندازه پذیر نتیجه در و بسته مجموعۀ یک C لذا و C = f−(١)١ و است پیوسته تابعی f آنگاه کنیم، تعریف
کرد تعریف زیر به صورت G فشردة گروه براي را جابه جایی درجۀ

Pr(G) := µ× µ(C), (٢. ١)

متناهی گروه هاي مشابه احکام که داد نشان سپس گوستافسون است. (١. ١) رابطه در تعریف شده مجموعۀ همان C و هار اندازة µ آن در که
که دارد وجود فشرده غیرآبلی گروه یک جابه جایی درجۀ براي یکسانی بالاي کران که داد نشان او مثال براي هستند، برقرار گروه ها این براي

است. شده بیان بعد قضیۀ در

.Pr(G) ≤ ۵
٨ صورت این در باشد. فشرده غیرآبلی گروه یک G کنید فرض .( [۵] دو بخش از اول قضیۀ ) ٢. ٣ قضیه

خواهیم فشرده توپولوژیک گروه یک نسبی جابه جایی درجۀ تعریف به مقاله این سوم بخش در [۵] در مطرح شده مفاهیم با مشابه
مقدماتی حکم چند ادامه در دارند. وجود متناهی گروه هاي با مقایسه در گروه ها، این براي مشابهی احکام که داد خواهیم نشان و پرداخت
توپولوژیک گروه یک G گروه از منظور همواره مقاله، این ادامۀ در گرفت. خواهند قرار استفاده مورد بعد بخش هاي در که شد خواهند بیان
G گروه روي نرمال شده هار اندازة ،µ اندازة از منظور همچنین است. غیرصفر اندازة از بسته زیرگروه یک H زیرگروه و هاسدورف فشرده،

بود. خواهد

صورت این در باشد. G از زیرگروهی H و گروه یک G کنید فرض .( [٩] از ٢. ٢ لم ) ۴ .٢ لم

µ(H) =

 ١
|G:H| |G : H| < ∞ اگر
٠ |G : H| = ∞ اگر

صورت این در باشد. C روي مشخصه تابع χC کنید فرض .( [۵] دوم بخش از ١ قضیه برهان ) ۵ .٢ ∫لم
G
χC(x, y)dµ(y) = µ(CG(x)).

داریم صورت این در باشد. G از زیرگروهی H و گروه یک G کنید فرض .۶ .٢ لم
µ(H)

µ(CG(x))
≤ ١

µ(CG(x))
(٢. ٢)

.G = HCG(x) اگر تنها و اگر می افتد اتفاق تساوي و

که است این با معادل (٢. ٢) رابطه اثبات.

µ(H)µ(Cx(G)) ≤ µ(CH(x)), (٢. ٣)

کنیم. ثابت را فوق رابطۀ است کافی حکم اثبات براي لذا
اگر است. برقرار حکم حالت این در که است واضح و µ(CG(x)) = ٠ داریم ۴ .٢ لم توجه به با آنگاه ،|G : CG(x)| = ∞ اگر
چون طرفی از .µ(CH(x)) = ١

|G:CH(x)| و µ(H) = ١
|G:H| ،µ(CG(x)) = ١

|G:CG(x)| آنگاه ،|G : CG(x)| < ∞
داریم ٢. ٢ قضیه توجه به با لذا ،CH(x) = H ∩ CG(x)

|G : CH(x)| ≤ |G : H||G : CG(x)| (۴ .٢)

می دهد نتیجه که
١

|G : CH(x)|
≥ ١

|G : H|
١

|G : CG(x)|
باشیم داشته اگر تنها و اگر است برقرار تساوي (۴ .٢) رابطه در ،٢. ٢ قضیه توجه به با دیگر سوي از می آید. دست به حکم ۴ .٢ لم توجه به با و

می شود. کامل اثبات و G = HCG(x) اگر تنها و اگر است برقرار تساوي (٢. ٢) در می دهد نتیجه که ،G = HCG(x)
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زیرمجموعه هاي بر را µH اندازة باشد. G از بورل زیرمجموعه اي D و باشد غیرصفر اندازة از G از زیرگروهی H کنید فرض .٢. ٧ تعریف
می کنیم تعریف زیر به صورت G بورل

µH(D) :=
µ(H ∩D)

µ(H)
,

خواهد µ اندازة همان µG که است واضح همچنین است. H روي نرمال شده هار اندازة µH که کرد مشاهده می توان به راحتی صورت این در
بود.

گرفته نظر در غیرصفر اندازة از همواره H زیرگروه و است ٢. ٧ تعریف در بیان شده اندازة همان µH از منظور همواره مقاله، این ادامۀ در
می شود.

µ اندازة بودن صفر با که داد نشان بتوان A مثل اندازه پذیر مجموعۀ هر براي اگر گویند، µ به نسبت پیوسته مطلقاً را ν اندازة .٢. ٨ تعریف
یعنی است، صفر نیز A روي ν اندازة ،A روي

µ(A) = ٠ ⇒ ν(A) = ٠,

می دهند. نشان ν ≪ µ به صورت را آن و

روي تعریف شده -متناهی σ اندازة دو µ و ν و باشد اندازه فضاي یک (X,Σ) کنید فرض .( ([١١] از ۶ (بخش رادون-نیکودیم ) ٢. ٩ قضیه
زیرمجموعه اي هر براي و بوده نامنفی که است موجود f مثل اندازه پذیر تابع یک آنگاه باشد، µ به نسبت پیوسته مطلقاً ν اندازة اگر باشند. آن

داریم: ،(A (مانند X از

ν(A) =

∫
A
fdµ

می دهیم. نشان dν
dµ شکل به و گوییم µ به نسبت ν رادون-نیکودیم مشتق را تابعی چنین

که معنی این به است. صفر آن ها µ اندازة که نقاطی در مگر است، تعیین و تشخیص قابل منحصربه فردي شکل به فوق قضیۀ در f تابع
.f = g داریم همه جا تقریباً کند، صدق رابطه این در که باشد دیگري تابع ،g اگر

داریم g -انتگرال پذیر µ تابع هر براي آنگاه ،ν ≪ µ ∫اگر
X
gdν =

∫
X
gfdµ.

مشتق که کرد بررسی می توان به راحتی و µH ≪ µ صورت این در باشد. ٢. ٧ تعریف در بیان شده اندازة µH کنید فرض .٢. ١٠ ملاحظه
برابر µ به نسبت µH رادون-نیکودیم

dµH

dµ
=

١
µ(H)

χH

داریم g انتگرال پذیر تابع هر به ازاي لذا است. H مشخصۀ تابع χH آن در که ∫است
X
gdµH =

∫
X

١
µ(H)

gχHdµ =
١

µ(H)

∫
X
gχHdµ. (۵ .٢)

کرد. خواهیم استفاده رابطه این به مستقیم ارجاع بدون و مکرر به صورت فوق رابطۀ از مقاله چهارم و سوم بخش احکام اثبات در

نسبی جابه جایی درجۀ ٣

و فشرده گروه یک براي µH و µ توابع از استفاده با را زیرگروه یک نسبی جابه جایی درجۀ ،[۵] در بیان شده تعریف با مشابه بخش این در
کرد. خواهیم اثبات آن براي را متناهی حالت مشابه قضایاي و احکام و کرد خواهیم تعریف آن از بسته زیرگروه یک

می کنیم تعریف زیر به صورت و داده نمایش Pr(H,G) نماد با را H زیرگروه نسبی جابه جایی درجۀ .٣. ١ تعریف

Pr(H,G) := µH × µ(C) =

∫
G×G

χC(x, y)dµH(x)dµ(y), (٣. ١)

است. C روي مشخصه تابع χC(x, y) و (١. ١) رابطه در تعریف شده مجموعۀ همان C که
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کرد تعریف زیر به صورت ،H ≤ K ≤ G که وقتی براي کلی تر حالت در می توان را زیرگروه نسبی جابه جایی درجۀ .٣. ٢ تذکر

Pr(H,K) := µH × µK(C) =

∫
G×G

χC(x, y)dµH(x)dµK(y), (٣. ٢)

است. مشاهده قابل ۵ .٣ قضیه دوم قسمت اثبات در آن برهان که بود خواهد Pr(H) همان Pr(H,H) به ویژه

داریم همواره .٣. ٣ لم

Pr(H,G) =
١

µ(H)

∫
G
µ(CH(y))dµ(y) =

١
µ(H)

∫
H
µ(CG(x))dµ(x). (٣. ٣)

داریم فوبینی، قضیۀ و H زیرگروه نسبی جابه جایی درجۀ تعریف توجه به با اثبات.

Pr(H,G) =

∫
G×G

χC(x, y)dµH(x)dµ(y)

=

∫
G

(∫
G
χC(x, y)dµH(x)

)
dµ(y)

=
١

µ(H)

∫
G

(∫
G
χC(x, y)χH(x)dµ(x)

)
dµ(y)

=
١

µ(H)

∫
G

(∫
H
χC(x, y)dµ(x)

)
dµ(y)

=
١

µ(H)

∫
G
µ(CH(y))dµ(y)

داریم تعریف از مجدد استفادة با همچنین می شود. ثابت اول تساوي و

Pr(H,G) =

∫
G×G

χC(x, y)dµH(x)dµ(y)

=

∫
G

(∫
G
χC(x, y)dµ(y)

)
dµH(x)

=

∫
G
µ(CG(x))dµH(x)

=
١

µ(H)

∫
G
µ(CG(x))χH(x)dµ(x)

=
١

µ(H)

∫
H
µ(CG(x))dµ(x)

شد. حاصل هم دوم تساوي و

،G١ = {z ∈ C
∣∣ |z| = ١} کنید فرض می دهیم. ارائه نامتناهی، فشردة گروه یک براي نسبی جابه جایی درجۀ از مثالی حال

آینده مثال هاي در است. فشرده توپولوژیک گروه یک مختلط، اعداد معمولی توپولوژي و مختلط اعداد معمولی ضرب با G١ صورت این در
کرد. خواهیم استفاده G١ گروه از همواره

قرار باشد. G روي نرمال شده هار اندازة µ که کنید فرض و است ٣ درجۀ از متقارن گروه S٣ که G = G١ × S٣ کنید فرض .۴ .٣ مثال
نسبی جابه جایی درجۀ حال .µ(H) = ١

٣ نتیجه در و |G : H| = ٣ که است واضح صورت این در .H = G١ × ⟨(١٢)⟩ می دهیم
کنید فرض می کنیم. محاسبه را H

H١ = {(g, id) | g ∈ G١}, H٢ = {(g, (١٢)) | g ∈ G١}.
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داریم (g, id) ∈ H١ براي که است واضح همچنین .µ(H١) = µ(H٢) = ١
۶ نتیجه در و |G : H١| = ۶ داریم صورت این در

داشت خواهیم لذا .CG(g, (١٢)) = H داریم (g, (١٢)) ∈ H٢ براي و CG(g, id) = G

Pr(H,G) =
١

µ(H)

∫
H
µ(CG(x))dµ(x) = ٣

(∫
H١

µ(CG(x))dµ(x) +

∫
H٢

µ(CG(x))dµ(x)

)
= ٣

(∫
H١

µ(G)dµ(x) +

∫
H٢

µ(H)dµ(x)

)
= ٣ (µ(H١) + µ(H)µ(H٢))

= ٣
(
١
۶
+

١
٣
· ١
۶

)
=

٢
٣
.

داریم صورت این در باشد. G از زیرگروهی H کنید فرض .۵ .٣ قضیه

Pr(G) ≤ Pr(H,G) ≤ Pr(H), (۴ .٣)

است. H جابه جایی درجۀ همان Pr(H) که

داریم ٣. ٣ لم از استفاده با اثبات.

Pr(H,G) =
١

µ(H)

∫
G
µ(CH(y))dµ(y)

=

∫
G

µ(CH(y))

µ(H)
dµ(y)

≥
∫
G
µ(CG(y))dµ(y) = Pr(G),

داریم ٣. ٣ لم از استفاده با که می کنیم توجه ابتدا دوم نامساوي اثبات براي است. دست آمده به  ۶ .٢ لم از استفاده با آخر رابطۀ که

Pr(H,G) =
١

µ(H)

∫
H
µ(CG(x))dµ(x)

داریم دیگر سوي از

Pr(H,H) =

∫
G

(∫
G
χC(x, y)dµH(y)

)
dµH(x)

=
١

µ(H)

∫
G

(∫
G
χC(x, y)χH(y)dµ(y)

)
dµH(x)

=
١

µ(H)

∫
G
µ(CH(x))dµH(x)

=
١

µ(H)

∫
G
µ(CH(x))

١
µ(H)

χH(x)dµ(x)

=
١

µ(H)

∫
H

µ(CH(x))

µ(H)
dµ(x)

≥ ١
µ(H)

∫
H
µ(CG(x))dµ(x) = Pr(H,G)

است). شده گرفته کار به ۶ .٢ لم دوباره آخر رابطۀ در که کنید (توجه شد ثابت هم دوم نامساوي و

باشیم داشته y ∈ G هر به ازاي اگر تنها و اگر Pr(H,G) = Pr(G) صورت این در باشد، G از زیرگروهی H کنید فرض .۶ .٣ قضیه
.G = HCG(y)

باشیم داشته y ∈ G هر به ازاي اگر تنها و اگر Pr(H,G) = Pr(G) که دید می توان ۵ .٣ قضیه اثبات توجه به با اثبات.
µ(CH(y))

µ(H)
= µ(CG(y))

باشد. برقرار y ∈ G هر به ازاي G = HCG(y) اگر تنها و اگر است برقرار تساوي این ۴ .٢ لم توجه به با و
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هر به ازاي اگر تنها و اگر است برقرار تساوي ۵ .٣ قضیه دوم نامساوي در که کرد بررسی می توان به راحتی قبل قضیۀ مشابه استدلالی با
دوم نامساوي اثبات در که است این می شود بیان H اعضاي براي فقط رابطه این اینکه دلیل و G = HCG(x) باشیم داشته x ∈ H

داشت. خواهیم را زیر قضیۀ لذا هستند. H مجموعۀ روي نهایی انتگرال هاي ۵ .٣ قضیه

باشیم داشته x ∈ H هر به ازاي اگر تنها و اگر Pr(H,G) = Pr(H) صورت این در باشد، G از زیرگروهی H کنید فرض .٣. ٧ قضیه
.G = HCG(x)

که شد خواهند تبدیل اکید نامساوي هاي به ۵ .٣ قضیه در نامساوي ها آنگاه بگیریم، نظر در غیرنرمال زیرگروه یک را H زیرگروه اگر
آمد. خواهد ادامه در آن برهان

داریم صورت این در باشد. G از غیرنرمال زیرگروهی H کنید فرض .٣. ٨ قضیه

Pr(G) < Pr(H,G) < Pr(H). (۵ .٣)

فرض بود. خواهد G از نرمالی زیرگروه H آنگاه ،G = HCG(x) باشیم داشته x ∈ H هر به ازاي اگر که می دهیم نشان ابتدا اثبات.
چون باشد. G از دلخواه عضوي g ∈ G که کنید فرض و h ∈ H و است برقرار فوق شرط که کنید

G = HCG(x) = CG(x)H,

داریم حال .h١ ∈ H و c١ ∈ CG(h) که g = c١h١ نوشت می توان لذا

g−١hg = h−١
١ c−١

١ hc١h١ = h−١
١ hh١ ∈ H,

استدلال و ٣. ٧ و ۶ .٣ قضایاي توجه به با آنگاه باشد، برقرار تساوي ۵ .٣ قضیه در اگر حال است. G از نرمالی زیرگروه H می دهد نشان که
است. فرض خلاف که است G از نرمال زیرگروهی H که می شود نتیجه فوق

زیرگروه نسبی جابه جایی درجۀ براي بالایی کران ۴

می شوند. جابه جا G گروه اعضاي تمام با که اعضایی یعنی است؛ G گروه مرکز Z از منظور همواره بخش این در

داریم صورت این در باشد. G گروه مرکز Z و G از زیرگروهی H کنید فرض .١ .۴ قضیه

Pr(H,G) ≤ µ(H) + µ(Z ∩H)

٢µ(H)
. (١ .۴)

اگر همچنین .µ(CG(x)) = ١ نتیجه در و CG(x) = G داریم x ∈ K هر به ازاي صورت این در .K = Z ∩H دهید قرار اثبات.
داشت خواهیم ۴ .٢ لم به توجه با لذا ،|G : CG(x)| ≥ ٢ می دهد نتیجه که CG(x) < G آنگاه ،x ∈ H −K

µ(CG(x)) ≤
١
٢
.
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داریم زیرگروه نسبی جابه جایی درجۀ تعریف توجه به با حال

Pr(H,G) =
١

µ(H)

∫
H
µ(CG(x))dµ(x)

=
١

µ(H)

(∫
K
µ(CG(x))dµ(x) +

∫
H−K

µ(CG(x))dµ(x)

)
≤ ١

µ(H)

(∫
K
dµ(x) +

∫
H−K

١
٢
dµ(x)

)
=

١
µ(H)

(
µ(K) +

µ(H −K)

٢

)
=

٢µ(K) + µ(H −K)

٢µ(H)

=
µ(H) + µ(K)

٢µ(H)
.

بنابراین
Pr(H,G) ≤ µ(H) + µ(Z ∩H)

٢µ(H)
,

شد. ثابت حکم و

به دست آ مده نتایج با نتایج این آورد. دست به زیرگروه ها نسبی جابه جایی درجۀ براي بالایی کران هاي می توان فوق قضیۀ از استفاده با
است. یکسان کاملاً متناهی حالت در

داریم صورت این در باشد. آن از زیرگروهی H و غیرآبلی گروه یک G کنید فرض .٢ .۴ قضیه
Pr(H,G)؛ = ١ آنگاه ،H ⊆ Z اگر الف.

Pr(H,G)؛ ≤ ٣
۴ آنگاه ،H ̸⊆ Z اگر ب.

.Pr(H,G) ≤ ۵
٨ آنگاه باشد، غیرآبلی H و H ̸⊆ Z اگر پ.

نتیجه در و µ(CG(x)) = µ(G) = ١ داریم x ∈ H هر به ازاي آنگاه ،H ⊆ Z اگر الف. اثبات.

Pr(H,G) =
١

µ(H)

∫
H
µ(CG(x))dµ(x) =

١
µ(H)

∫
H
dµ(x) =

µ(H)

µ(H)
= ١.

بنابراین .|H : Z ∩H| ≥ ٢ می دهد نتیجه که Z ∩H < H پس H ̸⊆ Z چون ب.

|G : Z ∩H| = |G : H||H : Z ∩H| ≥ ٢|G : H|,

می دهد نتیجه ۴ .٢ لم توجه به با که
µ(Z ∩H) ≤ ١

٢
µ(H).

داشت خواهیم ١ .۴ قضیه بردن به کار با حال

Pr(H,G) ≤ µ(H) + µ(Z ∩H)

٢µ(H)
≤

µ(H) + ١
٢µ(H)

٢µ(H)
=

٣
۴
.

داشت خواهیم ۵ .٣ قضیه توجه به با بنابراین ،Pr(H) ≤ ۵
٨ داریم ٢. ٣ قضیه از لذا است؛ غیرآبلی H چون پ.

Pr(H,G) ≤ Pr(H) ≤ ۵
٨
.
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گروه مولدهاي براي که کنید (توجه است b و a مولدهاي با ١٠ مرتبۀ از دووجهی گروه D٨ که G = G١ ×D٨ کنید فرض .٣ .۴ مثال
در H = G١ × ⟨a⟩ به صورت را G از H زیرگروه باشد. G روي نرمال شده هار اندازة µ که کنید فرض و ( a۴ = b٢ = ١ داریم D٨

کنید فرض .µ(H) = ١
٢ داشت خواهیم لذا و |G : H| = ٢ که است واضح می گیریم. نظر

H١ = {(g, x) | g ∈ G١, x ∈ {١, a٢}}, H٢ = {(g, y) | g ∈ G١, y ∈ {a, a٣}}.

براي لذا Z(D٨) = {١, a٢} چون همچنین .µ(H١) = µ(H٢) = ١
۴ نتیجه در و |G : H١| = ۴ داریم صورت این در

بنابراین .CG(g, y) = H داریم (g, y) ∈ H٢ براي و CG(g, x) = G داریم (g, x) ∈ H١

Pr(H,G) =
١

µ(H)

∫
H
µ(CG(x))dµ(x) = ٢

(∫
H١

µ(CG(x))dµ(x) +

∫
H٢

µ(CG(x))dµ(x)

)
= ٢

(∫
H١

µ(G)dµ(x) +

∫
H٢

µ(H)dµ(x)

)
= ٢ (µ(H١) + µ(H)µ(H٢))

= ٢
(
١
۴
+

١
٢
· ١
۴

)
=

٣
۴
.

گروه اینجا (در است. ٢ مرتبۀ از دوري گروه C٢ و ٨ مرتبۀ از کواترنیون گروه Q٨ آن در که G٢ = Q٨ × C٢ دهید قرار .۴ .۴ مثال
را G از H زیرگروه و G = G١ × G٢ می دهیم قرار حال گرفته ایم). نظر در Q٨ = {±١,±i,±j,±k} به صورت را کواترنیون

کنید فرض .µ(H) = ١
٢ داشت خواهیم لذا و |G : H| = ٢ که است واضح می گیریم. نظر در H = G١ ×Q٨ به صورت

H١ = {(g, x) | g ∈ G١, x ∈ {١−,١}}, H٢ = {(g, y) | g ∈ G١, y ∈ {±i,±j,±k}}.

اگر و CG(g, x) = G آنگاه ،(g, x) ∈ H١ اگر .µ(H١) = ١
٨ می دهد نتیجه که |G : H١| = ٨ داریم صورت این در

داشت خواهیم (g, y) ∈ H٢ براي لذا است؛ ۴ برابر ⟨y⟩ مرتبۀ چون .CG(g, y) = G١ × (⟨y⟩ ×C٢) داریم آنگاه ،(g, y) ∈ H٢

می شود حاصل زیر به صورت H زیرگروه نسبی جابه جایی درجۀ لذا .µ(CG(g, y)) =
١
٢

Pr(H,G) =
١

µ(H)

∫
H
µ(CG(x))dµ(x) = ٢

(∫
H١

µ(CG(x))dµ(x) +

∫
H٢

µ(CG(x))dµ(x)

)
= ٢

(∫
H١

µ(G)dµ(x) +

∫
H٢

١
٢
dµ(x)

)
= ٢

(
µ(H١) +

١
٢
µ(H٢)

)
= ٢

(
١
٨
+

١
٢
· ۶
١۶

)
=

۵
٨
.

بیان شده، کران هاي لذا و داد خواهند رخ واقعاً ٢ .۴ قضیه در بیان شده بالاي کران هاي که می دهند نشان ۴ .۴ و ٣ .۴ مثال هاي .۵ .۴ ملاحظه
هستند. ممکن کران هاي بهترین

اتفاق آنها براي نسبی جابه جایی درجۀ بالاي کران هاي که فشرده اي گروه هاي مورد در ساختاري قضیۀ یک به مقاله این قضیۀ آخرین
هستند. برقرار مشابهی کاملاً نتایج هم متناهی حالت در که است ذکر شایان دارد. اختصاص می افتد،

داریم صورت این در باشد. G از زیرگروهی H کنید فرض .۶ .۴ قضیه
. H
Z∩H

∼= Z٢ آنگاه ،Pr(H,G) = ٣
۴ اگر الف.

. H
Z∩H

∼= Z٢ × Z٢ آنگاه باشد، غیرآبلی H و Pr(H,G) = ۵
٨ اگر ب.

داریم ١ .۴ قضیه توجه به با صورت این در .Pr(H,G) = ٣
۴ کنید فرض الف. اثبات.

٣
۴
≤ µ(H) + µ(Z ∩H)

٢µ(H)

می دهد نتیجه که Z ∩H = H آنگاه ، |G:Z∩H|
|G:H| = ١ اگر . |G:Z∩H|

|G:H| ≤ ٢ داریم ۴ .٢ لم از لذا . µ(H)
µ(Z∩H) ≤ ٢ می دهد نتیجه که

خواهیم لذا ،| H
Z∩H | = ٢ نتیجه در و |G:Z∩H|

|G:H| = ٢ بنابراین است؛ فرض با متناقض که Pr(H,G) = ١ نتیجه در و H ⊆ Z
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. H
Z∩H

∼= Z٢ داشت
. |G:Z∩H|

|G:H| ≤ ۴ می دهد نتیجه که µ(H)
µ(Z∩H) ≤ ۴ داریم قبل حالت استدلال مشابه صورت این در .Pr(H,G) = ۵

٨ کنید فرض ب.
است غیردوري H

Z∩H چون و | H
Z∩H | = ۴ پس است. فرض خلاف که است آبلی H آنگاه باشد، دوري H

Z∩H اگر .| H
Z∩H | ≤ ۴ بنابراین

. H
Z∩H

∼= Z٢ × Z٢ لذا

قدردانی ۵

جهت در را سازنده اي و مفید بسیار نظرات و نموده مطالعه را مقاله خود، ارزشمند وقت صرف با که گرامی داوران از که می دانم خود وظیفۀ
باشم. داشته را قدردانی و تشکر کمال نمودند، بیان مقاله بهبود
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