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Extended Abstract

Introduction

First studied by Brandt in 1927, groupoids have a central role in Mathematics and Mathematical Physics.
In Algebraic Geometry, Grothendieck used groupoids to investigate moduli spaces, and in Crystallogra-
phy, they are used to study microscopic symmetry via screw operators [5]. On the other hand, inverse
semigroups were first explicitly defined by Wagner in 1952 and independently by Preston in 1954. They
had a role in Klein’s Erlangen program and Lie’s theory of infinite continuous groups. These two notions
are related; to a groupoid, one may associate its ample semigroup [6] and each inverse semigroup has
a universal groupoid [5]. However, the relation between the structure and properties of these objects is
not well studied. Paterson in [5] suggests that the amenability of an inverse semigroup should be related
to the amenability of the maximal subgroups of the inverse semigroup. This seems to be a necessary
condition but certainly is not sufficient (consider the free inverse semigroup on two generators). In this
paper, we solve this problem for Clifford semigroups by showing that a Clifford semigroup is a union of
amenable groups if and only if its universal groupoid is amenable. We also give a correspondence be-
tween the isotropy groups of the universal groupoid and subgroups of the maximal group homomorphic
image of the Clifford semigroup.

Conclusion

The main results of this paper are:

Theorem 0.1. Let S be a Clifford semigroup,GS andG = G(X,S) be its maximal group homomorphic
image and universal groupoid, respectively. Then G is the union of its isotropy groups which could be
identified with subgroups of GS .

Theorem 0.2. Let S be an amenable Clifford semigroup and S = ∪e∈EHe. Then T = ∪e≤e0He is an
amenable Clifford subsemigroup of S for each e0 ∈ E. Also HeHe0 = He and He Hf ⊆ Hef .

Theorem 0.3. Let S be an amenable Clifford semigroup and S = ∪e∈E He. Then for every e ∈ E,
He

∼= He.

Theorem 0.4. Let S =
∪

e∈E He be a Clifford semigroup such that for each e ∈ E, He is amenable,
then its universal groupoid G = G(X,S) is amenable.

Theorem 0.5. Let S =
∪

e∈E He be a Clifford semigroup whose universal groupoid G is amenable.
Then each group He is amenable.
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چکیده مقاله اطلاعات

ماکسیمال زیرگروه هاي بین که می دهیم نشان مقاله، این در
گروه وارة از ایزوتروپی زیرگروه هاي و کلیفورد نیم گروه یک از
موجود یکریختی) تقریب (با یک به یک تناظر یک آن، جهانی
به صورت کلیفورد نیم گروه یک می کنیم ثابت همچنین است.
اگر فقط و اگر است میانگین پذیر زیرگروه هاي از اجتماعی
یک از مثالی خاتمه، در باشد. میانگین پذیر آن جهانی گروه وارة
آن جهانی گروه وارة که می آوریم کلیفورد میانگین پذیر نیم گروه

نیست. میانگین پذیر
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مقدمه ١

و ریاضیات در به سزایی نقش ساختار این شد معلوم که گردیدند مطالعه برندت توسط گروه واره ها بار، اولین براي میلادي ١٩٢٧ سال در
بار نخستین وارون نیم گروه هاي ازسوي دیگر، گرفتند. قرار استفاده مورد جبري هندسۀ در گروتندیک توسط گروه واره ها سپس دارد. فیزیک
و کلاین ارلانگن برنامۀ در وارون نیم گروه هاي شدند. تعریف ١٩۵۴ سال در پرستون و ١٩۵٢ سال در واگنر توسط مستقلاً و به صراحت
[۵] در پترسون نشده اند، مطالعه به خوبی اشیا این ویژگی هاي و ساختار بین رابطۀ اگرچه دارند. نقش لی نامتناهی پیوستۀ گروه هاي نظریۀ
به است. مرتبط وارون نیم گروه هاي ماکسیمال زیرگروه هاي میانگین پذیري با وارون نیم گروه هاي میانگین پذیري که کرد مطرح را مطلب این
مقاله، این در بگیرید). نظر در را مولد دو روي آزاد وارون (نیم گروه نیست کافی شرط یک مسلماً اما است؛ لازم شرط یک این می رسد نظر
اگر فقط و اگر است میانگین پذیر گروه هاي از اجتماعی برابر کلیفورد نیم گروه یک اینکه نشان دادن با کلیفورد نیم گروه براي را مسئله این
ماکسیمال زیرگروه هاي و جهانی گروه وارة ایزوتروپ گروه هاي بین تناظر یک همچنین می کنیم. حل باشد میانگین پذیر آن جهانی گروه وارة
ارائه را جهانی گروه واره هاي و کلیفورد نیم گروه هاي بنیادي ویژگی هاي و تعاریف ٢ بخش در می دهیم. ارائه کلیفورد نیم گروه همریخت تصویر

است. آنها اثبات هاي و بنیادي نتایج شامل ٣ بخش می کنیم. مرور را ساختارها این میانگین پذیري مفهوم و می دهیم

مقدماتی مفاهیم ٢

باشد، موجود s∗ ∈ S مانند منحصربه فرد عضو یک s ∈ S هر براي اگر می نامیم وارون نیم گروه را S (گسسته) نیم گروه .٢. ١ تعریف
به طوري که

s s∗ s = s , s∗ ss∗ = s∗.

باشد. گروه ها از اجتماعی به صورت هرگاه می نامیم کلیفورد نیم گروه را S وارون نیم گروه

یعنی باشد، آن خودتوان عناصر تمام از متشکل مجموعۀ E و باشد وارون نیم گروه یک S کنیم فرض

E = E(S) :={ e∈S : ee = e }.

زیرمجموعۀ E اگر فقط و اگر است کلیفورد نیم گروه یک S همچنین باشد، تک عضوي E اگر فقط و اگر است گروه یک S صورت این در
زیرنیم گروه است. e همانی عنصر با S ماکسیمال زیرگروه یک H(e) آن در که S =

∪
e∈EH(e) داریم حالت، این در باشد. S مرکز

.b∈A بدهد نتیجه a≤b رابطۀ a ∈ A , b ∈ E براي هرگاه می نامیم فیلتر را E از A

G به G(٢) از (x, y) 7−→ xy ضرب نگاشت یک و G× G از G(٢) زیرمجموعۀ یک به همراه G ناتهی مجموعۀ .٢. ٢ تعریف
باشیم: داشته x, y, z ∈ G هر براي هرگاه می گوییم گروه واره یک را G روي به G از x 7−→ x−١ وارون نگاشت یک و

، (x−١)
−١

= x .١

.(xy)z = x(yz) و (xy, z), (x, yz) ∈ G(٢) آنگاه ،(x, y), (y, z) ∈ G(٢) اگر .٢

،(x, x−١) , (x−١, x) ∈ G(٢) .٣

.x−١ (xy) = y = (yx) x−١ آنگاه ،(x, y) ∈ G(٢) اگر .۴

می کنیم تعریف زیر به صورت و می نامیم برد و دامنه به ترتیب را r و d نگاشت هاي ،G گروه وارة براي

d : G→ G; d(x) = x−١ x , r : G→ G; r(x) = xx−١ .

داریم: نیز u, v ∈ G(٠) هر براي و می گوییم G یکۀ فضاي را G(٠) := d(G) = r(G) مجموعۀ
Gu := r−١ ({u}) , Gv := d−١ ({v}) , Gu

v := Gu ∩ Gv.

توپولوژي یک به مجهز گروه وارة یک از است عبارت توپولوژیک گروه وارة می نامند. ایزوتروپی گروه را آن که است گروه Guیک
u همچنین

دستگاه را G توپولوژیک گروه وارة روي مثبت بورل منظم اندازه هاي از {λu}u∈G(٠) خانوادة باشند. پیوسته وارون و ضرب نگاشت هاي که
کند: صدق زیر شرایط در هرگاه می نامیم چپ هار
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، supp(λu) ⊆ Gu باشیم داشته u ∈ G(٠) هر براي (الف)

باشد، پیوسته G(٠) روي u 7→
∫
fdλu نگاشت f ∈ Cc(G) هر براي (ب)

باشیم: داشته f ∈ Cc(G) و x ∈ G هر براي ∫(پ)
f(xy)dλd(x)(y) =

∫
f(y)dλr(x) (y).

کند: صدق زیر شرایط در که توپولوژیک گروه وارة یک از است عبارت موضعی فشردة گروه وارة یک

باشد، هاوسدورف و موضعی فشردة G(٠) القایی توپولوژي با (۵)

پایۀ یک آنها، درون مجموعۀ به طوري که باشد موجود ،G فشردة هاوسدورف زیرمجموعه هاي از متشکل ∁ مانند شمارایی خانوادة (۶)
،(B = {intA : A ∈ ∁}) باشد G براي توپولوژي

باشد، G از موضعی فشردة هاوسدورف زیرفضاي یک Gu هر (٧)

باشد. {λu} مانند هار دستگاه یک به مجهز G (٨)

دامنه نگاشت هاي که را آن هاوسدورف و باز زیرمجموعه هاي تمام خانوادة صورت، این در باشد. موضعی فشردة گروه وارة یک G کنیم فرض
G توپولوژي براي پایه یک Gop هرگاه می گوییم r−گسسته را G گروه وارة می دهیم. نمایش Gop با را باشند همان سانی آنها روي برد و

∑باشد.
s ∈ S |f(s)| < ∞ شرط در که آن روي مختلط توابع تمام مجموعۀ صورت، این در باشد. گسسته نیم گروه یک S کنیم فرض

l∞(S) با را می کنند صدق sups ∈ S |f(s)| < ∞ شرط در که آن روي مختلط توابع تمام مجموعۀ و l١(S) با را می کنند صدق
هستند باناخ فضاي یک ||f ||∞ := sups ∈ S |f(s)| و ||f ||١ :=

∑
s ∈ S |f (s)| نرم هاي با به ترتیب آنها می دهیم، نمایش

داریم: T (f)(g) = ∑
s ∈ S f(s)g(s) ایزومتري با هستند. باناخ جبر نقطه اي، ضرب و پیچشی ضرب تحت به ترتیب و

l∞ (S) ∼= (l١(S))
∗
.

انتقال ،t ∈ S آن در که می کنیم، تعریف Ls(f)(t) = f(st) به صورت را s ∈ S توسط چپ انتقال ،S روي f مختلط تابع براي
حقیقی تابع هر براي به طوري که هست (l∞(S)) ∗ از عنصري l∞(S) روي µ میانگین یک می شود. تعریف مشابه به طور نیز راست

داریم: f ∈ l∞(S)

inf s(f (s)) ≤ µ(f) ≤ sups(f (s)).

باشیم: داشته f ∈ l∞(S) و s ∈ S هر براي هرگاه می نامیم چپ پایاي را µ میانگین

µ (Lsf) = µ(f).

µ (١) = ١ , |µ| = شرط١ دو در و است مثبت µ مانند l∞(S)روي میانگین هر می شود. تعریف مشابه به طور نیز راست پایاي میانگین
داریم: f ∈ l∞(S) هر براي همچنین می کند، صدق

µ (Re (f)) = Re (µ (f)) , µ (Im (f)) = Im(µ(f))

دارد. قرار f(S) از بسته محدب پوستۀ در µ(f) به علاوه
ϑ(s) ≥ ٠ باشیم داشته s هر براي هرگاه Sمی نامیم روي شمارا میانگین یک صورتϑرا این در .ϑ ∈ l١(S) و نیم گروه Sیک کنیم فرض
{s ∈ S : ϑ(s) > ٠} مجموعۀ هرگاه می نامیم S روي متناهی میانگین یک را آن همچنین .|ϑ| = ∑

s∈S ϑ (s) = ١ و
متناهی میانگین هاي مجموعۀ به علاوه، است. چگال شمارا میانگین هاي مجموعۀ در (-نرم) متناهی میانگین هاي مجموعۀ باشد. متناهی

است. چگال l∞(S) روي میانگین ها تمام مجموعۀ در (w∗-)
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تعریف مشابه به طور راست میانگین پذیر باشد. موجود چپ پایاي میانگین یک هرگاه می نامیم چپ میانگین پذیر را S نیم گروه .٢. ٣ تعریف
باشد. راست میانگین پذیر و چپ میانگین پذیر هرگاه، می نامیم میانگین پذیر را S نیم گروه می شود.

است. میانگین پذیر نیز φ(S) آنگاه باشد، نیم گروه ها همریختی یک φ : S → S′ و باشد میانگین پذیر نیم گروه یک S اگر
t ∈ S هر براي که باشد موجود متناهی میانگین هاي از {gn} مانند دنباله اي اگر فقط و اگر است میانگین پذیر S نیم گروه [٢] .۴ .٢ قضیه

.l١(S) از ( نرم توپولوژي (یا ضعیف توپولوژي در limn(Ltgn − gn) = ٠ = limn (Rtgn − gn) باشیم داشته
خودتوانی عنصر هرگاه s σS t داریم s, t ∈ S براي که است شده تعریف طوري σS هم ار    ز ي رابطۀ باشد وارون نیم گروه یک S کنیم فرض
تصویر از که است ماکسیمالی گروه این است. گروه یک GS := S /σS صورت این در ،es = et که باشد موجود e ∈ E(S) مانند

می آید. دست به S همریختی
براي را معیارهایی بخش، این خاتمۀ در باشد. میانگین پذیر GS اگر فقط و اگر است میانگین پذیر S که می کنیم یادآوري [۵] از

می کنیم. یادآوري r−گسسته دوم شماراي گروه وارة میانگین پذیري
هستند: معادل زیر گزاره هاي صورت، این در باشد. r−گسسته دوم شماراي گروه وارة یک G کنیم فرض [٣] .۵ .٢ قضیه

که است موجود {φn} مانند G روي بورل توابع از دنباله اي .١
است، کران دار u 7→

∑
r(x)=u |φn (x) | تابع (الف)

،∑r(x)=u |φn (x) | = ١ داریم n ∈ N و u ∈ G٠ هر براي (ب)
است. صفر به همگرا ∑r(x)=r(y) |φn

(
y−١x

)
− φn(x)| دنبالۀ y ∈ G هر براي (ج)

که است موجود {ψn} مانند G روي بورل توابع از دنباله اي .٢
است، کران دار u 7→

∑
d(x)=u |ψn (x) | تابع (الف)

،∑d(x)=u |ψn (x) | = ١ داریم n ∈ N و u ∈ G٠ هر براي (ب)
است. صفر به همگرا ∑d(x)=d(y) |ψn

(
xy−١)− ψn(x)| دنبالۀ y ∈ G هر براي (ج)

کند. صدق فوق شرایط از هرکدام در اگر می نامیم میانگین پذیر را G r−گسسته دوم شماراي گروه وارة

کلیفورد نیم گروه جهانی گروه وارة ٣

مجموعۀ است. E=E(S) خودتوان مجموعۀ با کلیفورد نیم گروه یک S بخش، این در

X = {x | x = χA : E → {٠, ١} }

و e∈E براي می گیریم. نظر در را است نقطه اي همگرایی توپولوژي با A چون فیلتري براي ناصفر همریختی یک χA آن در که
X در چگالی زیرمجموعۀ که می کنیم استفاده E = {e : e ∈ E } و e = χAe نماد از Ae = {f ∈ E : e ≤ f }
و i = ١, ٢, . . . ,m براي x(ei) = ٠ باشیم داشته ،m ≤ n براي و x ∈ X ،e١, e٢, . . . , en ∈ E کنیم فرض .[۵] است

است: زیر به شکل X توپولوژي پایۀ عضو یک صورت، این در ،e = em+١ . . . en می دهیم قرار .x(em+١ . . . en ) = ١

De,e١,e٢,...,em = {x ∈ X : x (e) = ١ , x (ei) = ٠ (i = ١, ٢, . . . ,m)}

= {χA : e ∈ A , ei /∈ A} .

.e ∈ De,e١,e٢,...,em و De,e١,e٢,...,em = De ∩Dc
e١D

c
e٢ ∩ · · · ∩Dc

em آنگاه ،De = {x : x(e) = ١ } اگر
نیم گروه یک S چون .Ds = Dss∗ می دهیم قرار دارد. وجود X روي S از راست عمل یک کلی حالت در که می کنیم ملاحظه سپس

می شود جابه جا S عضو هر با پس ss∗, s∗s ∈ E و است کلیفورد

s∗s = (s∗ss∗) s = (s∗ [ss∗]) s

= ([ss∗] s∗) s = ss∗s∗s

= s (s∗ [s∗s]) = s ([s∗s] s∗)

= s (s∗ss∗) = ss∗
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X توپولوژي براي زیرپایه یک {De : e ∈ E} ∪ { Dc
e : e ∈ E} خانوادة است. X از فشرده باز زیرمجموعۀ یک Ds = Ds∗ و

عمل و x.s(e) := x(ses∗) کنیم فرض است.
β : S → I(X)

β (s) : De 7→ Rs = Ds∗ = Ds

β(s)(x) = x.s

نیم گروه، از s عضو هر به β نگاشت واقع، در است. همریختی یک β(s) هر و است پادهمومورفیسم یک β صورت این در می گیریم. نظر در را
می کند. برابر s را X عضو هر یعنی است؛ s با ارتباط در همریختی آن عملکرد که می دهد نسبت همریختی یک

می دهیم: قرار اکنون

Σ = {(x, s) : x ∈ Ds , s ∈ S }

تعریف براي .y = x.s آنها براي که می شود تشکیل ((x, s), (y, t)) چون زوج هایی از ،Σ(٢) یعنی Σ ترکیب پذیر زوج هاي β مجموعۀ
موجود چنان e ∈ E یک و x = y اگر فقط و اگر (x, s) ρ (y, t) می گیریم. نظر در Σ روي ρ هم ار    ز ي رابطۀ یک جهانی، گروه وارة

.x ∈ De و e ≤ ss∗tt∗, es = et که باشد
است: زیر اعمال با گروه واره یک G = Σ/ρ = { [x, s] : s ∈ S, x ∈ Ds} هم ار    ز ي کلاس هاي خانوادة

[x, s] [ x.s, t] = [x, st] , [x, s]−١ = [x.s, s∗ ]

و
r ([x, s]) = [ x, ss∗] , d([x, s]) = x.s, s∗s ].

تساوي دلیل چون کنیم، استفاده [x, e] = x تساوي از می توانیم ،G(٠) = { [x, e ] : e∈E , x ∈ X } نمایش براي همچنین
بدهیم قرار می توانیم بنابراین .(x, e١) ρ(x, e٢) داریم x ∈ De١e٢ با e١, e٢ ∈ E هر براي یعنی آنهاست بین هم ار    ز ي رابطۀ وجود

.G(٠) = X

.x.s = x داریم ،s ∈ S و x ∈ Ds هر براي فوق، نمادگذاري هاي با .٣. ١ لم

و x(ss∗) = ١ داریم ss∗ ∈ E براي (زیرا هستند E روي ناصفر همریختی هایی x.s و x که می کنیم یادآوري اثبات.
بنابراین e = ess∗ = ses∗ آنگاه ،e ≤ ss∗ اگر (چون x(e) = x.s(e) داریم e ∈ E هر براي طرفی از .(x.s (ss∗ ) = ١
داریم، اول حالت بنابر ess∗ ≤ ss∗ چون باشد. دلخواه عضو یک e ∈ E کنیم فرض اکنون .(x.s (e) = x(ses∗) = x(e)

بنابراین ،x.s(ess∗) = x(ess∗)

x.s(e) = x.s(e)١ = x.s(e)x.s(ss∗)

= x.s(ess∗) = x(ess∗)

= x(e)x(ss∗) = x(e)١

= x(e),

می کند. کامل را برهان که

.Gx = Gx داریم ،x ∈ X, s ∈ S هر براي و r [x, s] = d [x, s] و β(s) (x) = x کلیفورد، نیم گروه هاي براي به خصوص،
ایزومتري گروه هاي با گروهی کلاف یک G = ∪x∈XHx بنابراین

Hx := Gx
x = {[x, s] : s ∈ S , x ≤ ss∗}

و e ≤ ss∗ tt∗ ،x(e) = ١ که دارد وجود e ∈ E یک آنها براي که است (x, t ) زوج هاي تمام مجموعۀ [x, s] اینجا در است.
.et = es
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گروه وارة و ماکسیمال گروه همریخت تصویر به ترتیب G = G(X,S) و GS و باشد کلیفورد نیم گروه یک S کنیم فرض .٣. ٢ قضیه
شود. گرفته یکی GS زیرگروه هاي با می تواند که است ایزوتروپی اش گروه هاي اجتماع G صورت این در باشد. آن جهانی

ϕx([ x , s ]) = [s] ضابطۀ با را ϕx : Hx → GS نگاشت ،x ∈ X هر براي .G = ∪x∈XHx که کردیم مشاهده قبلاً اثبات.
بنابراین و es = et که است موجود چنان e ∈ E آنگاه ،[x, s] = [x, t] اگر زیرا است، خوش تعریف نگاشت این می کنیم. تعریف

داریم همچنین است. GS در [s] = [t]

ϕx([x, s ] [x, t ]) = ϕx ([x, st ]) = [st] = [s][t] = ϕx ([x, s ]) ϕx ([x, t ]).

نیست.) پوشا و یک به یک ϕx نگاشت کلی حالت (در

است. E شامل که است S از زیرنیم گروه یک [e] هم ار    ز ي کلاس ،e ∈ E هر براي .٣. ٣ لم

وجود f , g ∈ E آنگاه ،s , t ∈ [e] اگر همچنین .E ⊆ [e] پس fe ∈ E و (fe) f = (fe) e آنگاه ،f ∈ E اگر اثبات.
.st ∈ [e] پس (fg) st = (fs) (gt) = (fe)(ge) = (fg)e Eو ⊆ Z(S) چون .fs = fe و gt = ge که دارند

نیم گروه e٠ ∈ E هر براي صورت این در .S = ∪e∈EHe و باشد میانگین پذیر کلیفورد نیم گروه یک S کنیم فرض .۴ .٣ قضیه
.HeHe٠ = He و He Hf ⊆ Hef داریم همچنین است. S از میانگین پذیر کلیفورد زیرنیم گروه یک T = ∪e≤e٠He

نتیجه s٢s٢∗ ≤ e٠ و s١s١∗ ≤ e٠ زیرا است S از زیرنیم گروه یک T = ∪e≤e٠He = { s : ss∗ ≤ e٠} مجموعۀ اثبات.
می دهد

(s١s٢) (s١s٢)
∗e٠ = s١(s٢s٢

∗) s١
∗ e٠

= s١s
∗
١(s٢s٢

∗)e٠

= s١s
∗
١(s٢s٢

∗)

= s١(s٢s٢
∗)s١

∗

= (s١s٢) (s١s٢)
∗

توجه با .s١∗ ∈ T پس s١∗(s١∗)
∗
= s١

∗s١ = s١s١
∗ ≤ e٠ طرفی از و s١s٢ ∈ T یعنی (s١s٢) (s١s٢)∗ ≤ e٠ پس

گروه از زیرگروه یک که است یک ریخت A = { [s] ∈ GS : ss∗ ≤ e٠ } با GT ماکسیمال گروه همریخت تصویر که این به
می گیریم: نظر در را زیر نگاشت است. T از عضوي شامل A در هم ار    ز ي کلاس هر است، [e٠] همانی با GS میانگین پذیر

φ : A → GT , φ([s]) = [e٠s].

و e٠fs١ = e٠fs٢ بنابراین .fs١ = fs٢ داریم ،f ∈ E(S) یک براي آنگاه ،[s١] = [s٢] اگر زیرا است؛ خوش تعریف نگاشت این
داریم: همچنین .[e٠s٢] = [e٠s١] لذا f e٠s١ = fe٠s٢

φ([st]) = [e٠st] = [e٠se٠t] = [e٠s][e٠t] = φ([s])φ([t])

S اگر است. یک ریختی φ بنابراین ،[s] = [t] پس fe٠s = fe٠t به طوري که دارد وجود f ∈ E(S) آنگاه ،[e٠s] = [e٠t] اگر و
است. چنین نیز T لذا و است میانگین پذیر GT بنابراین است؛ چنین نیز A یعنی آن زیرگروه و GS آنگاه باشد، میانگین پذیر

.He
∼= He داریم ،e ∈ E هر براي صورت، این در .S = ∪e∈E He و باشد نیم گروه یک S کنیم فرض .۵ .٣ قضیه

داریم: و He = { [e, s] : e ≤ s e(ss∗) = ١} یادآوري جهت اثبات.

[e, s] [e, t] = [e, st] , [e, e] = ١, [e, s]−١ = [e, s∗].

می گیریم نظر در را زیر نگاشت
η : He → He, η(s) = [e, s].
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بنابراین e(e) = ١ و ss∗tt∗ = e ، es = et صورت این در s = t و s, t ∈ He کنیم فرض آن، خوش تعریفی اثبات براي
.η(s) = η(t) لذا [e, s] = [e, t]

به طوري که دارد وجود f ∈ E(S) یک پس [e, s] = [e, t] صورت این در ،η(s) = η(t) کنیم فرض آن، بودن یک   به یک اثبات براي
داریم: پس s, t ∈ He طرفی از .ef = e بنابراین fs = ft و e ( f) = ١

s = es = (ef)s = e(fs) = e(ft) = (ef)t = et = t.

es(es)∗ = e یعنی ،ess∗ = e یا e ≤ ss∗ پس e( ss∗) = صورت١ این در ،[e, s] ∈ He کنیم فرض آن، پوشایی اثبات براي
است. واضح نیز η همریختی .η(es) = [e, es] = [e, s] و es ∈ He یا

شماراست. و گسسته Gu r−فیبر هر صورت، این در باشد. r−گسسته گروه وارة یک G کنیم فرض .۶ .٣ لم
.U∩ Gu = {y} داریم پس است، یک به یک r چون که است Uموجود Gopمانند از y شامل باز مجموعۀ یک آنگاه ،y ∈ Gu اگر اثبات.

شماراست. Gu که می گیریم نتیجه هست، نیز گسسته و می کند صدق شمارایی دوم اصل در Gu ازآنجایی که

دنباله اي صورت این در باشد، میانگین پذیر He گروه e ∈ E هر براي و باشد کلیفورد نیم گروه یک S = ∪e∈EHe کنیم فرض .٣. ٧ لم
می کند: صدق زیر شرایط در که دارد وجود {φn} مانند G(E,S) = ∪e∈EHe زیرگروه وارة روي توابع از

است، کران دار e →
∑

y∈He
|φn (y) | تابع (الف)

،∑y∈He
φn (y) = ١ داریم n ∈ N و e ∈ E هر براي (ب)

است. صفر به همگرا ∑r(x)=r(y) |φn

(
y−١x

)
− φn (x) | دنبالۀ y ∈ G(E,S) هر براي (ج)

،gen ∈ l١(He) داریم به علاوه است، موجود {gen} مانند ،۴ .٢ قضیه متناهی، میانگین هاي از دنباله اي He میانگین پذیري دلیل به اثبات.
φe
n تابع n ∈ N براي است. متناهی { h ∈ He : gen(h) > ٠ } مجموعۀ و | gen| =

∑
h∈He

gen(h) = ١ ،gen(h) ≥ ٠
می گیریم نظر در زیر به صورت را

φe
n : He → [٠, +∞] , φe

n ( [e, s] ) := gen (es) .

و e(f) = ١ به طوري که دارد وجود f ∈ E مانند عضوي صورت این در [e , s] = [e , t] کنیم فرض آن، خوش تعریفی جهت
.es = et پس e ≤ f چون حال ،fs = ft

می کنیم تعریف زیر به شکل را φn اکنون

φn :
∪
e∈E

He →[٠,+∞ ], φn(y) = φe
n(y) (y ∈ He).

که است موجود منحصربه فردي e ∈ E یک y ∈
∪

e∈E He هر براي ،He گروه هاي بودن هم از جدا دلیل به که کنیم توجه
کنیم بررسی {φn} براي را لازم شرایط باید اکنون .y ∈ He∑

[e,s]∈He

φn([e, s] =
∑

[e,s]∈He

φe
n([e, s] =

∑
es∈He

gen(es) =
∑
h∈He

gen (h) = ١.

.y−١ = [e, t−١ و[ y = [e, t] که است موجود t ∈ S آنگاه ،y ∈ He اگر
داریم و x = [e, s] که است موجود s ∈ S یک و x ∈ He آنگاه ،r(x) = r(y) ∑اگر

x∈He

|φn

(
y−١x

)
− φn(x)| =

∑
[e,s]∈He

|φn([e, t
−١][e, s]− φn([e, s])|

=
∑

[e,s]∈He

|φn(
[
e, t−١s

]
− φn([e, s])|

=
∑
e≤ss∗

|gen(et−١s)− gen(es)|

= | |tgen − gen| | → ٠.
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شماراي نیز X = G(٠) پس می کند صدق شمارایی دوم اصل در G = G(X,S) چون که است ذکر به لازم بعدي نتیجۀ اثبات براي
است. چگال X در E٠ := {e : e ∈ E٠ } به طوري که است موجود E٠ مانند E از شمارایی زیرمجموعۀ و است دوم

شده اند. اثبات دیگري روش به [۴] از ۶ .٣ لم در زیر قضیۀ دو

این در باشد، میانگین پذیر He گروه e ∈ E هر براي به طوري که باشد کلیفورد نیم گروه یک S =
∪

e∈E He کنیم فرض .٣. ٨ قضیه
است. میانگین پذیر G = G(X,S) صورت

در {φn} مانند دنباله اي ،٣. ٧ لم بنابر باشد. X در چگال شماراي زیرمجموعۀ یک E٠ = {e١ , e٢ , e٣ , ... } کنیم فرض اثبات.
به جز مگر φn ( [ei , s]) = ٠ داریم [ei , s] ∈ Hei و n ∈ N هر براي به طوري که است موجود G(E٠, S) =

∪∞
i=١He

ei]ها. , s] از متناهی تعداد
φn می خواهیم است. گسسته نیز ∪∞

i=١Heiبنابراین است گسسته Hei ،i ∈ N هر براي چون می گیریم، نظر در ثابت را n ∈ N اکنون
می دهیم قرار فرض i ∈ N هر براي کند. صدق ٣. ٢ قضیه شرایط در به طوري که دهیم توسیع Φn : G → [٠, ١] بورل تابع یک به را

می کنیم اختیار X از را زیر هاوسدورف فشرده باز زیرمجموعه هاي و Ai = {m ∈ N: m < i , em < ei}
Ui = Dei,ei١ ,ei٢ ,...,eik

= { x ∈ X : x(ei) = ١ , x(ei١) = x(ei٢) = ... = x(eik) = ٠ }
است، Xچگال E٠در و است فشرده Ui هر چون E٠است. براي پوشش یک {Ui}i∈N به وضوح ،Ai = {i١, i٢, ... , i٣} آن در که

بود. خواهد پوشش نیز X براي {Ui}i∈N بنابراین
می کنیم اختیار زیر به شکل را Viها ،( i < j (براي Ui ⊈ Uj و ei ∈ Ui به توجه با

Vi =
∪

[ei,s]∈Hei

D(Ui, s)

مانند نزولی دنبالۀ یک اکنون ،x ∈ Ui که است موجود i ∈ N یک x ∈ X هر براي .Hei ⊆ Vi و است Ui مشابه Vi ضمن در
کنیم فرض باشد. همگرا x به {ej} که می کنیم انتخاب {ej}

Φn([x, s]) := limsupjφn([ej , s])

ei ≤ ei+١ یعنی بودن صعودي شرط با f j −→ x و ej −→ x اگر Φn([x, s]) ∈ [٠, ١] ،٠ ≤ φn([ej , s]) ≤ ١ چون
داریم آنگاه f i ≤ f i+١ و

limsupjφn([ej , s]) = limsupjφn(
[
f j , s

]
).

غیرممکن نیز این φn
−١ ((−∞, b))∩φn

−١ ((b, +∞)) = ∅ داریم که می کنیم اختیار حد تا دو بین را b ∈ R نباشد چنین (اگر
شامل بزرگ هاي j براي که هستند ∪∞

i=١Hei در باز مجموعه هاي Vi ∩ φn
−١((b,+∞)) و Vi ∩ φn

−١((−∞, b)) زیرا است
هستند.)

[
f j , s

]
و [ej , s]

داریم α ∈ [٠, ١] هر براي ،Φ تابع بودن بورل جهت

Φn
−١ ((α, +∞)) =

∞∩
k=١

(φn
−١

((
α− ١

k
, +∞

))
صفر نقاط، از متناهی تعداد به جز ،Hx روي Φn بنابراین ١٢ Φn([x, s]) < Φn([ei, s]) ≤ Φn([x, s]) داریم ei از بعضی براي و

که است موجود i ∈ N یک ٠ < ε هر براي آنگاه ،Φn([x, sj ])\ ̸= ٠ باشیم داشته j = ١, ٢, . . . ,m براي اگر است.

Φn([ei, sj ]) ≤ Φn([x, sj ]) < Φn([ei, sj ]) +
ε

m

داریم: پس

١ ≤
∞∑
j=١

Φn([x, sj ]) < ١+ ε

بنابراین
∞∑
j=١

Φn([x, sj ]) = ١.



١١٧ کلیفورد نیم گروه یک جهانی گروه واره هاي میانگین پذیري

داریم i ∈ N از بعضی براي نهایت در

Φn

([
ei, t

−١s
])

≤Φn([x, t
−١s]) <Φn([ei, t

−١s]) +
ε

۴m

داریم و
Φn ([ei, s])≤Φn([x, s]) <Φn([ei, s]) +

ε

۴m
بنابراین

∣∣∣∑[x,s]∈Hx
|Φn

([
x, t−١s

])
−Φn ([x, s])

∣∣∣−∑
[ei,s]∈Hei

|Φn

([
ei, t

−١s
])

−Φn ([ei, s]) || < ε
۴

عبارت دیگر به
| fn (x) − fn (ei) | < ε

۴ =⇒ fn (x) =
∑

[x,s]∈Hx
|Φn

([
x, t−١s

])
−Φn ([x, s]) |

داریم: n ≤ m براي همچنین

| fn (x) − fm (x) | ≤ | fn (x) − fn (ei) |+ | fn (ei) − fn (ej) |

+ | fn (ej) − fm (ej) |+ | fm (ej) − fm (x) |.

خیلی i, j براي یعنی است؛ کشی دنبالۀ {fn (ei)}i و همگراست {ei} دنبالۀ است، پیوسته G (E٠, S)=
∪
Hei روي fn چون

دنبالۀ نیز {fn (ej)}n بنابراین .fn(ei) −→٠ داریم ei هر براي ،٣. ٧ لم بنابر طرفی از | fn (ei) −fn (ej) | < ε
۴ داریم بزرگ

این و | fn (x) −fm (x) | <ε داشت خواهیم پس | fn (ej) −fm (ej)|< ε
۴ داریم بزرگ خیلی n, m براي یعنی است؛ کشی

است. همگرا پس است، کشی دنبالۀ یک {fn (x)} که است معنی بدان
داریم: n −→+∞ وقتی نتیجه در fn(x) −→٠ بنابراین fn(ei) −→٠ داریم ej هر براي ∑چون
[x,s]∈Hx

|Φn

([
x, t−١][x, s

])
−Φn ([x, s]) | −→ ٠.

هر صورت این در باشد، میانگین پذیر آن جهانی گروه وارة G که باشد کلیفورد نیم گروه یک S =
∪

e∈E He کنیم فرض .٣. ٩ قضیه
است. میانگین پذیر He گروه

می کنیم تعریف را زیر تابع حال می کنیم، اختیار ثابت را e ∈ E و گرفته نظر در را قبل قضیۀ در مطرح شده { Φn} دنبالۀ اثبات.

gn : He −→ [٠, +∞ ]; gn (h) = |Φn ([ei , h]) |, (h ∈ He).

باشیم داشته و [e , s] = [e , h] به طوري که است موجود منحصربه فرد h ∈ He یک [e , s] ∈ He هر ∑براي
h∈He

gn (h) =
∑

[e,s]∈He

|Φn ([e, s]) = ١.

داریم: t ∈ Heهر براي همچنین

||tgn − gn|| =
∑

[e,s]∈He

∣∣∣∣ ∣∣Φn

([
e, t−١s

])∣∣− |Φn ([e, s]) |
∣∣∣∣

≤
∑

[e,s]∈He

|Φn

([
e, t−١s

])
− Φn ([e, s]) | → ٠.



١١٨ ١۴٠٢ ،١ شماره ،١ دوره کاربردها، و اندازه جبرهاي

آن جهانی گروه وارة یعنی دارد؛ میانگین ناپذیر ماکسیمال زیرگروه یک که می آوریم میانگین پذیر کلیفورد نیم گروه یک از مثالی انتها، در
است. میانگین ناپذیر

میانگین پذیر کلیفورد نیم گروه یک S صورت این در .S = F{٠}∪٢ می دهیم قرار باشد، مولد دو با آزاد گروه F٢ کنیم فرض .٣. ١٠ مثال
میانگین زیرا است،

µ : l∞(S) −→ C , µ(f) = f(٠)

نیز G = F٢ ∪ {١} جهانی ،گروه وارة F٢ بودن میانگین ناپذیر دلیل به که E(S) = { eG , ٠ } داریم حالت این در است، پایا
است. میانگین ناپذیر
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