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Extended Abstract

Shrinkage estimators have found vast applications in many disciplines. These estimators were first intro-
duced by James and Stein (1961) and Stein (1962). Many statisticians have shown different character-
istics of these estimators. The first version of two-level hierarchical models is called the homoscedastic
hierarchical model with the following structure

Yi ∼ N(θi, A) i = 1, 2, . . . , n

θi ∼ N(µ, λ).

The second version of two-level hierarchical models, heteroscedastic hierarchical models, is as follows

Yi ∼ N(θi, Ai) i = 1, 2, . . . , n

θi ∼ N(µ, λ).

Several authors have considered discussing the asymptotic properties of the heteroscedastic hierarchical
models too. Among others, we can refer to Xie et al (2012-2016), Ghoreishi and Meshkani (2014),
Baranchik (1970), Cai and Zijian (2016), and Shantia and Ghoreishi (2020).

In this paper, we address the following heteroscedastic hierarchical model

Yi ∼ N(θi, Ai) i = 1, 2, . . . , n

θi ∼ N(µ, λ),

θi = β1X1i + β2X2i + · · ·+ βpXpi

with a linear structure for θis. We will use the moment, maximum likelihood, and SURE methods to
obtain the shrinkage estimate

θ̂i =
λ̂

λ̂+Ai

Yi +
Ai

λ̂+Ai

µ̂

and also to estimate the regression coefficients β1, · · · , βp.
A common assumption for high-dimensional regressionmodels, p = O(n), is the sparsity assumption

for the vector of the regression coefficient. That is,

card(β) =
∥∥β∥∥

0
= s0 ≪ p,

where β = (β1, β2, · · · , βp)T .
Assuming the sparsity, the asymptotic properties of the resulting estimators will be investigated under

the error function L2 and the penalized function L1 given by

arg min
β∈RP

{
1

2n

∥∥W 1/2(θ̂ −Xβ)
∥∥2
2
+ λ

∥∥β∥∥
1

}
, (0.1)

where θ = (θ1, θ2, · · · , θn)T , X is the regression matrix, andW = diag

(
λ̂+A1

λ̂A1
, · · · , λ̂+An

λ̂An

)
.

Assuming that β̂ is the solution of (0.1) and β∗ is the real vector, we will construct the L2-upper
bound ∥∥β̂ − β∗∥∥

2
≤ 4

γ

√
max

j

{λ+Aj

λAj

}s0 ln p
n

,

for β̂ − β∗.
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کاربردها و اندازه جبرهاي
١٠- ٩٧۶ ص ،١ شماره ،١ دوره ،١۴٠٢ سال

L١ نرم با تاوانیده تابع از استفاده با رگرسیونی مدل هاي در انقباضی برآوردهاي مجانبی خواص
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١٠٠ ١۴٠٢ ،١ شماره ،١ دوره کاربردها، و اندازه جبرهاي

مقدمه ١

معرفی (١٩۶١) اشتاین و جیمز توسط ابتدا برآوردها این دارند. داده ها تحلیل مختلف حوزه هاي در وسیعی کاربرد انقباضی برآوردهاي امروزه
انقباضی برآوردهاي به این ترتیب نمود. استفاده نرمال جامعۀ چند میانگین هم زمان تخمین براي برآوردها این از (١٩۶٢) اشتاین شدند.
مورد همواره آنها خواص مطالعۀ چروکیده، برآوردهاي معرفی از پس شدند. نرمال توزیع با سلسله مراتبی مدل هاي گسترش براي مبنایی
برآوردهاي مخاطره تابع خواص و تجربی، بیز خواص بیزي، خواص تا نموده اند سعی مختلفی آمارشناسان تاکنون است. بوده دانشمندان توجه

کنند بررسی می شوند، تعریف زیر به صورت که نرمال همگن سلسله مراتبی مدل هاي در را انقباضی

Yi ∼ N(θi, A) i = ١, ٢, . . . , n

θi ∼ N(µ, λ). (١. ١)

دوسطحی ناهمگن سلسله مراتبی مدل هاي به را فوق همگن مدل هاي (٢٠١۶ و ٢٠١٢) همکاران و شی

Yi ∼ N(θi, Ai) i = ١, ٢, . . . , n

θi ∼ N(µ, λ), (١. ٢)

هستند. نابرابر ولی معلوم کمیت هاي Ai واریانس هاي آن در که دادند، قرار بررسی مورد را برآوردکننده ها مخاطره مجانبی خواص و تعمیم
براي تابعی ساختار با ناهمگن سلسله مراتبی مدل هاي به (٢٠١۴) مشکانی و قریشی توسط (١. ٢) دوسطحی سلسله مراتبی مدل هاي
تحلیل در انقباضی برآوردهاي از مناسب تر استفادة به منظور نمودند. تحقیق را آنها مجانبی خواص و تعمیم مدل سطح دو هر واریانس هاي
را متناظر برآوردهاي خواص و توسعه را (١. ٢) سلسله مراتبی مدل هاي از مختلف صورت هاي آمارشناسان اخیر، سال   هاي طی آماري، داده هاي

نمود. اشاره (٢٠٢٠) قریشی و شنتیا و ،(٢٠١۶) زنچینگ و کاتی ،(١٩٧٠) برانچیک به می توان جمله آن از که نموده اند بررسی
ساختار با دوسطحی مدل تحت θi = β١X١i + β٢X٢i + · · ·+ βpXpi چندگانه رگرسیونی مدل برآوردهاي به مقاله، این در

خطی

Yi ∼ N(θi, Ai) i = ١, ٢, . . . , n

θi ∼ N(µ, λ), (١. ٣)
θi = β١X١i + β٢X٢i + · · ·+ βpXpi

شرط با برآوردکننده ها این خواص کرد. خواهیم استفاده βj رگرسیونی پارامترهاي برآورد براي θi انقباضی برآورد از پرداخت. خواهیم
آمد. خواهند دست به تنُک رگرسیونی مدل فرض و p = O(n)

است: زیر شرح به مقاله این ساختار
انقباضی برآوردهاي خواص بررسی به ٣ بخش کرد. خواهیم مرور را λ و µ ابرپارامترهاي تجربی بیز برآوردهاي روش هاي ٢ بخش در

تنُک رگرسیونی مدل
θi = β١X١i + β٢X٢i + · · ·+ βpXpi

محدب تاوان تابع از بالا، تنُک رگرسیون مدل پارامترهاي برآورد یافتن براي دارد. اختصاص p = O(n) شرط با

pλ(β١, · · · , βp) =
p∑

j=١
|βj | = ∥β∥١

.β = (β١, · · · , βp)T آن در که کرد خواهیم استفاده

λ و µ ابرپارامترهاي تجربی بیز برآوردهاي ٢

می آیند دست به زیر به صورت θi پسین چگالی و Yi حاشیه اي چگالی بیز، قضیۀ از استفاده با و (١. ٣) مفروض مدل طبق

Yi حاشیه اي توزیع : Yi ∼ N(µ, λ+Ai)

θi شرطی توزیع : θi|Yi ∼ N

(
λ

λ+Ai
Yi +

Ai

λ+Ai
µ,

λAi

λ+Ai

)



١٠١ رگرسیونی مدل هاي در انقباضی برآوردهاي مجانبی خواص

پسین چگالی میانگین θi پارامتر براي بیزي مناسب برآوردهاي از یکی

θ̂i =
λ

λ+Ai
Yi +

Ai

λ+Ai
µ

پرکاربرد روش ٣ به مختصر طور به ادامه در که دارند وجود λ و µ ابرپارامترهاي برآورد براي مختلفی روش هاي تجربی بیز تحلیل در است.
مراجعه (١٩٨٣) موریس ،(١٩٩۶ -١٩٧۶) برگر ،(١٩٧٣) موریس و افرون به تجربی بیز برآورد روش هاي با آشنایی براي می کنیم. اشاره

نمایید.
می شوند داده زیر به صورت گشتاوري روش در λ و µ ابرپارامترهاي تجربی بیز برآوردهاي گشتاوري: روش .١

µ̂M = Ȳ =
١
n

n∑
i=١

Yi, , λ̂M =

(∑n
i=١
(
(Yi − Ȳ )٢ −Ai

)
n

)
+

با بود خواهد برابر θi انقباضی برآورد حالت این در .a < ٠ اگر است صفر برابر و a > ٠ اگر است a برابر a+ آن در که

θ̂Mi =
λ̂M

λ̂M +Ai

Yi +
Ai

λ̂M +Ai

Ȳ . (٢. ١)

دست به زیر معادلات دستگاه حل طریق از λ و µ ابرپارامترهاي درست نمایی ماکسیمم برآوردهاي درست نمایی: ماکسیمم روش .٢
می آیند

∑n
i=١

١
λ+Ai

(Yi − µ) = ٠,∑n
i=١

(
(Yi−µ)٢

(λ+Ai)٢
− ١

λ+Ai

)
= ٠.

با بود خواهد برابر θi انقباضی برآورد باشد جواب داراي فوق معادلات دستگاه درصورتی که

θ̂Li =
λ̂L

λ̂L +Ai

Yi +
Ai

λ̂L +Ai

µ̂L. (٢. ٢)

ضرر تابع اساس بر λ و µ ابرپارامترهاي SURE برآوردهاي :SURE روش .٣

ln(θ, θ̂) =
١
n

n∑
i=١

(θi − θ̂i)
٢

یعنی ln(θ, θ̂) متناظر مخاطرة تابع نااریب برآورد است لازم ابتدا منظور این براي می آیند. دست به

Rn(θ, θ̂) =
١
n

n∑
i=١

Ai

(λ+Ai)٢

(
Ai(θi − µ)٢ + λ٢

)
,

به صورت که را

SURE(µ, λ) =
١
p

p∑
i=١

Ai

(λ+Ai)٢

(
Ai(Yi − µ)٢ + λ٢ −A٢

i

)
عبارت به می آیند. دست به SURE(µ, λ) تابع کردن مینیمم با λ و µ ابرپارامترهاي SURE برآوردهاي آوریم. دست به است،

داریم دیگر
(µ̂S , λ̂S) = argmin

µ, λ>٠
SURE(µ, λ),

با بود خواهد برابر θi پارامتر SURE برآورد نتیجه در و

θ̂Si =
λ̂S

λ̂S +Ai

Yi +
Ai

λ̂S +Ai

µ̂S . (٢. ٣)

براي بیشتري اقبال عمل در لذا هستند؛ مخاطره مینیمم خاصیت داراي SURE برآوردهاي (٢٠١٢) همکاران و شی یافته هاي براساس
غافل نیز درست نمایی ماکسیمم و گشتاوري برآوردکننده هاي مطلوب خواص از عملاً نباید چند هر دارد، وجود برآوردها نوع این از استفاده
θi = β١X١i+β٢X٢i+ · · ·+βpXpi رگرسیونی مدل پارامترهاي خواص بررسی براي برآوردکننده نوع سه هر از مقاله، این در بود.

جست. خواهیم بهره



١٠٢ ١۴٠٢ ،١ شماره ،١ دوره کاربردها، و اندازه جبرهاي

رگرسیونی مدل پارامترهاي انقباضی برآوردهاي خواص ٣

نمایش بگیرید. نظر در را (١. ٣) خطی ساختار با دوسطحی مدل مجدداً انقباضی، چندگانۀ رگرسیونی برآوردکننده هاي خواص بررسی براي
به صورت مدل این ماتریسی

θ = Xβ (٣. ١)

است. رگرسیونی متغیرهاي ماتریس X و ،β = (β١, β٢, · · · , βp)T ،θ = (θ١, θ٢, · · · , θn)T آن در که است،
سپس و جاي گذاري (٣. ١) معادله در را (٢. ٣)-(٢. ١) برآوردهاي از یکی است کافی (٣. ١) رگرسیونی مدل در β پارامترهاي برآورد براي

به صورت β پارامتر بردار موزون برآورد ،p ثابت بودن صورت در نمود. برآورد را β پارامتر بردار

β̂ = (XTWX)−١XTWθ̂, (٣. ٢)

این دلیل به می شود. داده W = diag

(
λ̂+A١
λ̂A١

, · · · , λ̂+An

λ̂An

)
به صورت و وزن ها شامل W قطري ماتریس آن در که می آید دست به

می کنیم. خودداري آن به پرداختن از اینجا در لذا ندارد؛ اختصاص برآوردکننده ها نوع این خواص بررسی به مقاله این بحث موضوع که
تأثیري هیچ رگرسیونی مستقل متغیرهاي از زیادي تعداد که است معنی این به بزرگ ابعاد با رگرسیونی مدل هاي در بودن تنُک فرض

باشیم داشته هرگاه است تنُک θ̂ = Xβ رگرسیونی مدل بنابراین است؛ صفر برابر آنها ضرایب عبارتی به و نداشته پاسخ متغیر بر

card(β) = ∥β∥٠ = s٠ ≪ p.

که بیابیم چنان (٣. ١) موزون رگرسیون مدل در را β̂ تنُک بردار می خواهیم کنید فرض
β̂ ∈ argminβ ∥β∥١

W١/٢θ̂ = W١/٢Xβ̂

(٣. ٣)

می شود. حاصل θ̂ = Xβ̂ رابطۀ از W١/٢ وزن ها اعمال از پس W١/٢θ̂ = W١/٢Xβ̂ رگرسیونی رابطۀ آن در که
انجام قابل شناخته شده الگوریتم هاي با که است خطی مسئلۀ یک حل معادل β̂ یافتن می آید، دست به (٣. ٣) رابطه از که همان طور

است.
که است آن جواب وجود شرط لذا نیست؛ ستونی پررتبه Xn×p رگرسیونی ماتریس بزرگ، ابعاد با رگرسیونی مدل هاي در آنکه دلیل به

می شود. تعریف زیر به صورت فضا این کند. صدق (RN) مقید صفر فضاي خاصیت در W١/٢X

داشته هرگاه می کند صدق مقید صفر فضاي خاصیت در S به نسبت Z ∈ Rn×p ماتریس ،S ⊂ {١, ٢, . . . , p} براي .٣. ١ تعریف
باشیم

RN(S) =
{
∆ ∈ Rp

∣∣∣Z∆ = 0
}
∩
{
∆ ∈ Rp

∣∣∣∥∆Sc∥1 ≤ ∥∆S∥1
}
=
{
0
}
.

می دهیم نمایش C(S) با را
{
∆ ∈ Rp

∣∣∣∥∆Sc∥١ ≤ ∥∆S∥١
}

مجموعۀ و N(Z) با را
{
∆ ∈ Rp

∣∣∣Z∆ = 0
}

مجموعۀ
یک هندسی لحاظ از که است توضیح به لازم است. S مجموعۀ متمم مجموعۀ Sc که می کنیم یادآوري گوییم. مخروطی مجموعۀ آن به و

هندسی نمایش داراي سه بعدي فضاي در مخروطی مجموعۀ

C(S) =
{
(∆٣∆,٢∆,١)

′ ∈ R٣
∣∣∣|∆١|+ |∆٢| ≤ |∆٣|

}
به توجه با می گذرد. مختصات مبدأ از که است N(Z) صفحه با مخروطی مجموعۀ اشتراك واقع در RN(S) ،(١) نمودار مطابق که است

است: برقرار زیر گزارة (٣. ٣) براي تعریف، این

داشته هرگاه بود خواهد |S| = s٠ بعُد با تنُک بردارهاي تمام بین در یکتا جواب می شود داده (٣. ٣) رابطه با که β̂ برآورد .٣. ٢ گزاره
.W١/٢X ∈ RN(S) باشیم
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سه بعدي فضاي در صفر فضاي و مخروط نمودار :١ شکل

تعریف حال می آید. دست به (٣. ٣) رابطه از که است برداري β̂ و واقعی مقدار β∗ کنید فرض (٣. ٣) موزون رگرسیون مدل براي اثبات.
می کنیم

∆̂ = β̂ − β∗ (۴ .٣)

داریم صورت این در

W١/٢X∆̂ = W١/٢X(β̂ − β∗) = W١/٢Xβ̂ −W١/٢Xβ∗ = 0,

داریم (٣. ٣) رابطه و β∗ بردار بودن تنُک شرط از ،∆̂ ∈ C(S) دهیم نشان اینکه براي .∆̂ ∈ N(W١/٢X) می دهد نشان که

∥β̂∥١ ≤ ∥β∗∥١ = ∥β∗
S∥١. (۵ .٣)

بردار غیرصفر مؤلفه هاي همۀ شامل β∗
S همچنین است. صفر عضو p− s٠ و غیرصفر عضو s٠ داراي β∗ تنُک بردار که داریم دقت اینجا در

داریم (۵ .٣) رابطه از نتیجه در است. β∗

∥β̂∥١ = ∥β∗ + ∆̂∥١ = ∥β∗
S + ∆̂S∥١ + ∥∆̂Sc∥١. (۶ .٣)

داریم نرم ها مثلثی خاصیت از این علاوه بر

∥β∗
S + ∆̂S∥١ + ∥∆̂Sc∥١ ≥ ∥β∗

S∥١ − ∥∆̂S∥١ + ∥∆̂Sc∥١, (٣. ٧)

.∆̂ ∈ C(S) می دهد نتیجه که ∥∆̂Sc∥١ ≤ ∥∆̂S∥١ داشت خواهیم (٣. ٧)-(۵ .٣) روابط از نتیجه در و
داریم فوق نتایج بنابر

∆̂ ∈ N(W١/٢X) ∩ C(S) =⇒ ∆̂ = ٠ =⇒ β̂ = β∗.

تحت W١/٢θ̂ = W١/٢Xβ̂ خطاي بدون رگرسیون دقیق جواب به منجر همواره (٣. ٣) تکراري الگوریتم که می دهد نشان بالا رابطۀ
.(٢٠١١) دي گیر وان و بولمن و (٢٠١٣) بولمن می شود، L١ نرم با جریمه تابع

RN(S) مجموعۀ که است آن (٣. ٣) خطاي بدون رگرسیون معادلۀ براي جواب یکتایی وجود شرط شده گفته تاکنون که همان طور
وجود کارآمد بسیار و مستقیم روش (٣. ١) تنُک رگرسیونی مدل در RN خاصیت بررسی براي کلی حالت در باشد. صفر عضو تک شامل

است: استوار زیر گزارة بر که دارد
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آن در که Σ کوواریانس ماتریس با و i.i.d. سطر هاي با W١/٢X ∈ Rn×p زیرگوسی یا گوسی ماتریس براي .٣. ٣ گزاره
داریم β ∈ RP غیرصفر بردار هر براي و κ٢ = maxj Σjj

∥W١/٢Xβ∥٢٢
n

≥ c١∥Σ١/٢β∥٢٢ − c٢κ
٢
log
(
ep(

∥β∥٢٢
∥β∥٢١

)٢
)

n
∥β∥٢١ (٣. ٨)

است. برقرار ١− ٢e−c٣n حداقل احتمال با فوق نامساوي و هستند مقدار حقیقی ثابت هاي c٣ و c٢ ،c١ آن در که

است. واضح اثبات (٢٠١٢) ژائوو و رودلسون و (٢٠١٠) یوو و سکوتی براساس اثبات.

داریم ∆ بردار بودن تنُک فرض با ،RN خاصیت بررسی براي (٣. ٨) نامساوي از استفاده چگونگی خصوص در تحقیق براي

∆ ∈ C(S) =
{
∆ ∈ Rp; ∥∆Sc∥١ ≤ ∥∆S∥١

}
.

تنُک خاصیت ،∥∆∥١ = ∥∆Sc∥١ + ∥∆S∥١ تساوي از کند تضمین را ∆̂ ∈ N(W١/٢X) خاصیت بتواند که شرطی یافتن براي
داریم کشی-شوارتز نامساوي و رگرسیونی مدل پارامترهاي بردار بودن

∥∆∥١ ≤ ٢∥∆S∥١ ≤ ٢
√
s٢∥∆∥٠. (٣. ٩)

داریم همچنین

∥Σ١/٢β∥٢٢ = βTΣβ ≥ λmin(Σ)∥β∥٢٢,

c١ = c٢ = c شرط و (٣. ٩) و (٣. ٨) نامساوي هاي از استفاده با اکنون است. Σ ماتریس مقدارویژة کوچک ترین λmin(Σ) آن در که
گرفت نتیجه می توان

∥W١/٢X∆∥٢٢
n

≥ c

(
λmin(Σ)∥∆∥٢٢ − ۴κ٢

s٠ log p

n
∥∆∥٢٢

)
≥ c∥∆∥٢٢

(
λmin(Σ)− ۴κ٢

s٠ log p

n

)
.

بود خواهد زیر به صورت بالا نامساوي ،γ = c
(
λmin(Σ)− ۴κ٢ s٠ log pn

)
تعریف با

∥W١/٢X∆∥٢٢
n

≥ γ∥∆∥٢٢ (٣. ١٠)

می آید. دست به n > cs٠ log p شرط با (RE) مقید مقدارویژة ،c مثبت ثابت براي ،(٣. ١٠) رابطه براساس
رابطۀ با که ،β∗ واقعی مقدار براي β̂ برآوردکنندة دقت می توان (٣. ١٠) رابطه از استفاده با اکنون

β̂ = arg min
β∈RP

{ ١
٢n
∥∥W١/٢(θ̂ −Xβ

)∥∥٢
٢ + λ∥β∥١

}
(٣. ١١)

نمود. ارزیابی را می شود داده

ماتریس عناصر براي شرایط بعضی تحت می آید دست به (٣. ١١) رابطه با که β̂ برآوردکنندة بزرگ، کافی اندازة به نمونۀ براي .۴ .٣ قضیه
داریم و همگراست β∗ واقعی مقدار به L٢ در X

∥∥β̂ − β∗∥∥
٢ ≤

۴
γ

√
max

j

{λ+Aj

λAj

}s٠ ln p
n

.

داریم (٣. ١١) رابطه طبق اثبات.

١
٢n
∥∥W١/٢(θ̂ −Xβ̂

)∥∥٢
٢ ≤

١
٢n
∥∥W١/٢(θ̂ −Xβ∗)∥∥٢

٢.
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می آید دست به زیر نامساوي بالا، عبارت کردن ساده و ∆̂ = β̂ − β∗ تعریف با

١
n
∥W١/٢X∆̂∥٢٢ ≤

٢
n
⟨∆̂, (WX)TU⟩

.U = θ̂ −Xβ̂ آن در که
داریم هلدر نامساوي از استفاده و (٣. ١٠) رابطه از اکنون

γ∥∆̂∥٢٢ ≤
١
n
∥W١/٢X∆̂∥٢٢ ≤

٢
n
⟨∆̂, (WX)TU⟩ ≤ ١∥̂∆∥٢

∥∥∥∥(WX)TU

n

∥∥∥∥
∞
.

داشت خواهیم کنیم استفاده می آید، دست به کشی نامساوي از که ،∥∆̂∥١ ≤ ٢√s٢∥̂∆∥٠ از بالا نامساوي در اگر حال

γ∥∆̂∥٢٢ ≤ ۴
√
so∥∆̂∥٢

∥∥∥∥(WX)TU

n

∥∥∥∥
∞

=⇒ γ∥∆̂∥٢ ≤ ۴
√
so

∥∥∥∥(WX)TU

n

∥∥∥∥
∞
.

نتیجه در

∥β̂ − β∗∥٢ ≤
۴
γ

√
s٠

∥∥∥∥(WX)TU

n

∥∥∥∥
∞

≤ ۴
γ

√
s٠max

j

{
λ+Aj

λAj

}∥∥∥∥XTU

n

∥∥∥∥
∞
.

عناصر اگر مثال به عنوان نمود. تضمین می توان L٢ در را β̂ برآوردکنندة همگرایی ،X ماتریس جملات براي فرضیات بعضی قبول با بنابراین،
داریم صورت این در ،∥U∥٢ ≤

√
nmaxj

{ λAj

λ+Aj

}
باشیم داشته و باشند استاندارد نرمال توزیع داراي X ماتریس

∥∥∥∥XTU

n

∥∥∥∥
∞

≤

√
max

j

{ λAj

λ+Aj

} ln p
n

,

داریم نتیجه در و

∥β̂ − β∗∥٢ ≤
۴
γ

√
max

j

{λ+Aj

λAj

}s٠ ln p
n

.
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