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Extended Abstract

Introduction

In Ramsey theory, Schur’s theorem holds significant importance [19]. The simplicity of the problem, as
well as its connection with various areas of mathematics, increases its significance. This theorem states
that in any finite partition of natural numbers, there exist a, b ∈ N such that one of the cells contains
{a, b, a+ b}, in the other words, this structure is monochromatic.

In [22], Van der Waerden proved that in any finite partition of natural numbers, one of the cells
contains arbitrarily long arithmetic progressions. In the other words, for any k ∈ N, there exist a, b ∈ N
such that the structure {a, a+ b, a+ 2b, . . . , a+ kb} is monochromatic. This proof provided an answer
to a long-standing open question.

The theorems of Schur and Van der Waerden encouraged researchers to study monochromatic linear
patterns. In 1943, Rado classified all linear structures in the set of natural numbers, leading to significant
results in this field, which we will elaborate on in the following sections. Erdös and Turán, after the
proof of Van der Waerden’s theorem, posed the question of whether every subset of natural numbers with
a positive upper density contains an arbitrarily long arithmetic progression? This question was answered
by Szemerédi in 1974, but in 1977, Furstenberg provided another solution to this problem using dynamical
systems, leading to the creation of a theory known as Ergodic-Ramsey theory, [10]; [11].

The general idea behind Erdös and Turán’s solution to the open problem is as follows: a subset E
of natural numbers contains an arithmetic progression of length k, i.e., {a, a+ d, . . . , a+ kd} ⊂ E, for
some a, b in natural numbers if and only if a ∈ E ∩ (E − d) ∩ . . . ∩ (E − kd). Furthermore, it shows
that if E has positive upper density, then

lim inf
N→∞

1

N

N∑
n=1

d̄(E ∩ (E − n) ∩ · · · ∩ (E − kn)) > 0. (0.1)

Thus, E contains an arithmetic sequence of length k + 1.
To establish the relation (0.1), Furstenberg introduced the notion of a correspondence between a

measure-preserving dynamical system and a set with upper density. To delve further into this process,
we need to familiarize ourselves with certain concepts.

Assume that (X,B, µ) is a probability space, where B is a σ-algebra on the setX and µ : B → [0, 1]

is a countably additive probability measure. A measurable map T : X → X is measure preserving if
for every B ∈ B, we have µ(T−1B) = µ(B), where T−1B := {x ∈ X : Tx ∈ B}. A quadruple
(X,B, µ, T ), where (X,B, µ) is a measure space and T is a measure-preserving map, is called a measure-
preserving system. A system (X,B, µ, {Tg}g∈G), where G is a commutative semigroup, Tg : X → X

is a function, and (X,B, µ) is a probability space, is called a dynamical system over G.
In general, for a given semigroup G and {Tg}g∈G on the probability space (X,B, µ) (i.e., for every

g, h ∈ G, Tgh = TgTh), together with measure-preserving maps, (X,B, µ, {Tg}g∈G) is called a measure-
preserving system or a G-measure-preserving system. Let E be a subset of natural numbers. For the
additive semigroup N, {m ∈ N : n+m ∈ E} denoted by E − n for any n ∈ N.

Furstenberg’s Corresponding Principle establishes a profound connection betweenmeasure-preserving
systems and sets of integers. For any subset E of the natural numbers, the theorem asserts the exis-
tence of a measure-preserving system (X,B, µ, T ) and a set A ∈ B such that the measure of A matches
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the upper asymptotic density of E. Furthermore, the theorem establishes an intriguing relationship be-
tween the combinatorial structure of E and the dynamics of the measure-preserving system. Specif-
ically, for any sequence of integers n1, n2, · · · , nk, the density of the intersection of translated sets
E − n1, E − n2, · · · , E − nk is bounded from below by the measure of a corresponding intersection
of translated sets in A. This powerful principle finds its applications through various versions in the
realm of multiple recurrence theory.

Suppose that (X,B, µ, T ) is a measure-preserving system and A ∈ B such that µ(A) > 0. Then, for
each k ∈ N,

lim inf
N→∞

1

N

N∑
n=1

µ(A ∩ T−nA ∩ · · · ∩ T−knA) > 0.

This fact is a generalization of the Poincaré Recurrence Theorem, which states there exists n ∈ N such
that

µ(A ∩ T−nA) > 0.

A stronger version of that can be stated as follows:
Suppose that (X,B, µ, T ) is a measure-preserving system and A ∈ B. Then, for every ϵ > 0, the set

below is a syndetic set:

{n ∈ N : µ(A ∩ T−nA) > µ2(A)− ϵ}. (0.2)

As a consequence of the aforementioned content, one can refer to a density version of Van der Waerden’s
theorem, which was formulated and proven by Szemerédi. He established that every subset of natural
numbers with a positive upper density contains an arbitrarily long arithmetic progression [21]. Our ability
to discern the monochromaticity of an equation is quite limited. For example, the following question has
remained unresolved: Is it true that for every finite coloring of the natural numbers, there exist a, b ∈ N
such that the structure {a2, b2, a2 + b2} is monochromatic?

In [16], Moreira investigated the monochromatic solutions of polynomial patterns in countable com-
mutative semigroups, providing a novel classification in this domain. However, this classification does
not encompass every polynomial structure. In fact, the following conjecture remains unsolved: For ev-
ery finite coloring of the natural numbers, is it true that there exist a, b ∈ N such that the structure
{a, b, a+ b, ab} is monochromatic?

In [12], Green and Sanders, by generalizing the works of Shkredov and Cilleruelo ([20], [6]), suc-
cessfully provided an answer to the open problem in finite fields. Furthermore, a weaker version of this
conjecture has been recently addressed by Moreira and Bergelson which state that, for every finite col-
oring of the natural numbers, there exist a, b ∈ N such that {a, a+ b, ab} is monochromatic. Szemerédi
proved the famous conjecture of Erdös and Turán [8], and Furstenberg, by presenting a new proof of Sze-
merédi’s theorem [10], initiated a deep and enduring interaction between the theories of Ramsey theory
and ergodic theory.

In 1943, Rado introduced regular matrices and examined the monochromaticity of these equations in
a special case. In [7], Deuber gave his well-known proof regarding Rado’s conjecture on partition reg-
ular sets. He introduced structures called (m, p, c)-sets and, by iteratively applying Van der Waerden’s
theorem on arithmetic progressions, proved the theorem for them. In 1975, he generalized the notion of
partition regularity to abelian groups. In 1994, Hindman, Deuber, and Bergelson expounded the theory
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of Rado for commutative rings, delving into the study of both homogeneous and inhomogeneous equa-
tions whose coefficient matrices belong to commutative rings. Among the important problems is the
monochromaticity of {x, y, x+ y, xy}, which Moreira proved a weak version of this in 2017. He defini-
tively answered this question in a strong sense, employing dynamical systems and ergodic theory with
the help of a new representation of a large class of non-linear patterns found in a cell of finite partition.

Before presenting the content, we proceed to define and review some classical results related to the
Ramsey theorem. Let R be a countable commutative ring. For natural numbers m and k, consider
functions

f1, . . . , fk : Rm → R.

The family {f1, f2, . . . , fk} in R is called a Ramsey family if for every finite coloring C1, C2, . . . , Cr of
R, and every X ∈ Rm, there exists a color C belong to {C1, . . . , Cr} such that

{f1(X), f2(X), . . . , fk(X)} ⊂ C.

As you can observe, for any a, b, k ∈ N, the structures {a, b, a+ b} and {a, a+ b, . . . , a+ (k− 1)b}
are Ramsey in N, but the structures {a, a + 1} and {a, b, 3a − b} are not. This is because if we color
each element of the set of natural numbers with a color, then a and a+ 1 must have different colors, and
if we color the set of natural numbers with 4 colors in a 5-color set if a and b have the same color, it can
be shown that 3a − b has a different color [15]. In [5], it was proven that for every p ∈ N, the family
{x, y, x+ y, x+ 2y, . . . , x+ py} is Ramsey in N. Additionally, Folkman proved that for everym ∈ N,
the following family is Ramsey:

x0

x1 , x1 + x0 ,

x2 , x2 + x1 , x2 + x0 , x2 + x1 + x0
...

...
... . . .

xm , xm + xm−1 , xm + xm−2 , · · · , xm + xm−1 + · · ·+ x0


.

Just as the theorems of Schur and Van der Waerden were generalized, the generalization of Folkman’s
theorem is not far-fetched. In [7], Deuber proved that for every m, p, c ∈ N, the following structure is
Ramsey in N: 

cx0

ix0 + cx1 , i ∈ {−p, . . . , p}
ix0 + jx1 + cx2 , i, j ∈ {−p, . . . , p}

...
...

i0x0 + · · ·+ im−1xm−1 + cxm , i0, . . . , im−1 ∈ {−p, . . . , p}


.

Suppose that m ∈ N and {f1, f2, . . . , fk} is a finite family of linear functions f : N(m+1) → N.
Then, this family is Ramsey if and only if there exist p and c in N such that the above structure contains
{f1, f2, . . . , fk}. To generalize this theorem, various methods can be employed. For instance, one can
extend the Ramsey family to an infinite family of functions. Similar to a theorem called Hindman’s
theorem, which is translatable into the language of Ramsey families, significant results have also been
obtained in this regard [13]. Furthermore, considering the potential parallels between the outcomes of
linear functions and polynomial functions, the following classic question is raised:
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”Suppose that for k ∈ N, f1, f2, . . . , fk ∈ Z[x1, . . . , xk]. What is the necessary and sufficient
condition for the family {f1, . . . , fk} to be Ramsey in N?”

Based on the aforementioned, all structures present in the Schur, Van der Waerden, and Deuber theo-
rems are Ramsey families. Examining this subject when the structure involves addition andmultiplication
proves to be quite challenging. In 1977, Furstenberg and Sárközy presented a proof for the monochro-
maticity of the structure {a, a+b2} [10], [18]. Subsequently, Bergelson improved these results by proving
the monochromaticity of the structure {a, b, a+b2} [3]. However, the significant breakthrough camewith
the extension to polynomial functions by Bergelson and Leibman in the Van der Waerden theorem, where
they showed, that the structure

{x0, x0 + p1(x1, . . . , xm), . . . , x0 + pk(x1, . . . , xm)}

with p1, . . . , pk ∈ Z[x1, . . . , xm] such that pi(0) = 0 is Ramsey [4].
Nowadays, the polynomial Van der Waerden theorem has been generalized in various directions,

each of which represents a new example of polynomial Ramsey families ([1], [2], [9], [14]). However, a
complete and accurate solution for the following conjecture is still not available.

” Is it true that for every finite coloring of the natural numbers, there exist a, b ∈ N such that the
structure {a, b, a+ b, ab} is monochromatic? ”

Conclusion

In today’s research, the investigation of Ramsey families of nonlinear functions, whose simpler forms are
polynomial expressions with two variables, holds a special priority.
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٨٩ مرتبط مسائل و رادو قضیه بر مقدمه اي

مقدمه ١

اهمیت بر ریاضیات، از متفاوتی حوزه هاي با آن ارتباط نیز و مسئله سادگی .[١٩] دارد، فراوانی اهمیت ٢ شور قضیه ١ رمزي، نظریۀ حوزة در
عضوي سه زیرمجموعۀ یک شامل حجره ها از یکی طبیعی، اعداد از متناهی افراز هر در که می دارد بیان قضیه این می افزاید. دوچندان آن

است. {a, b, a+ b}

ساختار به طوري که موجودند a, b ∈ N آنگاه شود، رنگ آمیزي رنگ، r به طبیعی اعداد مجموعۀ ،r ∈ N براي کنید فرض .١. ١ قضیه
است. تک رنگ {a, b, a+ b}

دلخواه طول به حسابی تصاعد هاي داراي حجره ها از یکی طبیعی، اعداد از متناهی افراز هر در داد نشان ٣ واردن در وان ،١٩٢٧ سال در
.[٢٢] بود، مانده باقی حل نشده زمان آن تا که بود باز سؤال یک به پاسخی اثبات این است.

موجودند a, b ∈ N ،k ∈ N هر براي آنگاه شود، رنگ آمیزي رنگ، r به طبیعی اعداد مجموعۀ ،r ∈ N براي کنید فرض .١. ٢ قضیه
است. تک رنگ {a, a+ b, a+ ٢b, . . . , a+ kb} ساختار به طوري که

نمودن طبقه بندي با ١٩۴٣ سال در ۴ رادو نمودند. ترغیب تک رنگ خطی الگوهاي بررسی به را محققین واردن در وان و شور قضایاي
می پردازیم. آنها بیان به بعد بخش هاي در که یافت دست زمینه این در توجهی قابل نتایج به طبیعی اعداد مجموعۀ در خطی ساختارهاي تمامی
٧ مثبت، بالایی چگالی با طبیعی اعداد از زیرمجموعه هر آیا که کردند مطرح واردن، در وان قضیۀ اثبات از بعد ۶ توران و ۵ اردوش
کمک به ٩ فرشتنبرگ ١٩٧٧ سال اما شد، داده پاسخ ١٩٧۴ سال در ٨ زمردي توسط سؤال این هست؟ دلخواه طول با حسابی تصاعد داراي

[١٠]؛[١١]. شد، ارگودیک-رمزي تئوري عنوان با رشته اي خلق به منجر که داد مسئله این به دیگر پاسخی دینامیکی دستگاه هاي
داراي طبیعی اعداد از E زیرمجموعۀ که است شکل این به است مشهور زمردي قضیۀ به که توران و اردوش باز مسئلۀ حل کلی ایدة

اگر فقط و اگر طبیعی) اعداد در a, b (براي {a, a+ d, . . . , a+ kd} ⊂ E یعنی است، k طول به حسابی تصاعد
آنگاه باشد، مثبت چگالی داراي E اگر که می دهد نشان ادامه در و a ∈ E ∩ (E − d) ∩ . . . ∩ (E − kd)

lim inf
N→∞

١
N

N∑
n=١

d̄(E ∩ (E − n) ∩ · · · ∩ (E − kn)) > ٠. (١. ١)

است. k + ١ طول به حسابی دنبالۀ شامل E نتیجه در
مجموعه بالایی چگالی و اندازه حافظ دینامیکی دستگاه یک بین که نمود بیان را تناظري اصل فرشتنبرگ ،(١. ١) رابطه دادن نشان براي

شویم. آشنا مفاهیم بعضی با تا داریم نیاز روند، این با بیشتر آشنایی براي می نمود. معرفی را تناظري
یک µ : B → [٠, ١] و X مجموعۀ روي σ−جبر یک B که معنی این (به باشد احتمال فضاي یک (X,B, µ) کنید فرض
باشیم داشته B ∈ B هر به ازاي هرگاه نامند اندازه حافظ را T : X → X اندازه پذیر نگاشت باشد. شمارا) (جمعی احتمال اندازة
اندازه فضاي یک (X,B, µ) که (X,B, µ, T ) چهارتایی به .T−١B := {x ∈ X : Tx ∈ B} که µ(T−١B) = µ(B)

جابه جایی، نیم گروه یک G که (X,B, µ, {Tg}g∈G) دستگاه گویند. اندازه حافظ دستگاه باشد، اندازه حافظ انتقال نگاشت یک T و
می نامیم. G روي دینامیک دستگاه یک را است احتمال اندازة فضاي یک (X,B, µ) و است تابع یک Tg : X → X

،g, h ∈ G هر براي که معنی این به ) (X,B, µ) احتمال فضاي روي G از {Tg}g∈G عملگر و G مفروض نیم گروه براي کلی به طور
حافظ G-دستگاه یک یا اندازه حافظ دستگاه یک را (X,B, µ, {Tg}g∈G) اندازه، حافظ انتقال نگاشت هاي همراه به ،(Tgh = TgTh

نامند. اندازه
،n ∈ N هر به ازاي صورت این در .E ⊆ N کنید فرض و باشد نیم گروه یک (N,+) کنید فرض

E − n := {x ∈ N : n+ x ∈ E}.
1Ramsey theory
2Schure’s theorem
3B. L. Van der Waerden
4R. Rado
5P. Erdös
6P. Turan
7d(A) = limn→∞

|A∩{1,2,...,n}|
n

8 E. Szemerédi
9H. Fursteberg



٩٠ ١۴٠٢ ،١ شماره ،١ دوره کاربردها، و اندازه جبرهاي

µ(A) = d̄(E) که A ∈ B و (X,B, µ, T ) اندازه حافظ دستگاه یک ،E ⊂ N هر براي ١ فرشتنبرگ). تناظر (اصل .١. ٣ قضیه
داریم: ، n١, . . . , nk ∈ N هر براي به طوري که موجودند

d̄(E ∩ (E − n١) ∩ · · · ∩ (E − nk)) ≥ µ(A ∩ T−n١A · · · ∩ T−nkA).

از زمردي قضیۀ بخش، این در گفته شده مطالب به توجه با که شده ارائه آن کاربردهاي و فرشتنبرگ تناظر اصل از متعددي نسخه هاي
می کند. تبعیت زیر (ضربی) چندگانۀ بازگشت قضیۀ

هر براي آنگاه .٠ < µ(A) به طوري که باشد موجود B از A مجموعۀ و اندازه حافظ دستگاه یک (X,B, µ, T ) کنید فرض .۴ .١ قضیه
،k ∈ N

lim inf
N→∞

١
N

N∑
n=١

µ(A ∩ T−nA ∩ · · · ∩ T−knA) > ٠.

است. ٢ پوآنکاره به منسوب بازگشتی کلاسیک قضیۀ از تعمیمی ۴ .١ قضیه

n یک صورت این در .٠ < µ(A) به طوري که باشد موجود A ∈ B و اندازه حافظ دستگاه یک (X,B, µ, T ) کنید فرض .۵ .١ قضیه
که دارد وجود طبیعی

µ(A ∩ T−nA) > ٠.

می شود: بیان زیر به صورت آن از قوي تري شکل

مجموعۀ یک زیر مجموعۀ ،٠ < ϵ هر به ازاي آنگاه .A ∈ B و باشد اندازه حافظ دستگاه یک (X,B, µ, T ) کنید فرض .۶ .١ قضیه
می گیرد.) بر در را طبیعی اعداد کل چپ، به انتقال متناهی تعداد با (یعنی است. متصل

{n ∈ N : µ(A ∩ T−nA) > µ٢(A)− ϵ}. (١. ٢)

عمل حافظ احتمال فضاي هر براي هرگاه می نامند بازگشتی مجموعۀ یک را R ⊂ G باشد. نیم گروه یک G کنید فرض .١. ٧ تعریف
به طوري که باشد موجود g ∈ R غیرهمانی عنصر مثبت، اندازة با B ⊂ Ω اندازه پذیر مجموعۀ هر و (Ω, µ, (Tg)g∈G)

µ(B ∩ T−١
g B) > ٠.

از یکی ،R = R١ ∪ · · · ∪ Rr متناهی منظم افراز هر براي آنگاه باشد. G نیم گروه در بازگشتی مجموعۀ یک R کنید فرض .١. ٨ لم
است. بازگشتی مجموعۀ ( ١ ≤ i ≤ r براي ) Riها

(Ωi, µi, {Tg}(i)g∈G) ،i = ١, ٢, . . . , r هر براي آنگاه نباشند. بازگشتی مجموعۀ Riها، از هیچ کدام کنید فرض خلف، برهان به اثبات.
،g ∈ Ri هر به ازاي که به طوري که باشند موجود ٠ < µi(Bi) که Bi ⊂ Ωi و

µi(Bi ∩ (T i
g)

−١Bi) = ٠.

،g ∈ G هر براي و B = B١ × · · · ×Br ،µ = µ١ ⊗ · · · ⊗ µr ،Ω = Ω١ × · · · × Ωr کنید فرض

Tg(Ω١, . . . ,Ωr) = (T ١
gΩ١, . . . , T

r
gΩr).

مجموعۀ یک R ازآنجایی که .µ(B) = µ١(B١) · · ·µr(Br) > ٠ و است Ω روي G از احتمال حافظ عمل یک {Tg}g∈G آنگاه
به طوري که است موجود g ∈ R عنصر است، بازگشتی

µ(B ∩ T−١
g B) > ٠.

1Furstenberg’s Corresponding Principle
2Poincare’s Recurrence Theorem
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چون

µ(B ∩ T−١
g B) =

r∏
i=١

µi(Bi ∩ (T i
g)

−١
Bi)

،١ ≤ i ≤ r هر به ازاي گفت می توان
µi(Bi ∩ (T i

g)
−١

Bi) > ٠.

.g ∈ R١ ∪ · · · ∪Rr پس است تناقض در خلف فرض با که g /∈ Ri یعنی

بیان را است) شده اثبات [٢١] در زمردي توسط (که واردن در وان قضیۀ از چگالی نسخۀ یک فوق قضایاي از پیامدي به عنوان اکنون
می کنیم.

است. دلخواه طول به حسابی تصاعد شامل A آنگاه .d̄(A) > ٠ که A ⊂ N کنید فرض .١. ٩ قضیه

براي به طوري که باشند موجود h١, h٢, · · · , hk ∈ Z[X] چندجمله اي هاي k ∈ N براي کنید فرض .١. ١٠ قضیه
ساختار به طوري که موجودند a, b ∈ N عناصر طبیعی، اعداد مجموعۀ متناهی رنگ آمیزي هر براي آنگاه .hi(٠) = ٠ ،١ ≤ i ≤ k

است. تک رنگ {a, a+ h١(b), a+ h٢(b), . . . , a+ hk(b)}

معادله، یک بودن تک رنگ تشخیص در ما توانایی بااین حال، است. ١. ١٠ قضیه از خاصی حالت ،١. ٢ قضیه که می شود دیده به راحتی
است. باقی مانده حل نشده تاکنون زیر پرسش مثال، به عنوان  است. محدود خیلی

تک رنگ {a٢, b٢, a٢+b٢} ساختار به طوري که موجودند a, b ∈ N طبیعی، اعداد مجموعۀ متناهی رنگ آمیزي هر براي آیا .١. ١١ مسأله
باشد؟

اعداد مجموعۀ رنگ آمیزي از تک رنگ جواب داراي چندجمله اي الگوهاي از نوینی طبقه بندي بررسی با توانست ١ موریرا ،٢٠١۶ سال در
چندجمله اي هاي بین اتحاد برقراري وجود با ولی دهد؛ عمومیت ١. ١٠ و ١. ٢ قضیه هاي به شمارا، جابه جایی نیم گروه هاي در واقع طبیعی

است. حل نشده هنوز زیر حدس درواقع .[١۶] نمی شود چندجمله اي ساختار هر شامل نوین طبقه بندي این شور، ساختار و واردن در وان

تک رنگ {a, b, a+ b, ab} ساختار به طوري که موجودند a, b ∈ N طبیعی، اعداد مجموعۀ متناهی رنگ آمیزي هر براي .١. ١٢ مسأله
است.

میدان هاي در ١. ١٢ حدس براي پاسخی ارائۀ به موفق ، [۶] ۵ سیروئلو و [٢٠] ۴ اشکریدوف کارهاي تعمیم با ٣ سندرز و ٢ گرین
است: شده حل ۶ برگلسون و موریرا توسط اخیراً که می پردازیم ١. ١٢ حدس از ضعیف تري حالت ارائۀ به ادامه در .[١٢] شدند متناهی

است. تک رنگ {a, a+ b, ab} ساختار به طوري که موجودند a, b ∈ N طبیعی، اعداد مجموعۀ متناهی رنگ آمیزي هر براي .١. ١٣ قضیه

تعاملی آغازگر [١٠] زمردي قضیۀ از جدید اثباتی ارائۀ با فرشتنبرگ و [٢١] کرد اثبات را [٨] توران و اردوش معروف حدس زمردي،
شد. ارگودیک نظریۀ و رمزي نظریۀ بین عمیق و طولانی

دابر داد. قرار بررسی مورد را معادلات این بودن تک رنگ خاص حالتی در و نمود معرفی را منظم ماتریس هاي رادو ،١٩۴٣ سال در
نام به ساختارهایی اثباتش در او کرد. بیان را منظم افراز مجموعه هاي به مربوط رادو حدس حول خود معروف اثبات ١٩٧٣ سال در ٧

در وي نمود. اثبات آن ها براي را افراز قضیۀ حسابی، تصاعد در واردن در وان قضیۀ کاربردهاي تکرار با و معرفی را ,m)-مجموعه p, c)

داد نشان ٨ هایندمن همکاري با ،١٩٨٧ سال در یعنی بعد، سال ١٢ تقریباً داد. تعمیم آبلی گروه هاي به را منظم افراز مفهوم ١٩٧۵ سال
و دابر هایندمن، ،١٩٩۴ سال در هستند. منظم افراز همگن خطی معادلات دستگاه هر براي جواب هایی شامل ,m)-مجموعه ها p, c) که

1J. Moreira
2B. Green
3T. Sanders
4Ilya D. Shkredov
5J. Cilleruelo
6V. Bergelson
7W. Deuber
8N. Hindman
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حلقه هاي از ضرایبشان ماتریس که غیرهمگنی و همگن معادلات بررسی به آن طی و بیان جابه جایی حلقه هاي براي را رادو نظریۀ برگلسون
در موریرا که است {x, y, x + y, xy} بودن تک رنگ می شود، مطرح حوزه این در که مهمی مسائل جمله از پرداختند. بود، جابه جایی
در که غیرخطی الگوهاي از جدیدي بزرگ کلاس نمایش با و قوي مفهوم یک در قطعی به طور و نمود حل را آن از ضعیفی شکل ٢٠١٧ سال

داد. پاسخ سؤال این به ارگودیک نظریۀ و دینامیکی دستگاه کمک با می شود، یافت متناهی افراز از حجره یک
می پردازیم. رمزي قضیۀ به مربوط کلاسیک نتایج از تعدادي مرور و تعاریف بیان به مطالب، ارائۀ از قبل

توابع طبیعی، k و m براي که باشد شمارا جابه جایی حلقۀ یک R کنید فرض .١۴ .١ تعریف

f١, . . . , fk : Rm → R

به صورت R متناهی رنگ آمیزي هر براي هرگاه گویند رمزي خانوادة ،R در {f١, f٢, . . . , fk} به باشیم. داشته را

R = C١ ∪ C٢ ∪ · · · ∪ Cr,

به طوري که باشند موجود {C١, . . . , Cr} از C رنگ و X ∈ Rm

{f١(X), f٢(X), . . . , fk(X)} ⊂ C.

و {a, b, a+ b} ساختارهاي ،١۴ .١ تعریف استناد به ١. ٢ و ١. ١ قضیه هاي ، a, b, k ∈ N هر براي می کنید، مشاهده که همان طور
هر اگر زیرا نیستند. چنین {a, b, ٣a− b} و {a, a+ ١} ساختارهاي ولی هستند، رمزي N در {a, a+ b, . . . , a+ (k − ١)b}
طبیعی اعداد مجموعۀ اگر و باشند داشته متفاوتی رنگ هاي باید a+ ١ و a آنگاه بگیرید، نظر در یک رنگ را طبیعی اعداد مجموعۀ از عضو
متفاوتی رنگ داراي ٣a − b که داد نشان می توان باشند، یک رنگ b و a چنانچه ۵حالته، مجموعۀ یک در کنیم، رنگ آمیزي رنگ، ۴ با را

.[١۵] است

.[۵] است رمزي ،N در {x, y, x+ y, x+ ٢y, . . . , x+ py} خانوادة ،p ∈ N هر براي .١۵ .١ قضیه

می شود: تعریف زیر به صورت متناهی جمع هاي مجموعۀ طبیعی، اعداد از {xn}mn=١ متناهی دنبالۀ براي .١۶ .١ تعریف

FS({xn}mn=١) = {
∑
n∈F

xn : F ∈ Pf ({١, ٢, . . . ,m})}

می کنیم: تعریف طبیعی اعداد از {xn}∞n=١ نامتناهی دنبالۀ براي و

FS({xn}∞n=١) = {
∑
n∈F

xn : F ∈ Pf (N)}.

است: رمزي زیر خانوادة ،m ∈ N هر براي (فالکمن)١: .١. ١٧ قضیه

x٠

x١ , x١ + x٠ ,

x٢ , x٢ + x١ , x٢ + x−٠ , x٢ + x١ + x٠
... ... ... . . .

xm , xm + xm−١ , xm + xm−٢ , · · · xm + xm−١ + · · ·+ x٠


.

m کاردینال با N از ناتهی زیرمجموعه اي ،m ∈ N هر براي طبیعی اعداد مجموعۀ از متناهی رنگ آمیزي بودن مفروض با که معنا این به
شود. تک رنگ متناهی اش، جمع به طوري که است موجود

نیست. ذهن از دور نیز فالکمن قضیۀ تعمیم یافتند، تعمیم برائر توسط واردن در وان و شور قضیه هاي که همان طور
1Folkman
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.[٧] است رمزي N در زیر ساختار ،m, p, c ∈ N هر براي (دابر): .١. ١٨ قضیه

cx٠

ix٠ + cx١ , i ∈ {−p, . . . , p}
ix٠ + jx١ + cx٢ , i, j ∈ {−p, . . . , p}

... ...
i٠x٠ + · · ·+ im−١xm−١ + cxm , i٠, · · · im−١ ∈ {−p, . . . , p}


.

متناهی خطی رمزي خانوادة هر براي و شده شامل خاص حالت به عنوان را قبل کلاسیک قضیه هاي ، ١. ١٨ قضیه که است واضح کاملاً
می شود: اعمال N در

نیم گروه) (همومورفیسم هاي خطی توابع از متناهی خانواده اي {f١, f٢, . . . , fk} و m ∈ N کنید فرض .١. ١٩ قضیه
در موجود ساختار به طوري که باشند موجود N در c و p اگر فقط و اگر است رمزي خانواده، این آنگاه باشد. f : N(m+١) → N

باشد. {f١, f٢, . . . , fk} شامل ، ١. ١٨ قضیه

توابع از نامتناهی خانواده اي به رمزي خانوادة گسترش به می توان مثال به عنوان  دارد. وجود متفاوتی روش هاي ١. ١٩ قضیه تعمیم براي
دست به دراین    باره نیز توجهی قابل نتایج و است رمزي خانوادة زبان به بازنویسی قابل که هایندمن نام به قضیه اي مانند فعالیتی کرد. اشاره
تشابه بودن محتمل به توجه با ادامه در داد. تعمیم نیز جابه جایی نیم گروه هاي سایر به را ١. ١٩ قضیه دامنۀ می توان همچنین .[١٣] آمد

می شود: مطرح زیر کلاسیک سؤال هستند، چندجمله اي توابع که زمانی با توابع خطی بودن از حاصل نتایج
در {f١, . . . fk} خانوادة اینکه براي کافی و لازم شرط آنگاه . f١, f٢, . . . , fk ∈ Z[x١, . . . xk] طبیعی، k براي کنید ”فرض

“ چیست؟ باشد، رمزي N
مبحث این بررسی هستند. رمزي خانوادة دابر، و واردن در وان شور، قضیه هاي در موجود ساختارهاي همۀ شد، گفته آنچه به توجه با
تک رنگ براي اثباتی ١٩٧٧ سال در سارکوزي و فرشتنبرگ است. دشوار بسیار کاري باشد، ضرب و جمع ترکیب شامل ساختار که حالتی در
این نتایج ، {a, b, a + b٢} ساختار بودن تک رنگ اثبات با برگلسون آن از بعد و [١٨] ،[١٠] دادند ارائه ، {a, a + b٢} ساختار بودن
واردن در وان قضیۀ در لیبمن و برگلسون چندجمله اي توسعۀ ، ١. ١٢ حدس دررابطه با بعدي بزرگ پیشرفت اما [٣] بخشید، بهبود را قضیه

ساختار دادند نشان رمزي، خانوادة زبان به که [۴] بود

{x٠, x٠ + p١(x١, . . . , xm), . . . , x٠ + pk(x١, . . . , xm)}

است. رمزي ،pi(٠) = ٠ که p١, . . . , pk ∈ Z[x١, . . . xm]

خانواده هاي از جدیدي مثال بیانگر به نوعی هرکدام که یافته تعمیم مختلفی جهات در واردن در وان چندجمله اي قضیۀ امروزه
نیست. اختیار در ، ١. ١٢ حدس براي صحیح و کامل راه حل یک هنوز ولی ([١۴] ، [٩] ،[٢] ،[١]) است رمزي چندجمله اي هاي

منظم افراز ماتریس هاي و منظم افراز ٢

رمزي، قضیۀ کلاسیک نتایج از بسیاري است. [١٣] استون-چخ فشرده سازي کتاب مطالعۀ حاصل بخش، این در بیان شده قضیه هاي و تعاریف
می شود. بیان زیر به صورت معمولاً

متناهی تعداد به را N که زمانی گفت می توان آیا باشد. نامنفی درایه هاي با u × v ماتریس یک A طبیعی، u, v براي کنید فرض
باشد؟ تک رنگ A−→x جواب هاي به طوري که است موجود −→x ∈ Nv بردار می کنیم، رنگ آمیزي و افراز رنگ،

است: زیر عبارت معادل {a, a+d, a+٢d, a+٣d} حسابی ساختار کنید. توجه واردن در وان قضیۀ به موضوع شفافیت جهت در
١ ٠
١ ١
١ ٢
١ ٣

 ·

(
a

d

)
.
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از درایه هایی با u × v ماتریس یک را A طبیعی، v و u براي باشد. صفر همانی عضو با نیم گروه یک (S,+) کنید فرض .٢. ١ تعریف
کنیم، افراز E١, E٢, . . . , Er به را S مجموعۀ ،r ∈ N براي اگر فقط و اگر است S روي منظم افراز تصویر یک A بگیرید. نظر در ω

.A−→x ∈ Eu
i به طوري که باشند موجود −→x ∈ (S\{٠})v و i ∈ {١, ٢, . . . , r}

با u × v ماتریس هاي C− و C+ آنگاه باشد. Z از درایه هایی با u × v ماتریس یک C طبیعی، v و u براي کنید فرض .٢. ٢ تعریف
می شوند: تعریف زیر به صورت که هستند ω از درایه هایی

C+
i,j := (|Ci,j |+ Ci,j)/٢ و C−

i,j := (|Ci,j | − Ci,j)/٢.

Z از درایه هایی با u × v ماتریس را C طبیعی، v و u براي باشد. صفر همانی عضو با نیم گروه یک (S,+) کنید فرض .٢. ٣ تعریف
،S =

∪r
i=١Di مجموعۀ و r ∈ N براي هرگاه اگر فقط و اگر است S روي منظم افراز هسته ماتریس یک C آنگاه بگیرید. نظر در

.C+−→x = C−−→x به طوري که باشند موجود −→x ∈ Dv
i و i ∈ {١, ٢, . . . , r}

نیم گروه هاست. اکثر روي بودن منظم افراز هسته ضامن که می پردازیم شرایطی بیان به ادامه در

c١, c٢, . . . , cv با را آن ستون هاي که باشد گویا درایه هاي با u × v ماتریس یک C طبیعی، v و u براي کنید فرض .۴ .٢ تعریف
و m ∈ N اگر فقط و اگر می کند صدق R روي ستونی شرایط در C صورت این در ، R = Q یا R = Z کنید فرض می دهیم. نمایش

به طوري که باشند موجود I١, I٢, . . . , Im

باشد. {١, ٢, . . . , v} از افراز یک {I١, I٢, . . . , Im} مجموعۀ .١

.∑i∈I١
−→ci = −→٠ .٢

R در {δt,i}i∈Jt آنگاه بگیریم. نظر در It−١ تا I١ اجتماع به صورت را Jt می توانیم t ∈ {٢, ٣, . . . ,m} و ١ < m اگر .٣
به طوري که است ∑موجود

i∈It

−→ci =
∑
i∈Jt

δt,i · −→ci .

هستند: معادل یکدیگر با زیر عبارات آنگاه باشد. گویا درایه هاي با u× v ماتریس یک C طبیعی، v و u براي کنید فرض .۵ .٢ قضیه

است. (N,+) روي منظم افراز هسته یک C ماتریس .١

است. (N, .) روي منظم افراز هسته یک C ماتریس .٢

می کند. صدق Q روي ستونی شرایط در C ماتریس .٣

در C ماتریس آنگاه باشد. R روي u× v ماتریس یک طبیعی، v و u به ازاي C و باشد جابه جایی حلقۀ یک R کنید فرض .۶ .٢ تعریف
k١, k٢, · · · , km mو ∈ Nیک براي ،C ماتریس از c١, c٢, · · · , cv ستون هاي براي اگر فقط و اگر می کند رويRصدق ستونی شرایط

به طوري که d١, . . . , dm ∈ R\{٠} و ١ < k١ < . . . < km = v به طوري که باشد موجود N در

.d١.
∑k١

i=١ ci = ٠ .١

به طوري که است موجود α١,t, α٢,t, . . . , αkt−١,t ∈R آنگاه ،t ∈ {٢, ٣, ,m} و m > ١ اگر .٢

kt−١∑
i=١

αI,t.ci + dt.

kt∑
i=kt−١+١

ci = ٠.

است. نامتناهی R.d١.
∏m

t=٢ d
n
t ،n ∈ N هر براي آنگاه ،m > ١ اگر .٣

.m = ١ باید تعریف طبق می کند صدق R روي ستونی شرایط در C و باشد متناهی R اگر که می شود مشاهده



٩۵ مرتبط مسائل و رادو قضیه بر مقدمه اي

در اگر فقط و اگر است N روي منظم افراز یک Au×v آنگاه، باشد. Z روي ماتریسی Au×v ، u, v ∈ N براي کنید فرض .٢. ٧ تعریف
کند. صدق Z روي ستونی شرایط

:[١٧] نماید اثبات و بیان را قوي تري نتایج ،١٩۴٣ سال در توانست شد، گفته که مفاهیمی و قضیه ها بر تکیه با رادو

یک Au×v آنگاه، باشد. R روي ماتریسی Au×v ، u, v ∈ N براي و مختلط اعداد مجموعۀ از زیرحلقه اي R کنید فرض .٢. ٨ قضیه
کند. صدق R روي ستونی شرایط در Au×v اگر فقط و اگر است R \ {٠} روي منظم افراز

(موسوم جابه جایی حلقۀ هر براي را آن سرانجام متناهی، میدان هاي روي برداري فضاهاي براي فوق قضیۀ بودن متغیر اثبات با هایندمن
رساند. اثبات به رادو) حلقۀ به

ستونی شرایط در که باشد R روي u × v ماتریس یک C ،u, v ∈ N هر براي و باشد جابه جایی حلقۀ یک R کنید فرض .٢. ٩ قضیه
است. R\{٠} روي منظم افراز یک C آنگاه کند. صدق نیز R روي

منظم افراز که باشد R روي u× v ماتریس یک C ،u, v ∈ N براي کنید فرض باشد. جابه جایی حلقۀ یک R کنید فرض .٢. ١٠ تعریف
می شود. نامیده رادو حلقۀ یک R آنگاه می کند. صدق ستونی شرایط در و است R\{٠} روي

هستند: برقرار همواره زیر عبارات .٢. ١١ قضیه

است. رادو حلقۀ یک متناهی، جابه جایی حلقۀ هر .١

است. رادو حلقۀ یک بدیهی، جابه جایی حلقه هاي نامتناهی تعداد از مستقیم جمع هر .٢

است. رادو حلقۀ رادو، حلقه هاي از مستقیم جمع هر .٣

از هستند، متغیر دو با چندجمله اي هایی آن ها شکل ساده ترین که غیرخطی توابع از رمزي خانواده هاي بررسی تحقیقات، این در امروزه
برخوردارند. خاصی اولویت
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