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Extended Abstract

Orlicz spaces, as a very important generalization of Lebesgue spaces, were proposed more than 100 years
ago and were first introduced by Z. W. Birnbaum and W. Orlicz. َAfter that, another generalization of
Lebesgue spaces with symbolsXp instead of Lp was introduced in whichX is a Banach function space.
In this article, another generalization of Lebesgue spaces is investigated, which includes both previous
generalizations. Although this generalization and preliminary studies of it were published in a scientific
report in 1988, effective research on this generalization was done 15 years ago. Due to the fact that in this
generalization a convex and Young function Φ is placed instead of function | · |p and a Banach function
space X is placed instead of space L1, in this article, taking into account the conditions of the function
Φ we will check properties of generalized Orlicz spaceXΦ. More precisely, if we put

M0 = {f : Ω → [−∞,+∞] : f isµ−measurable},

XΦ = {f ∈ M0 : ∃α > 0,Φ(
|f |
α

) ∈ X},

EΦ = {f ∈ XΦ : ∀α > 0,Φ(
|f |
α

) ∈ X},

SΦ = {f ∈ XΦ : f is a step function},

MΦ = S̄Φ∥·∥Φ
,

considering the conditions on the function Φ, we examine the relationship between the above spaces.
Generalized Orlich spacesXΦ associated with a functional Banach space likeX , considering properties
such as solidity of X , have important and well-known properties in Orlicz spaces and Lebesgue spaces.
By using these properties, many results can be obtained in these spaces. Considering that an Orlicz
space is generalized by XΦ and by replacing the space L1 with Banach function space X , we can reach
new Banach spaces by placing different spaces in place X . Studying these spaces and examining their
properties, such as conditions of being algebra, the existence of a bounded approximate identity element,
spaceability, and many other cases can be done in the continuation of this research.
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کاربردها و اندازه جبرهاي
٧۴ -٨٢ ص ،١ شماره ،١ دوره ،١۴٠٢ سال

تابعی باناخ فضاي یک با مرتبط اورلیش فضاهاي مورد در نکاتی

١ ثالث باقري علیرضا

r-bagheri@qom. ac. ir رایانامه: ایران. قم، قم، دانشگاه پایه، علوم دانشکده ریاضی، گروه .١

چکیده مقاله اطلاعات

لبگ، فضاهاي از بااهمیتی بسیار تعمیم به عنوان اورلیش فضاهاي
اورلیش و بیربام توسط بار اولین و مطرح پیش سال ١٠٠ از بیش
با لبگ فضاهاي از دیگري تعمیم بعد سال هاي در شدند. معرفی
باناخ فضاي یک X آن در که شد معرفی Lp به جاي Xp نماد
مورد لبگ فضاهاي از دیگري تعمیم مقاله، این در است. تابعی
می گیرد. بر در را قبلی تعمیم دو هر که می گیرد قرار بررسی
گزارش یک در آن، از مقدماتی مطالعات و تعمیم این هرچند
روي مؤثر تحقیقات اما است، شده منتشر ١٩٨٨ سال در علمی
اینکه به توجه با است. شده انجام قبل سال ١۵ در تعمیم این
و | · |p تابع به جاي Φ یانگ و محدب تابع یک تعمیم، این در
در می گیرد، قرار L١ فضاي به جاي X تابعی باناخ فضاي یک
اورلیش فضاي خواص Φ تابع شرایط گرفتن نظر در با مقاله این

می کنیم. بررسی را XΦ تعمیم یافتۀ
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٧٧ تابعی باناخ فضاي یک با مرتبط اورلیش فضاهاي مورد در نکاتی

تعاریف و مقدمات ١

میدهیم، قرار همچنین است. نامنفی اندازة یک µ آن در که میگیریم نظر در اندازه فضاي یک را (Ω,A, µ) مقاله این تمام در

M٠(Ω) = {f : Ω → [−∞,+∞] : است اندازه پذیر − µ ،f}.

زیر به صورت Lp(Ω) لبگ فضاي p ∈ [١,∞) هر براي میگیریم. نظر در یکی همواره را M٠(Ω) در برابر همه جا تقریباً −µ توابع
میشود: تعریف

Lp = Lp(Ω) = {f ∈ M٠(Ω) : ∥f∥p =
(∫

Ω
|f(x)|pdµ

) ١
p

< ∞}.

مرتبط آن از مفیدي تعمیمهاي لبگ، فضاهاي اهمیت به نظر است. باناخ فضاي یک (Lp(Ω), ∥ · ∥p) لبگ فضاي میدانیم صورت این در
شده اند. ارائه نیز تابعی فضاهاي با

و کند، صدق بودن متناهی به جز نرم خواص در که باشد تابعی ∥ · ∥X : M٠(Ω) → [٠,∞] کنید فرض

X = {f ∈ M٠(Ω) : ∥f∥X < ∞}.

میکند: صدق زیر خواص در که است نرمدار حقیقی خطی فضاي یک X بنابراین
.f ∈ X اگر تنها و اگر ∥f∥X < ∞ و است شده تعریف f ∈ M٠(Ω) هر براي ∥f∥X -١

.∥f∥X = ٠ اگر تنها و اگر f = ٠, a.e. -٢
میشود، نامیده تابعی باناخ فضاي یک آنگاه کند، صدق نیز زیر شرایط در X اگر

،٠ ≤ f ≤ g a.e. ⇒ ∥f∥X ≤ ∥g∥X -٣
،fn ↑ f a.e. ⇒ ∥fn∥X ↑ ∥f∥X -۴

.µ(E) < ∞ ⇒ χE ∈ X -۵
پلهاي تابع یک را متناهی اندازة با مشخصه توابع از خطی ترکیب هر و است E مشخصۀ تابع χE ،E ∈ A هر براي که میکنیم یادآوري

مینامیم.
میدهند نمایش Xp(Ω) با را آن که لبگ فضاهاي از تعمیم یک ،|f |p ∈ L١(Ω) اگر تنها و اگر f ∈ Lp(Ω) اینکه به توجه با

میشود: تعریف زیر به صورت
Xp = Xp(Ω) = {f ∈ M٠(Ω) : |f |p ∈ X} .

، limx→∞Φ(x) = +∞ و Φ(٠) = ٠ که باشد زوج و محدب تابعی Φ : R → [٠,+∞] یعنی باشد، یانگ تابعی Φ اگر همچنین
میشود تعریف زیر به صورت LΦ(Ω) اورلیش فضاي آنگاه

LΦ(Ω) =

{
f ∈ M٠(Ω) : ∃α > ٠,

∫
Ω
Φ

(
|f |
α

)
dµ < ∞

}
.

است. پیوسته فاصله این روي آنگاه باشد، مقدار حقیقی (a, b) بازة روي محدب تابع یک اگر و هستند صعودي محدب توابع نمایید توجه
میدهیم، قرار Φ یانگ تابع و X تابعی باناخ فضاي گرفتن نظر در با حال فرمایید. ملاحظه را [۴] اورلیش فضاهاي خواص براي

XΦ = XΦ(Ω) =

{
f ∈ M٠(Ω) : ∃α > ٠,Φ

(
|f |
α

)
∈ X

}
.

،(٢ .۵ قضیه [٣]) است تابعی باناخ فضاي یک زیر لکزومبورگ نرم با و است برداري فضاي یک مجموعه این

∥f∥Φ = ∥f∥X,Φ = inf

{
α > ٠ :

∥∥∥∥Φ( |f |
α

)∥∥∥∥
X

≤ ١
}
.

تعریف در
∫
ΩΦ( |f |α )dµ < ∞ شرط اینکه به توجه با مینامیم. X تابعی باناخ فضاي با مرتبط تعمیم یافته اورلیش فضاي را فضا این

هستند، اورلیش فضاهاي تعمیم X تابعی باناخ فضاي با مرتبط اورلیش فضاهاي ،Φ( |f |α ) ∈ L١(Ω) که است معنا این به اورلیش فضاهاي
ارائه شده تعمیم بنابراین .Xp = XΦ(p) داریم، Φ(p)(x) = |x|p دهیم قرار اگر همچنین .LΦ(Ω) = (L١(Ω))Φ داریم واقع در و

است. قبلی تعمیمهاي از گسترده تر بسیار
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و است یانگ تابع یک Φ و تابعی باناخ فضاي یک X همواره ادامه، در

EΦ =

{
f ∈ XΦ : ∀α > ٠,Φ

(
|f |
α

)
∈ X

}
,

SΦ = {f ∈ XΦ : باشد پلهاي تابعی f},

MΦ = SΦ
∥·∥Φ

.

میآورد، ارمغان به X فضاي براي را زیر خاصیت تابعی باناخ فضاهاي تعریف در و(٣) (١) خواص که نمایید توجه

[f ∈ M٠(Ω), f ∈ X, |f | ≤ |g|] ⇒ [g ∈ X, ∥f∥X ≤ ∥g∥X ].

مینامیم. X بودن جامد خاصیت را خاصیت این
عددي را t اگر α > ٠ هر براي ،β ∈ R هر و f, g ∈ EΦ هر براي زیرا است برداري فضاي یک نیز EΦ که میکنیم ملاحظه

داریم، است محدب Φ و برداري فضاي X چون بگیریم، نظر در (٠, ١) فاصله در دلخواه

Φ

(
|βf + g|

α

)
≤ Φ

(
t|β||f |
tα

+
(١− t)|g|
(١− t)α

)
≤ tΦ

(
|β||f |
tα

) + (١− t)Φ(
|g|

(١− t)α

)
∈ X.

در اخیر سالهاي در متنوعی تحقیقات هستند. تعمیم یافته اورلیش فضاهاي مورد در مناسبی مراجع اخیر سالهاي در [٣] و [٢] مرجع دو
ببینید. را [۵] و [١] مراجع نمونه براي است. شده انجام زمینه این

اصلی نتایج ٢

در میکنیم. بیان تابعی باناخ فضاي یک با مرتبط اورلیش فضاهاي مورد در نتایجی قبل، بخش نمادهاي و تعاریف از استفاده با بخش این در
ساخته شده اورلیش فضاي روي تابع این خواص تأثیر و است Φ یانگ تابع روي تمرکز بیشتر مقاله این در می نماییم. ارائه را زیر تعریف ابتدا

میشود. بررسی آن از

داشته x ∈ Ω هر -تقریباً µ براي که X در {fn}∞n=١ دنبالۀ هر براي که باشد تابعی باناخ فضاي یک X کنیم فرض .٢. ١ تعریف
آنگاه همه جا، تقریباً −µ |fn| ≤ |f | باشیم داشته n ∈ N هر براي که باشد موجود f ∈ X تابع و ، limn→∞ fn(x) = ٠ باشیم،

میکند. صدق DCT خاصیت در X میگوییم صورت این در . limn→∞ ∥fn∥X = ٠

داریم: قبل بخش نمادهاي با .٢. ٢ قضیه
.X ⊆ EΦ آنگاه ،X ⊆ L∞ ١-اگر

.MΦ ⊆ EΦ -٢
.EΦ ⊆ MΦ آنگاه باشد، DCT خاصیت داراي X اگر -٣

آنگاه ،Aα = {x ∈ Ω : |f(x)|
α ≤ ١} دهیم قرار α > ٠ هر براي اگر صورت این در .f ∈ X و X ⊆ L∞ کنید فرض (١) اثبات.

Φ

(
|f |
α

)
χAα ≤ Φ(١)

|f |
α

∈ X.

داریم X بودن جامد به توجه با بنابراین

Φ

(
|f |
α

)
χAα ∈ X. (٢. ١)
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عدد f ∈ L∞ چون همچنین .χ(X−Aα) ∈ X داریم، X بودن جامد طبق بنابراین .χ(X−Aα) ≤ |f |
α داریم به وضوح ازطرفی

است، خطی فضاي یک X چون بنابراین همه جا. تقریباً −µ ،|f | ≤ M که است موجود M > ٠

Φ

(
|f |
α

)
χ(X−Aα) ≤ Φ

(
M

α

)
χ(X−Aα) ∈ X.

داریم، X بودن جامد به توجه با بنابراین

Φ

(
|f |
α

)
χ(X−Aα) ∈ X. (٢. ٢)

.f ∈ EΦ داریم بود، شده انتخاب دلخواه α چون .Φ
(
|f |
α

)
∈ X داریم (٢. ٢) و (٢. ١) از بنابراین

داریم، صورت این در .f ∈ MΦ کنیم فرض (٢)

∀k ∈ N,∃fk ∈ SΦ : ∥f − fk∥Φ <
١
٢k

.

نرم تعریف طبق ،∥٢k(f − fk)∥Φ < ١ اینکه به توجه با طرفی از .Φ(٢kfk) ∈ X نتیجه در و ٢kfk ∈ EΦ داریم (١) به توجه با
داریم، لکزومبورگ

∃٠ < α ≤ ١, Φ
(
٢k(f − fk)

α

)
∈ X.

است، محدب Φ اینکه به توجه با اینجا از .Φ(٢k(f − fk)) ∈ X داریم X بودن جامد طبق نتیجه در

Φ(kf) = Φ

(
١
٢
٢k(f − fk) +

١
٢
٢kfk

)
≤ ١

٢
Φ(٢k(f − fk) +

١
٢
Φ(٢kfk)

∈ X.

برقرار زیر رابطۀ Φ محدب تابع بودن صعودي به توجه با آنگاه ، ١α < k که بگیریم نظر در طوري را k طبیعی عدد اگر α > ٠ هر براي حال
است،

Φ

(
f

α

)
≤ Φ(kf) ∈ X

.f ∈ EΦ داریم X بودن جامد از مجدد استفادة با بنابراین
،f ∈ MΦ

٠ چون .Φ
(
|f |
α

)
∈ X داریم α > ٠ هر براي صورت این در .f ∈ EΦ و باشد DCT خاصیت داراي X کنید فرض (٣)

داریم، X بودن جامد به توجه با نتیجه در ،|s١| ≤ |s٢| ≤ ... ≤ |f | که است موجود چنان پلهاي توابع از {sn}∞n=١ دنبالۀ
که میکنیم توجه حال .{sn}∞n=١ ⊆ SΦ نتیجه در و {sn}∞n=١ ⊆ XΦ

٠ ≤ Φ

(
|sn − f |

α

)
≤ Φ

(
|٢f |
α

)
∈ X,

و
همه جا تقریباً − µ ، lim

n→∞
Φ

(
|sn − f |

α

)
= ٠.

داریم میکند، صدق DCT خاصیت در X اینکه توجه به با اینجا از

∀α > ٠, lim
n→∞

∥∥∥∥Φ( |sn − f |
α

)∥∥∥∥
X

= ٠.

که است موجود چنان طبیعی اعداد در N١ ≤ N٢ ≤ . . . دنبالۀ بنابراین

∀n ≥ Nk,

∥∥∥∥∥Φ
(
|sn − f |

١
k

)∥∥∥∥∥
X

≤ ١.
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که، است خاصیت این داراي {sn}∞n=١ از {sNk
}∞k=١ زیردنبالۀ بنابراین

∀k ∈ N, ∥sNk
− f∥Φ ≤ ١

k
.

.f ∈ MΦ(Ω) داریم نتیجه در و sNk

∥·∥Φ−→ f میدهد نشان این

باشند. داشته نیز را ±∞ مقادیر میتوانند X تابعی باناخ فضاي عناصر که میکنیم ملاحظه قبل بخش در ارائه شده تعاریف به توجه با
باشند، مقدار حقیقی همه جا تقریباً −µ .X عضو توابع میکنیم فرض ادامه، در شوند. +∞ میتوانند نیز Φ یانگ تابع مقادیر همچنین

یعنی
f ∈ X ⇒ µ({x ∈ X : f(x) = ±∞}) = ٠.

.x = ٠ اگر تنها و اگر Φ(x) = ٠ کنید فرض .٢. ٣ لم
آنگاه ،E١, E٢, ..., En ∈ A اگر (١)

n∑
i=١

aiχEi ∈ XΦ ⇒ χE١ , χE٢ , ..., χEn ∈ X.

.SΦ ⊆ EΦ (٢)

En, ..., E٢, E١ مجموعههاي کنیم فرض میتوانیم قضیه، کلیت رفتن دست  از بدون .f =
∑n

i=١ aiχEi کنیم فرض (١) اثبات.
آنگاه ،f ∈ XΦ اگر .χE١∪E٢ = χ(E١−E٢)∪(E١∩E٢)∪(E٢−E١) نمونه براي زیرا هستند. هم از جدا دوبه دو

∃α > ٠,Φ
(
|f |
α

)
= Φ

( |
∑n

i=١ aiχEi |
α

)
∈ X.

بنابراین،
n∑

i=١
Φ

(
|ai|
α

)
χEi ∈ X.

و بودن جامد از مجدد استفادة با و اینجا از .Φ
(
|ai|
α

)
χEi ∈ X داریم، i = ١, ٢, ..., n هر براي X بودن جامد به توجه با نتیجه در

.χE١ , χE٢ , ..., χEn ∈ X داریم، Φ(x) = ٠ ⇐⇒ x = ٠ شرط نیز
است. واضح (١) به توجه با (٢)

.∃x١ : Φ(x١) = +∞ ⇒ XΦ ⊆ L∞ (١) .۴ .٢ گزاره
.∃x٠∀,٠ ≤ x < x٠,Φ(x) = ٠ ⇒ L∞ ⊆ XΦ (٢)

.∃x٠, x١ : Φ([٠, x٠]) = {٠} ∧ Φ(x١) = +∞ ⇒ XΦ = L∞ (٣)

شدهاند، گرفته نظر در حقیقی همه جا تقریباً X عناصر اینکه به توجه با (١) اثبات.

f ∈ XΦ =⇒ ∃α > ٠,Φ
(
|f |
α

)
∈ X

=⇒ µ({x ∈ Ω : Φ

(
|f |
α

)
= +∞}) = ٠

=⇒ µ({x ∈ Ω : Φ

(
|f |
α

)
≥ x٠}) = ٠)

=⇒ |f | ≤ αΦ−١(x٠), µ− a.e.

=⇒ f ∈ L∞.



٨١ تابعی باناخ فضاي یک با مرتبط اورلیش فضاهاي مورد در نکاتی

داریم، صورت این در باشد. صفر برابر [٠, x١) بازة روي Φ کنیم فرض (٢)

f ∈ L∞ =⇒ ∃k > ٠, |f | < k, µ− a.e.

=⇒ ∃α(= k

x١
) > ٠,

|f |
α

< x١

=⇒ ∃α > ٠,Φ
(
|f |
α

)
(= ٠) ∈ X

=⇒ f ∈ XΦ.

میآِید. دست به به راحتی (٢) و (١) از (٣)

اگر باشد. (٠, x١) روي محدب و پیوسته تابعی Φ و x٠ ∈ (٠,∞) ، µ(Ω) < ∞ کنیم فرض .۵ .٢ قضیه

Φ(x) :=


٠, x = ٠

Φ١(x), ٠ < x < x٠

+∞, x ≥ x٠

,

آنگاه،
.XΦ = L∞ (١)

.MΦ = L∞ (٢)

آنگاه ،f ∈ L∞ اگر ازطرفی .XΦ ⊆ L∞ داریم، ۴ .٢ گزاره (١) قسمت به توجه با (١) اثبات.

∀٠ < ϵ < x٠, ∃k > ٠,
|f |
k

< x٠ − ϵ, µ− a.e.

بنابراین

|f |
k

< (x٠ − ϵ)χΩ, µ− a.e. (٢. ٣)

داریم، k٠ > ٠ یک به ازاي (٢. ٣) نامساوي به توجه با آنگاه ،x٠ − ϵ < ١ که، کنیم انتخاب طوري را ٠ < ϵ < x٠ اگر بنابراین
بنابراین، همه جا. تقریباً −µ ، |f |k٠

< χΩ

Φ

(
|f |
k٠

)
≤ Φ(χΩ). (۴ .٢)

(۴ .٢) رابطه و X بودن جامد موضوع، این به توجه با .α ∈ X داریم، α > ٠ هر براي که میکنیم ملاحظه ١ = χΩ ∈ X فرض با حال
است. شده ثابت (١) حکم و L∞ ⊆ XΦ نتیجه در و f ∈ XΦ بنابراین .Φ

(
|f |
k٠

)
∈ X داریم،

هر براي ،Φ−١
(

١
∥١∥X

)
̸= ٠ که میکند ایجاب Φ(٠) = ٠ رابطۀ نیز و ١ = χΩ ∈ X قضیه فرض طبق اینکه به توجه با (٢)

داریم، ٠ ̸= f ∈ L∞

|f | ≤ ∥f∥∞, µ− a.e. =⇒ |f |
∥f∥∞

≤ ١, µ− a.e.

=⇒ |f |

∥f∥∞⧸Φ−١
(

١
∥١∥X

) ≤ Φ−١
(

١
∥١∥X

)
, µ− a.e.

=⇒ Φ

 |f |

∥f∥∞⧸Φ−١
(

١
∥١∥X

)
 ≤ Φ

(
Φ−١

(
١

∥١∥X

))
≤ ١

∥١∥X
.



٨٢ ١۴٠٢ ،١ شماره ،١ دوره کاربردها، و اندازه جبرهاي

توجه با نتیجه در و
∥∥∥Φ( |f |

α

)∥∥∥
X

≤ ١ آنگاه ،α = ∥f∥∞
Φ−١

(
١

∥١∥X

) دهیم، قرار اگر که میدهد نشان X بودن جامد به توجه با رابطه ایِن
داریم، لگزومبورگ نرم تعریف به

∥f∥Φ ≤ ١

Φ−١
(

١
∥١∥X

) · ∥f∥∞. (۵ .٢)

طرفی از هستند. معادل XΦ(= L∞) فضاي روي ∥ · ∥Φ و ∥ · ∥∞ نرم دو که میشود نتیجه بسته گراف قضیۀ و (۵ .٢) رابطه از
فضاي در پلهاي توابع مجموعۀ چون حال، باشد. (Ω,A, µ) فضاي در پله اي توابع فضاي کل برابر SΦ که میشود باعث χΩ ∈ X شرط

داریم هستند، چگال (L∞, ∥ · ∥∞)

MΦ = SΦ
∥·∥Phi

= SΦ
∥·∥∞

= L∞.

نتیجه گیري ٣

و بااهمیت خواصِی X روِي بودن جامد مانند مفروضاتی گرفتن نظر در با ،X تابعی باناخ فضاي با مرتبط XΦ تعمیم یافتۀ اورلیش فضاهاي
دست به فضاها این در میتوان را بسیاري نتایج خواص، این از استفاده با داشت. خواهند را لبگ فضاهاي و اورلیش فضاهاي در شناخته شده
بسیار موارد و بودن فضاپذیر کران دار، تقریبی همانی عنصر وجود بودن، جبر شرایط مانند آنها خواص بررسی و فضاها این روي مطالعه آورد.
نمودن جایگزین با XΦ تعمیم یافتۀ اورلیش فضاي اینکه به توجه با ببینید). را [۵] و [١]) هستند انجام قابل تحقیقات این ادامۀ در دیگر

یافت. دست جدیدي باناخ فضاهاي به میتوان X به جاي مختلف فضاهاي دادن قرار با می آید، دست به X تابعی باناخ فضاي با L١ فضاي
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