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Extended Abstract

Introduction

Frames for Hilbert spaces were introduced in [4]. LetH be a Hilbert space and let I be a finite or countable
index set. A family F = {fi}i∈I ⊆ H is a discrete frame forH, if there exist 0 < AF ≤ BF < ∞, such
that

AF∥f∥2 ≤
∑
i∈I

|⟨f, fi⟩|2 ≤ BF∥f∥2,

for each f ∈ H. The sequence F is called a Bessel sequence if only the second inequality is required.
Continuous frames were introduced in [1, 6]. Let (Ω, µ) be a measure space and let H be a Hilbert

space. A weakly-measurable mapping F : Ω → H is called a continuous frame for H with respect to
(Ω, µ) if there exist two positive constants AF , BF such that for each f ∈ H, we have

AF ∥f∥2 ≤
∫
Ω
|⟨f, F (ω)⟩|2dµ(ω) ≤ BF ∥f∥2.

The positive numbers AF and BF are called the lower and upper bounds of the frame, respectively. The
mapping F is called tight if AF = BF and if AF = BF = 1, it is called a Parseval frame. If only the
second inequality is required, we say that F is a continuous Bessel mapping. Suppose that F : Ω → H
is a continuous Bessel mapping. Then the operator TF : L2(Ω, µ) → H weakly defined by

⟨TFφ, f⟩ =
∫
Ω φ(ω)⟨F (ω), f⟩dµ(ω), φ ∈ L2(Ω, µ), f ∈ H,

is well-defined and bounded with ∥TF ∥ ≤
√
BF . Indeed,

∫
Ω φ(ω)F (ω)dµ(ω) is an element of H and

TF can be written as TF (φ) =
∫
Ω φ(ω)F (ω)dµ(ω). The operator TF is called the synthesis operator of

F and its adjoint which is given by

T ∗
F : H → L2(Ω, µ), (T ∗

F f)(ω) = ⟨f, F (ω)⟩, ω ∈ Ω, f ∈ H,

is the analysis operator of F . The operator SF = TFT
∗
F is a positive operator and if F is a continuous

frame, thenSF is also an invertible operator and called the frame operator ofF . In fact, for each f, g ∈ H,
we have

⟨SF f, g⟩ =
∫
Ω⟨f, F (ω)⟩⟨F (ω), g⟩dµ(ω).

A Bessel mapping G such that TGT
∗
F is equal to the identity operator on H is called a dual for F . A

Bessel mappingG is a pseudo-dual for F if TGT
∗
F is invertible. If the distance (with respect to the norm)

between TGT
∗
F and the identity operator onH is less than one, thenG is called an approximate dual of F .

Let F andG be two Bessel mappings and letQ ∈ B(L2(Ω, µ)). The functionG is said to be aQ-pseudo-
dual (resp. Q-dual, Q-approximate dual) for F if the operator SG,Q,F defined by SG,Q,F := TGQT ∗

F

is invertible (resp. SG,Q,F = IdH, ∥SG,Q,F − IdH∥ < 1). For more results about pseudo-duals and
approximate duals of continuous frames, see [10].
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Conclusion

The main results of the paper are:

Theorem 0.1. Let F,G be two Bessel mappings and let T ∈ B(H). In this case, TF : Ω → H and
TG : Ω → H defined by TF (x) = T (F (x)) and TG(x) = T (G(x)) are Bessel mappings. Moreover, if
TG is a Q-pseudo-dual of TF , then T is right-invertible.

Theorem 0.2. LetG be aQ-pseudo-dual of F and T ∈ B(H). If T is invertible, then TG is aQ-pseudo-
dual of TF .

Theorem 0.3. Let F,G,M : Ω → H be three Bessel mappings. Then F −M : Ω → H and G −M :

Ω → H defined by (F−M)(x) = F (x)−M(x) and (G−M)(x) = G(x)−M(x) are Bessel mappings.
Moreover, if ∥SG,Q,M∥ < 1 and G is a Q-dual of F , then G is a Q-approximate dual of F −M . Also, if
∥SM,Q,F ∥ < 1 and G is a Q-dual of F , then G−M is a Q-approximate dual of F .
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کاربردها و اندازه جبرهاي
۶٧٣- ٣ ص ،١ شماره ،١ دوره ،١۴٠٢ سال

هیلبرت فضاهاي در قاب ها شبه دوگان هاي مورد در نتایج برخی

١ جوادي زینب

z. javadi@shdu. ac. ir رایانامه: ایران. قم، دانش، شهاب دانشگاه .١
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۶٧ هیلبرت فضاهاي در قاب ها شبه دوگان هاي مورد در نتایج برخی

پیش نیازها و مقدمه ١

دوبچیز توسط ١٩٨۶ سال در و شد معرفی [۴] در ٢ شیفر و ١ دافین توسط ،١٩۵٢ سال در اولین بار براي هیلبرت فضاهاي در قاب ها مفهوم
شماراي یا متناهی مجموعۀ یک I و جدایی پذیر هیلبرت فضاي یک H کنیم فرض گرفت. قرار بازنگري مورد [٣] در ۵ میر و ۴ گراسمان ،٣
موجود ٠ < AF ≤ BF < ∞ هرگاه است H براي گسسته) (قاب قاب یک F = {fi}i∈I ⊆ H مانند خانواده یک باشد. نامتناهی

باشیم: داشته f ∈ H هر به ازاي به طوري که باشند

AF∥f∥٢ ≤
∑
i∈I

|⟨f, fi⟩|٢ ≤ BF∥f∥٢,

کران و پایین کران ترتیب به را BF و AF می نامیم. بسل دنبالۀ یک را F = {fi}i∈I باشد برقرار راست سمت نامساوي چنانچه
متشکل مجموعۀ اینفیمم و بهینه پایین کران را پایین کران هاي تمام از متشکل مجموعۀ سوپریمم نیستند). یکتا (که می نامیم قاب بالاي
هرگاه می نامیم پارسوال را آن و AF = BF هرگاه می گوییم تنگ را قاب یک می نامیم. بهینه بالاي کران را بالا کران هاي تمام از

.AF = BF = ١

صورت این در باشد. بسل دنبالۀ یک F = {fi}i∈I کنیم فرض .١. ١ تعریف
می شود: تعریف زیر به صورت F ترکیب عملگر (١)

TF : ℓ٢(I) −→ H, TF ({ci}i∈I) =
∑

i∈I cifi.

.∥TF∥ ≤
√
BF می شود دیده به سادگی و است کران دار و خطی خوش تعریف، TF

می نامیم. F تحلیل عملگر را می آید دست به زیر به صورت که ،TF عملگر الحاقی (٢)

T ∗
F : H −→ ℓ٢(I), T ∗

F (f) = {⟨f, fi⟩}i∈I .

داریم: f ∈ H هر به ازاي و می شود نامیده F بسل عملگر SF = TFT
∗
F (٣)

SFf =
∑
i∈I

⟨f, fi⟩fi.

عملگري نامساوي آن گاه باشد، قاب یک F اگر است. مثبت عملگري ،SF عملگر

AF · IdH ≤ SF ≤ BF · IdH

است. وارون پذیر عملگري حالت، این در که می نامیم F قاب عملگر را SF باشد، قاب یک F اگر است. برقرار
آن گاه باشد، H روي پوشا و کران دار عملگر یک T اگر باشد. H هیلبرت فضاي در گسسته قاب یک F = {fi}i∈I کنیم فرض
H هیلبرت فضاي در گسسته قاب یک {fi}i∈I اگر فوق، مطالب توجه به با است. H هیلبرت فضاي براي گسسته قاب یک نیز {Tfi}i∈I
f ∈ H هر صورت این در ،f̃i := S−١

F fi دهیم قرار چنانچه است. A−١
F و B−١

F کران هاي با قاب یک نیز {S−١
F fi}i∈I آن گاه باشد،

داریم: f ∈ H هر به ازاي صورت این در باشد. H براي قاب یک {fi}i∈I کنیم فرض داد. نمایش بیان شده زیر در که شکلی به می توان را

f =
∑
i∈I

⟨f, f̃i⟩fi =
∑
i∈I

⟨f, fi⟩f̃i.

براي دوگان یک را H در G = {gi}i∈I قاب صورت، این در باشد. H هیلبرت فضاي براي قاب یک F = {fi}i∈I کنیم فرض
باشیم: داشته f ∈ H هر به ازاي هرگاه گوییم {fi}i∈I

f =
∑
i∈I

⟨f, gi⟩fi.

می نامیم. {fi}i∈I قاب با متناظر (استاندارد) کانونی دوگان را F̃ = {S−١
F fi}i∈I دوگان

1Duffin
2Schaefer
3Daubechies
4Grossmann
5Meyer



۶٨ ١۴٠٢ ،١ شماره ،١ دوره کاربردها، و اندازه جبرهاي

زیر گزاره هاي صورت، این در باشند. H هیلبرت فضاي در بسل دنبالۀ دو G = {gi}i∈I و F = {fi}i∈I کنیم فرض .١. ٢ قضیه
هستند: معادل

.f =
∑

i∈I⟨f, gi⟩fi داریم f ∈ H هر براي (١)

.f =
∑

i∈I⟨f, fi⟩gi داریم f ∈ H هر براي (٢)

.⟨f, g⟩ = ∑
i∈I⟨f, fi⟩⟨gi, g⟩ داریم f, g ∈ H هر براي (٣)

پیوسته قاب هاي تعریف می پردازیم. آنها معرفی به ادامه در که هستند گسسته قاب هاي تعمیم هیلبرت، فضاي یک در پیوسته قاب هاي
را قاب ها این [۵] در ۶ هان و ۵ گاباردو گرفت. صورت [١] در ۴ گازییو و ٣ آنتوآین ،٢ علی توسط مستقل به طور و [۶] در ١ کایزر توسط
فضاي یک را (Ω, µ) و جدایی پذیر مختلط هیلبرت فضاي یک را H بخش، این سراسر در نامیده اند. اندازه» فضاهاي به وابسته «قاب هاي

هرگاه می نامیم، (Ω, µ) به نسبت H براي پیوسته قاب یک را F : Ω −→ H نگاشت می گیریم. نظر در مثبت اندازة با اندازه

باشد. اندازه پذیر ضعیف به طور F یعنی باشد اندازه پذیر Ω روي ω 7→ ⟨f, F (ω)⟩ تابع ،f ∈ H هر براي (١)

باشیم: داشته f ∈ H هر براي که باشند موجود چنان ٠ < AF ≤ BF < ∞ ثابت هاي (٢)

AF ∥f∥٢ ≤
∫
Ω
|⟨f, F (ω)⟩|٢dµ(ω) ≤ BF ∥f∥٢.

،AF = BF = ١ اگر و تنگ پیوستۀ قاب یک را F آن گاه ،AF = BF اگر دارند. نام F پیوسته قاب کران هاي BF و AF ثابت اعداد
راست سمت نامساوي هرگاه H گوییم توي به Ω از پیوسته بسل نگاشت یک را F نگاشت می نامیم. پارسوال پیوستۀ قاب یک را آن آن گاه
قاب یک F آن گاه ، Ω = N و باشد شمارشی اندازة µ اگر که کنیم (دقت می نامیم. بسل کران یک را BF حالت این در باشد. برقرار

بود). خواهد گسسته

صورت این در باشد. پیوسته بسل نگاشت یک F : Ω → H کنیم فرض .١. ٣ تعریف

به صورت که TF : L٢(Ω, µ) −→ H عملگر (الف)

⟨TF g, f⟩ =
∫
Ω
g(ω)⟨F (ω), f⟩dµ(ω), f ∈ H, g ∈ L٢(Ω, µ),

داریم و است کران دار و خطی خوش تعریف، TF که می شود ثابت (به آسانی می نامیم F ترکیب عملگر را می شود تعریف
.(∥TF ∥ ≤

√
BF

می نامیم. F تحلیل عملگر را (T ∗
F f)(ω) = ⟨f, F (ω)⟩ ضابطۀ با T ∗

F : H −→ L٢(Ω, µ) عملگر (ب)

می نامیم. F عملگر را SF = TFT
∗
F عملگر (پ)

پیوسته قاب یک F اگر است. پوشا عملگري TF صورت این در باشد. (Ω, µ) به نسبت H براي پیوسته قاب یک F کنیم فرض
و مثبت عملگر یک که می گوییم پیوسته قاب عملگر را می شود تعریف زیر به صورت که SF عملگر آن گاه باشد، (Ω, µ) به نسبت H براي

است: وارون پذیر
SF : H −→ H SF (f) =

∫
Ω⟨f, F (ω)⟩F (ω)dµ(ω), f ∈ H.

1G. Kaiser
2S. T. Ali
3J. P. Antoine
4J. P. Gazeau
5Gabardo
6Han



۶٩ هیلبرت فضاهاي در قاب ها شبه دوگان هاي مورد در نتایج برخی

براي هرگاه می نامیم H براي دوگان زوج یک را (F,G) زوج صورت این در باشند. H توي به Ω از بسل نگاشت دو G و F کنیم فرض
باشیم: داشته f, g ∈ H هر

⟨f, g⟩ =
∫
Ω
⟨f, F (ω)⟩⟨G(ω), g⟩dµ(ω).

f, g ∈ H هر براي آن گاه باشند، G و F بسل نگاشت هاي براي ترکیب عملگرهاي به ترتیب TG و TF نگاشت هاي اگر که است مشخص
داریم:

⟨TGT
∗
F f, g⟩ = ⟨T ∗

F f, T
∗
Gg⟩ =

∫
Ω
⟨f, F (ω)⟩⟨G(ω), g⟩dµ(ω).

و [١٢ ،١١ ،٧ ،٢] تقریبی دوگان هاي دوگان ها، علاوه بر .TGT
∗
F = IdH اگر تنها و اگر است H براي دوگان زوج یک (F,G) بنابراین

می آوریم. دست به مفاهیم این مورد در جدیدي نتایج ادامه، در هستند. اهمیت قاب ها حائز نظریۀ در هم [١٠] شبه دوگان ها

اصلی نتایج ٢

می کنیم. آغاز [١٠] و [٩ ،٨] از برگرفته زیر، تعریف با را بخش این

.Q ∈ B(L٢(Ω, µ)) و باشند پیوسته بسل نگاشت دو G و F کنیم فرض .٢. ١ تعریف

می شود، تعریف زیر به صورت که SG,Q,F عملگر اگر می نامیم F شبه دوگان -Q یک را G تابع (الف)

SG,Q,F := TGQT ∗
F ,

باشد. وارون پذیر

.∥SG,Q,F − IdH∥ < ١ اگر می نامیم F تقریبی Q-دوگان یک را G تابع (ب)

.SG,Q,F = IdH اگر می نامیم F Q-دوگان یک را G تابع (پ)

است. F شبه دوگان -Q یک F تقریبی Q-دوگان یک و F تقریبی Q-دوگان یک F Q-دوگان یک که است مشخص فوق، تعریف از

و TF : Ω −→ H نگاشت هاي صورت این در .T ∈ B(H) و باشند بسل نگاشت دو G و F کنیم فرض .٢. ٢ قضیه
علاوه هستند. بسل نگاشت هاي می شوند، تعریف TG(x) = T (G(x)) و TF (x) = T (F (x)) به صورت که TG : Ω −→ H

است. راست وارون پذیر T آن گاه باشد، TF شبه دوگان -Q یک TG اگر این، بر

نگاشت ،f ∈ H هر به ازاي چون اثبات.
x 7→ ⟨F (x), f⟩

نگاشت ،f ∈ H هر به ازاي پس است، اندازه پذیر C به Ω از

x 7→ ⟨TF (x), f⟩ = ⟨F (x), T ∗f⟩

داریم: ،f ∈ H هر به ازاي اینک، است. اندازه پذیر C به Ω ∫از
Ω
|⟨f, TF (x)⟩|٢dµ(x) =

∫
Ω
|⟨T ∗f, F (x)⟩|٢dµ(x)

⩽ BF ∥T ∗f∥٢ ⩽ BF ∥T ∗∥٢∥f∥٢



٧٠ ١۴٠٢ ،١ شماره ،١ دوره کاربردها، و اندازه جبرهاي

-Q یک TG می کنیم فرض اکنون است. بسل نگاشت یک نیز TG که داد نشان می توان مشابه، به طور است. بسل نگاشت یک TF پس
داریم: f ∈ H و φ ∈ L٢(Ω, µ) هر براي طرفی از است. وارون پذیر STG,Q,TF عملگر بنابراین باشد؛ TF شبه دوگان

⟨TTFφ, f⟩ =
∫
Ω
φ(ω)⟨TF (ω), f⟩dµ(ω)

=

∫
Ω
φ(ω)⟨F (ω), T ∗f⟩dµ(ω)

= ⟨TFφ, T
∗f⟩ = ⟨TTFφ, f⟩,

لذا .TTG = TTG داریم مشابه به طور .TTF = TTF پس

STG,Q,TF (f) = TTGQT ∗
TF (f) = T (TGQT ∗

F )T
∗(f)

است. راست وارون پذیر T پس است، وارون پذیر STG,Q,TF چون

آن گاه باشد، وارون پذیر T اگر .T ∈ B(H) و باشد F بسل نگاشت براي شبه دوگان -Q یک G بسل نگاشت کنیم فرض .٢. ٣ قضیه
است. TF براي شبه دوگان -Q یک TG

شد: حاصل زیر تساوي ،٢. ٢ قضیه برهان در اثبات.

STG,Q,TF = T (TGQT ∗
F )T

∗.

داریم: باشد، وارون پذیر T کنیم فرض اکنون

((T ∗)−١S−١
G,Q,FT

−١)STG,Q,TF = (T ∗)−١S−١
G,Q,FT

−١TTGQT ∗
FT

∗ = IdH.

داریم مشابه به طور
STG,Q,TF (T

∗)−١S−١
G,Q,FT

−١ = IdH.

است. TF براي شبه دوگان -Q یک TG لذا است، وارون پذیر STG,Q,TF پس

آن گاه باشد، H روي یکانی عملگر یک T اگر و باشد F بسل نگاشت براي شبه دوگان -Q یک G بسل نگاشت کنیم فرض .۴ .٢ نتیجه
است. TF براي شبه دوگان -Q یک TG

می آید. دست به ٢. ٣ قضیه از حکم است، وارون پذیر یکانی، عملگر هر اینکه توجه به با اثبات.

می آیند: دست به نیز گسسته قاب هاي براي فوق احکام بگیریم، نظر در شمارشی اندازة را اندازه اگر

دنباله ها ي {Tgi}i∈I و {Tfi}i∈I صورت، این در .T ∈ B(H) و باشند بسل دنبالۀ دو {gi}i∈I و {fi}i∈I کنیم فرض .۵ .٢ قضیه
است. راست وارون پذیر T آن گاه باشد، {Tfi}i∈I شبه دوگان -Q یک {Tgi}i∈I اگر این، علاوه بر هستند. بسل

آن گاه باشد، وارون پذیر T اگر .T ∈ B(H) و باشد {fi}i∈I براي شبه دوگان -Q یک {gi}i∈I بسل دنبالۀ کنیم فرض .۶ .٢ قضیه
است. {Tfi}i∈I براي شبه دوگان -Q یک {Tgi}i∈I

باشد، H روي یکانی عملگر یک T اگر باشد. {fi}i∈I بسل دنبالۀ براي شبه دوگان -Q یک {gi}i∈I بسل دنبالۀ کنیم فرض .٢. ٧ نتیجه
است. {Tfi}i∈I براي شبه دوگان -Q یک {Tgi}i∈I آن گاه

G−M : Ω → H و F −M : Ω → H صورت، این در باشند. بسل نگاشت سه F,G,M : Ω → H کنیم فرض .٢. ٨ قضیه
هستند بسل نگاشت هاي می شوند، تعریف زیر به صورت که

F −M(x) = F (x)−M(x), G−M(x) = G(x)−M(x).

اگر همچنین است. F − M تقریبی Q-دوگان یک G آن گاه باشد، F Q-دوگان یک G و ∥SG,Q,M∥ < ١ اگر این، علاوه بر
است. F تقریبی Q-دوگان یک G−M آن گاه باشد، F Q-دوگان یک G و ∥SM,Q,F ∥ < ١
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داریم: .x ∈ Ω و f ∈ H کنیم فرض است. بسل نگاشت یک F −M می دهیم نشان ابتدا اثبات.

⟨f, F (x)−M(x)⟩ = ⟨f, F (x)⟩ − ⟨f,M(x)⟩

اندازه پذیر نیز x 7→ ⟨f, F (x) − M(x)⟩ نگاشت هستند، اندازه پذیر x 7→ ⟨f,M(x)⟩ و x 7→ ⟨f, F (x)⟩ نگاشت هاي چون
همچنین ∫است.

Ω
|⟨f, F (x)−M(x)⟩|٢dµ(x) =

∫
Ω
|⟨f, F (x)⟩ − ⟨f,M(x)⟩|٢dµ(x)

⩽
∫
Ω
(|⟨f, F (x)⟩|+ |⟨f,M(x)⟩|)٢dµ(x)

=

∫
Ω
|⟨f, F (x)⟩|٢dµ(x) +

∫
Ω
|⟨f,M(x)⟩|٢dµ(x)

+ ٢
∫
Ω
|⟨f, F (x)⟩||⟨f,M(x)⟩|dµ(x)

⩽
∫
Ω
|⟨f, F (x)⟩|٢dµ(x) +

∫
Ω
|⟨f,M(x)⟩|٢dµ(x)

+ ٢
(∫

Ω
|⟨f, F (x)⟩|٢dµ(x)

) ١
٢
(∫

Ω
|⟨f,M(x)⟩|٢dµ(x)

) ١
٢

⩽ BF ∥f∥٢ +BM∥f∥٢ + ٢
√

BFBM∥f∥٢

= (
√

BF +
√
BM )٢∥f∥٢,

یک G می کنیم فرض حال، است. بسل نگاشت یک نیز G −M که می شود ثابت مشابه، به طور است. بسل نگاشت یک F −M پس
داریم: x ∈ Ω و f ∈ H هر به ازاي .∥SG,Q,M∥ < ١ و باشد F Q-دوگان

(T ∗
F−Mf)(x) = ⟨f, (F −M)(x)⟩ = ⟨f, F (x)⟩ − ⟨f,M(x)⟩

= (T ∗
F f)(x)− (T ∗

Mf)(x)

= ((T ∗
F − T ∗

M )f)x

لذا .T ∗
F−M = T ∗

F − T ∗
M پس

SG,Q,F−M = TGQT ∗
F−M = TGQ(T ∗

F − T ∗
M )

= TGQT ∗
F − TGQT ∗

M

= IdH − SG,Q,M

بنابراین
∥IdH − SG,Q,F−M∥ = ∥SG,Q,M∥ < ١

هر براي .∥SM,Q,F ∥ < ١ و باشد F Q-دوگان یک G کنیم فرض اینک است. F − M تقریبی Q-دوگان یک G یعنی این و
داریم: f ∈ H و φ ∈ L٢(Ω, µ)

⟨TG−Mφ, f⟩ =
∫
Ω
φ(x)⟨(G−M)(x), f⟩dµ(x)

=

∫
Ω
φ(x)⟨G(x), f⟩dµ(x)−

∫
Ω
φ(x)⟨M(x), f⟩dµ(x)

= ⟨TGφ, f⟩ − ⟨TMφ, f⟩

= ⟨(TG − TM )φ, f⟩
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بنابراین .TG−M = TG − TM پس

SG−M,Q,F = TG−MQT ∗
F = (TG − TM )QT ∗

F

= TGQT ∗
F − TMQT ∗

F

= IdH − SM,Q,F .

نتیجه در
∥IdH − SG−M,Q,F ∥ = ∥SM,Q,F ∥ < ١

است. F تقریبی Q-دوگان یک G−M که است معنی بدین نامساوي، این و

این در باشند. هیلبرت فضاي یک در بسل دنبالۀ سه Z = {hi}i∈I و G = {gi}i∈I ،F = {fi}i∈I کنیم فرض .٢. ٩ نتیجه
و ∥SG,Q,Z∥ < ١ اگر این، علاوه بر هستند. بسل دنباله هاي G − Z := {gi − hi}i∈I و F − Z := {fi − hi}i∈I صورت،
باشد، F Q-دوگان یک G و ∥SZ,Q,F∥ < ١ اگر همچنین است. F − Z تقریبی Q-دوگان یک G آن گاه باشد، F Q-دوگان یک G

است. F تقریبی Q-دوگان یک G − Z آن گاه
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