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Extended Abstract

Introduction

The concept of entropy of a dynamical system is introduced by Kolmogorov [6] and Sinai [15], in ergodic
theory and dynamical systems. The topological versions of entropy are also defined by Adler [1]. Using
some equivalent definitions by Dinabourg [5] and Bowen [2], the two previous versions of the concept
of entropy are connected via the variational principle [5].

Shannon [14], McMillan [8] and Brieman [3] presented local approaches to entropy. The topological
version of these local approaches is introduced by Brin and Katok [4]. Then, other approaches to the
entropy of dynamical systems, with local nature, are introduced [11, 12].

This paper is also assisted by a new approach to the local entropy of dynamical systems. We first
introduce the concept of diagonal measure corresponding to an invariant measure, and then we define the
information function corresponding to a compact dynamical system.

Finally, we show that the introduced information function is a type of local entropy. More precisely,
we prove that the integral of the introduced information function on the product space, with respect to
the diagonal measure, results in the entropy of dynamical systems.

In Section 2, we present some required preliminaries. In Section 3, we define the diagonal measure
and in Section 4, we introduce the information function and will prove our main theorem. Section 5 is a
conclusion.

Conclusion

In this paper, the following definitions and results are given:

Definition 0.1. Let f : X → X be a continuous map on a compact metric space and µ be an f -invariant
probability measure. Let also µ =

∫
E(X,f)mdτ(m) be the ergodic decomposition of µ. The diagonal

measure of µ is defined as follows:

µ̃ :=

∫
E(X,f)

m×mdτ(m).

Theorem 0.2. For any f -invariant measure µ, the diagonal measure µ̃ is absolutely continuous with
respect to µ.

Definition 0.3. The information function If : X ×X → [0,∞] corresponding to a compact dynamical
system (X, f) is defined by

If (x, y) := lim
k→∞

lim sup
n→∞

j∗n(x, y; ξk) (0.1)

where {ξk}k≥1 is an increasing sequence of measurable partitions ofX such that limk→+∞ diam(ξk) →
0 and

j∗n(x, y; ξk) :=

{
− 1

n log jn(x, y; ξk) jn(x, y; ξk) ̸= 0

0 jn(x, y; ξk) = 0

and

jn(x, y; ξk) = lim sup
l→∞

1

l

l−1∑
t=0

χξnk (x)
(f t(y)).
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The next theorem is the main result of this paper.

Theorem 0.4. Let (X, f) be a compact dynamical system. Then, for every f -invariant measure µ we
have ∫

X×X
If dµ̃ = hµ(f),

where hµ(f) is the entropy of f with respect to µ.
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مقدمه ١

نسخۀ شد. دینامیکی دستگاه هاي و ارگودیک نظریۀ وارد [١۵] سیناي و [۶] کولموگوروف توسط دینامیکی، دستگاه یک آنتروپی مفهوم
مفهوم از فوق نسخۀ دو ،[٢] بوون و [۵] دینابورگ توسط ارائه شده معادل تعاریف کمک به شد. تعریف [١] آدلر توسط نیز آنتروپی توپولوژیک
را آنتروپی مفهوم به موضعی رویکردهاي ،[٣] بریمن و [٨] میلان مک ،[١۴] شانون شدند. متصل یکدیگر به وردش اصل توسط آنتروپی،
سرشت با نیز دیگري رویکردهاي آن، از پس شدند. معرفی [۴] کاتوك و برین توسط موضعی، رویکردهاي این توپولوژیک نسخۀ نمودند. ارائه
جدید موضعی رویکرد یک معرفی به اختصاص نیز مقاله این .[١٢ ،١١] شدند ارائه آن تعمیم هاي و دینامیکی دستگاه هاي براي موضعی،
به سپس و نموده معرفی را پایا اندازة یک با متناظر قطري اندازة مفهوم ابتدا مقاله، این در دارد. دینامیکی دستگاه هاي آنتروپی مفهوم به
مقاله، این در تعریف شده اطلاعات تابع که می دهیم نشان درنهایت می پردازیم. فشرده دینامیکی دستگاه یک با متناظر اطلاعات تابع تعریف
نسبت حاصل ضربی، فضاي بر تعریف شده اطلاعات تابع انتگرال که می کنیم ثابت دقیق تر، بیان به می کند. مشخص را موضعی آنتروپی نوعی

است. دینامیکی دستگاه آنتروپی برابر قطري، اندازة به
به چهارم بخش در و کرده تعریف را قطري اندازة سوم بخش در می پردازیم. نیاز مورد مقدماتی مفاهیم به ابتدا مقاله، این دوم بخش در

است. اختصاص یافته نتیجه گیري به نیز پنجم بخش می کنیم. ثابت را مقاله اصلی قضیۀ و پرداخته اطلاعات تابع معرفی

مقدماتی مفاهیم ٢

یک X مقاله، این سرتاسر در می گذرانیم. نظر از را مقاله این بعدي بخش در استفاده مورد پیش نیازهاي و مقدماتی مفاهیم بخش این در
می نامیم. فشرده دینامیکی دستگاه یک را (X, f) زوج شرایط، این تحت است. پیوسته تابع یک f : X → X و فشرده متریک فضاي

است. مجهز BX بورل -جبر σ به طبیعی به طور X که است روشن

ارگودیک تجزیۀ و پایا اندازه هاي ٢. ١
نمایش M(X) با را X بر احتمال بورل اندازه هاي همۀ مجموعۀ .µ(X) = ١ هرگاه نامیم، احتمال اندازة یک را X بر µ بورل اندازة

می دهیم.

باشیم: داشته هرگاه نامیم -پایا f را µ احتمال بورل اندازة .٢. ١ تعریف

∀B ∈ BX µ(f−١(B)) = µ(B).

می دهیم. نمایش M(X, f) نماد با را -پایا f اندازه هاي کلیۀ مجموعۀ

یا µ(B) = ٠ دهد نتیجه f−١(B) = B رابطه ،B بورل مجموعۀ هر براي هرگاه نامیم، ارگودیک را µ -پایاي f اندازة .٢. ٢ تعریف
.µ(B) = ١

باشند. کامل اندازة از یا پوچ مجموعه هاي ،f تحت پایا مجموعه هاي تنها هرگاه است، ارگودیک ،µ -پایاي f اندازة عبارت دیگر، به 
می دهیم. نمایش E(X, f) با را f ارگودیک اندازه هاي کلیۀ مجموعۀ

می کند. تضمین فشرده، دینامیکی دستگاه هاي براي را پایا اندازه هاي وجود زیر قضیۀ

.M(X, f) ̸= ∅ آنگاه باشد، فشرده دینامیکی دستگاه یک (X, f) اگر [١۶]( کریلوف ) .٢. ٣ قضیه

توابع کلیۀ آن به نسبت که توپولوژي (ضعیف ترین) کوچک ترین به عنوان ضعیف-ستاره توپولوژي ، M(X) فضاي بر
بیان زیر به صورت همگرایی توپولوژي، این تحت که کنید توجه می شود. تعریف پیوسته اند، (ϕ ∈ C(X)) µ 7−→

∫
X ϕdµ

می شود:
µn → µ ⇐⇒ ∀ϕ ∈ C(X) :

∫
ϕdµn →

∫
ϕdµ.

.[١۶] می دارد بیان را M(X) بر ضعیف-ستاره توپولوژي خواص مهم ترین بعدي، قضیۀ

است. فشرده ستاره، ضعیف- توپولوژي به نسبت M(X) .١ .۴ .٢ قضیه

است. M(X) از فشرده و محدب ناتهی، زیر مجموعۀ یک M(X, f) .٢
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است. E(X, f) برابر M(X, f) گوشه اي نقاط مجموعۀ .٣

E(X, f) اعضاي از محدب ترکیب به صورت می توان را M(X, f) عضو هر آنگاه باشد، متناهی E(X, f) اگر قبل، قضیۀ به توجه با
٠ ≤ λ١, · · · , λn ≤ ١ اعداد ،µ ∈ M(X, f) هر براي آنگاه، ،E(X, f) = {µ١, µ٢, · · · , µk} اگر عبارت دیگر، به  داد. نمایش
N = (٠, ٢) بوده، (٠, ١) مرکز به واحد Xدایرة ⊆ R٢ اگر مثال به طور .µ =

∑k
i=١ λiµi k∑و

i=١ λi = ١ که به گونه اي موجودند
می شود: تعریف زیر به صورت f : X → X شمال-جنوب نگاشت ،S = (٠, ٠) و

f(x) =

{
ϕ−١(١٢ϕ(x)) x ∈ X − {N}
N x = N

می شود دیده به سادگی صورت، این در است. طول ها محور با x و N واصل خط برخورد محل ϕ(x) ،x ∈ X − {N} براي آن، در که
نتیجه در است. x بر متمرکز دیراك اندازة δx آن در که E(X, f) = {δN , δS} که

M(X, f) = {λδN + (١− λ)δS : λ ∈ [٠, ١]}.

است. نامتناهی E(X, f) که است حالتی براي فوق مطلب تعمیم زیر قضیۀ

بر τ = τµ یکتاي احتمال اندازة ،µ ∈ M(X, f) هر براي باشد. فشرده دینامیکی دستگاه یک (X, f) کنید فرض .۵ .٢ قضیه
: ϕ ∈ C(X) هر براي و τ(E(X, f)) = ١ که به گونه اي است موجود M(X, f) بورل ∫زیرمجموعه هاي

X
ϕdµ =

∫
E(X,f)

(∫
X
ϕdm

)
dτ(m).

می نامیم. µ ارگودیک تجزیۀ را آن و µ =
∫
E(X,f)mdτ(m) می نویسیم فوق شرایط تحت

متریک آنتروپی ٢. ٢
آنتروپی تعریف اساس بر تعریف این شد. معرفی [١۵] سیناي و [۶] کولموگروف توسط بار نخستین دینامیکی دستگاه یک آنتروپی مفهوم
افرازي ξ = {A١, · · · , Ak} کنید فرض شد. ارائه [١۴] شانون کلود نام به آمریکایی مهندس یک توسط که است اطلاعات نظریۀ در

از است عبارت µ به نسبت ξ افراز آنتروپی .µ ∈ M(X, f) کنید فرض به علاوه، باشد. X فضاي از بورل

Hµ(ξ) = −
k∑

i=١
µ(Ai) log µ(Ai).

تعریف زیر به صورت ξ افراز به نسبت f دینامیکی دستگاه آنتروپی سپس است. نپر عدد مبناي در لگاریتم اینجا در که کنید توجه
می شود:

hµ(f, ξ) := lim
n→∞

١
n
Hµ(

n−١∨
i=٠

f−iξ)

آن در که
f−iξ = {f−i(A١), · · · , f−i(Ak)}

و
n−١∨
i=٠

f−iξ = {C =

k−١∩
l=٠

T−l(Ail) : Aij ∈ ξ , j = ١, ٢, · · · , l}

می شود. تعریف زیر به صورت µ به نسبت f آنتروپی(متریک) نهایت، در

hµ(f) = sup
ξ

hµ(f, ξ),

می شود. گرفته X اندازه پذیر افراز هاي کلیۀ بر سوپریمم آن در که
دینامیکی دستگاه هاي آنتروپی به موضعی رویکرد رویکردها، مهم ترین از یکی دارد. وجود دینامیکی دستگاه هاي آنتروپی به مختلفی رویکردهاي
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و برین سپس دادند. ارائه دینامیکی دستگاه آنتروپی مفهوم به مهمی موضعی رویکردهاي [٣] بریمن و [٨] میلان مک ،[١۴] شانون است.
رله و [٩] پسین توسط هموار دستگاه هاي آنتروپی به دیگري موضعی رویکردهاي نمودند. معرفی را رویکرد این توپولوژیک نسخۀ [۴] کاتوك
باشد. X از اندازه پذیر افرازي ξ کنید فرض نماید. مشاهده [١٢ ،١١] در را دیگري موضعی رویکردهاي می تواند خواننده شدند. ارائه [١٣]
زیر، قضیۀ .µ ∈ M(X, f) کنید فرض است. x شامل که باشد ξn از عضوي ξn(x) کنید فرض و ξn :=

∨n−١
i=٠ f−iξ دهید قرار

.[٧] است آنتروپی به موضعی رویکرد مورد در حکم مهم ترین

حد متناهی، آنتروپی با ξ افراز هر براي میلان-بریمن) (شانون-مک .۶ .٢ قضیه

hµ(f, ξ, x) := lim
n→∞

−١
n
logµ(ξn(x))

داریم: و است µ-انتگرال پذیر ،x 7→ hµ(f, ξ, x) تابع به علاوه، است. موجود X در x هر تقریباً ∫براي
X
hµ(f, ξ, x) dµ(x) = hµ(f, ξ).

.x ∈ X هر تقریباً براي ، hµ(f, ξ, x) = hµ(f, ξ) آنگاه باشد، -ارگودیک f ،µ اگر

.[١۶] است آفین µ اندازة به نسبت آنتروپی، که می کند بیان زیر قضیۀ

صورت: این در باشد. µ پایاي f اندازة براي ارگودیک تجزیۀ µ =
∫
E(X,f)mdτ(m) کنید فرض (ژاکوب) .٢. ٧ قضیه

.hµ(f, ξ) =
∫
E(X,f) hm(f, ξ) dτ(m) داریم: ξ متناهی افراز هر براي .١

.hµ(f) =
∫
E(X,f) hm(f) dτ(m) .٢

پایا اندازه هاي با متناظر قطري اندازة ٣

می پردازیم. f-پایا اندازة یک با متناظر قطري اندازة معرفی به بخش این در

کنید: فرض به علاوه، . µ ∈ M(X, f) کنید فرض .٣. ١ تعریف

µ =

∫
E(X,f)

mdτ(m)

زیر به صورت (X × X,BX
⊗

BX) حاصل ضربی فضاي بر می دهیم، نمایش µ̃ با را آن که µ قطري اندازة باشد. µ ارگودیک تجزیۀ
می شود: تعریف

µ̃ :=

∫
E(X,f)

m×mdτ(m).

داریم µ ∈ M(X, f) براي آنگاه باشد، متناهی E(X, f) = {µ١, µ٢, · · · , µk} اگر که کنید توجه .٣. ٢ ملاحظه

µ =

k∑
i=٠

λiµi (λi ∈ [٠, ١]).

بود: خواهد زیر به صورت µ با متناظر قطري اندازة نتیجه، در

µ̃ =
k∑

i=١
λi µi × µi.

آنگاه، µ =
∫
E(X,f)mdτ(m) اگر که می شود دیده به سادگی که کنید توجه

µ× µ =

∫
E(X,f)

∫
E(X,f)

m× ν dτ(m)dτ(ν).

داریم. را زیر قضیۀ اکنون
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است. پیوسته مطلق به طور µ× µ به نسبت µ̃ یعنی ، µ̃ << µ× µ داریم µ ∈ M(X, f) هر براي .٣. ٣ قضیه

پس . µ× µ(D) = ٠ به علاوه و باشد اندازه پذیر D ⊆ X ×X که کنید فرض ∫اثبات.
E(X,f)

∫
E(X,f)

m× ν(D) dτ(m) dτ(ν) = ٠.

m×m(D) = ٠ ,E(Xداریم f) mدر هر تقریباً براي خاص، به طور .E(X, f) mدر و ν هر تقریباً m×ν(D)براي = ٠ نتیجه در
نتیجه در و

µ̃(D) =

∫
E(X,f)

m×m(D) dτ(m) = ٠

.µ̃ << µ× µ پس

است. شده ثابت [١٠] در بعد قضیۀ

همئومرفیسم یعنی باشند، توپولوژیک مزدوج دینامیکی دستگاه دو (i = ١, ٢) fi : Xi → Xi کنید فرض .۴ .٣ قضیه
.µ̃٢ = (ϕ×ϕ)∗µ̃١ آنگاه ،µ٢ = ϕ∗µ١ و µ١ ∈ M(X١, f١) اگر .ϕ◦f١ = f٢ ◦ϕ که به گونه اي باشد موجود ϕ : X١ → X٢

آنتروپی و اطلاعات تابع ۴

است. موضعی آنتروپی نوعی واقع در تابع، این که می دهیم نشان و پرداخته موضعی اطلاعات تابع معرفی به بخش این در

به صورت If : X ×X → [٠,∞] ، f اطلاعات نگاشت بگیرید. نظر در را (X, f) فشردة دینامیکی دستگاه .١ .۴ تعریف

If (x, y) := lim
k→∞

lim sup
n→∞

j∗n(x, y; ξk) (١ .۴)

و است limk→+∞ diam(ξk) → ٠ شرط با X اندازه پذیر افرازهاي از صعودي دنباله اي {ξk}k≥١ آن در که می شود تعریف

j∗n(x, y; ξk) :=

{
− ١

n log jn(x, y; ξk) jn(x, y; ξk) ̸= ٠
٠ jn(x, y; ξk) = ٠

و

jn(x, y; ξk) = lim sup
l→∞

١
l

l−١∑
t=٠

χξnk (x)
(f t(y)).

در موجود حد و است اندازه پذیر If که کنید توجه به علاوه، است. x شامل که است ∨n−١
i=٠ f

−iξ از عنصري ξn(x) که کنید توجه
است. صعودي {j∗n(x, y; ξk)}k≥١ دنبالۀ چراکه است، موجود ١ .۴ تعریف

است. مقاله این اصلی نتیجۀ بعد، قضیۀ

داریم: µ ∈ M(X, f) هر براي باشد. فشرده دینامیکی دستگاه یک (X, f) کنید فرض .٢ .۴ ∫قضیه
X×X

If dµ̃ = hµ(f).

زیر مجموعۀ بیرخوف، ارگودیک قضیۀ به توجه با ،x ∈ X براي . ν̃ = ν × ν صورت این در . ν ∈ E(X, f) کنید فرض ابتدا اثبات.
و ν(Bx

kn) = ١ که به گونه اي است موجود Bx
kn ⊆ X بورل

∀y ∈ Bx
kn : jn(x, y; ξk) = ν(ξnk (x)).

: y ∈ Bx هر براي و ν(Bx) = ١ آنگاه . Bx =
∩

k,n≥١B
x
kn دهید قرار

jn(x, y; ξn) = ν(ξnk (x)) ∀k, n ≥ ١.



۶١ دینامیکی دستگاه هاي آنتروپی و قطري اندازه

:x ∈ A هر براي و ν(A) = ١ که به گونه اي است موجود A بورل مجموعۀ میلان-بریمن، شانون-مک قضیۀ طبق دیگر، طرف از

lim sup
n→∞

j∗n(x, y; ξk) = hν(f, ξk, x) (k ≥ ١, y ∈ Bx)

،y ∈ Bx و x ∈ A براي پس

lim sup
n→∞

j∗n(x, y; ξk) = hν(f, ξk, x) (k ≥ ١).

داریم ، ν̃ = ν × ν این که به توجه با و [١۶] در ٨ · ٣ قضیۀ و یکنوا همگرایی قضیۀ کمک به ∫اکنون،
X×X

If dν̃ =

∫
X×X

If dν × ν

= lim
k→∞

∫
X×X

lim sup
n→∞

j∗n(x, y; ξk)dν × ν(x, y)

= lim
k→∞

∫
X

(∫
X
lim sup
n→∞

j∗n(x, y; ξk)dν(y)

)
dν(x)

= lim
k→∞

∫
X

(∫
Bx

lim sup
n→∞

j∗n(x, y; ξk)dν(y)

)
dν(x)

= lim
k→∞

∫
X
hν(f, ξk, x)dν(x)

= lim
k→∞

hν(f, ξk)

= hν(f). (٢ .۴)

داریم: ژاکوب، قضیۀ و قبل رابطۀ پرتوي در نتیجه، در ،µ̃ =
∫
E(X,f) ν × νdτ(ν) آنگاه .µ ∈ M(X, f) کنید فرض نهایت، ∫در

X×X
If dµ̃ =

∫
E(X,f)

(∫
X×X

If (x, y)dν × ν(x, y)

)
dτ(ν) (٣ .۴)

=

∫
E(X,f)

hν(f)dτ(ν) (۴ .۴)

= hµ(f). (۵ .۴)

نتیجه گیري ۵

این که دادیم نشان پایا، اندازه هاي با متناظر قطري اندازة مفهوم پرتوي در و کرده تعریف حاصل ضربی فضاي بر را اطلاعات تابع مقاله، این در
دستگاه یک متریک آنتروپی به منجر قطري اندازة به نسبت اطلاعات تابع از انتگرال گیري که معنی بدین است، موضعی آنتروپی نوعی تابع،
[١۴ ،٨ ،٣] شانون-مک-میلان-بریمن و [۴] برین-کاتوك موضعی آنتروپی هاي بر خلاف که است این توجه قابل نکتۀ می شود. دینامیکی

می دهد. دست به را پایا اندازه هاي کلیۀ به نسبت متریک آنتروپی و بوده اندازه از مستقل مقاله، این در تعریف شده اطلاعات تابع
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