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Extended Abstract

Introduction

Let H be a Hilbert space and let I be a finite or countable index set. A family F = {fi}i∈I ⊆ H is a
discrete frame forH, if there exist 0 < AF ≤ BF < ∞, such that

AF∥f∥2 ≤
∑
i∈I

|⟨f, fi⟩|2 ≤ BF∥f∥2,

for each f ∈ H. The sequence F is called a Bessel sequence if only the second inequality is required
(see [7]).

Let (Ω, µ) be a measure space and letH be a Hilbert space. A weakly-measurable mapping F : Ω →
H is called a continuous frame forH with respect to (Ω, µ) if there exist two positive constants AF , BF

such that for each f ∈ H, we have

AF ∥f∥2 ≤
∫
Ω
|⟨f, F (ω)⟩|2dµ(ω) ≤ BF ∥f∥2.

If only the second inequality is required, we say that F is a continuous Bessel mapping.
Suppose that F : Ω → H is a continuous Bessel mapping. Then the operator TF : L2(Ω, µ) → H

weakly defined by

⟨TFφ, f⟩ =
∫
Ω φ(ω)⟨F (ω), f⟩dµ(ω), φ ∈ L2(Ω, µ), f ∈ H,

is well-defined and bounded with ∥TF ∥ ≤
√
BF . Indeed,

∫
Ω φ(ω)F (ω)dµ(ω) is an element of H and

TF can be written as TF (φ) =
∫
Ω φ(ω)F (ω)dµ(ω).

The operator TF is called the synthesis operator of F and its adjoint which is given by

T ∗
F : H → L2(Ω, µ), (T ∗

F f)(ω) = ⟨f, F (ω)⟩, ω ∈ Ω, f ∈ H,

is the analysis operator of F .
A Bessel mapping G is called a dual for F if TGT

∗
F = IdH and if ∥TGT

∗
F − IdH∥ < 1, then G is

called an approximate dual of F . For more results on continuous frames, see [1, 9, 11].
For each i ∈ I , let Hi be a Hilbert space. In this paper, L(H,Hi) is the set of all bounded operators

from H into Hi and L(H,H) is denoted by L(H). We call Λ = {Λi ∈ L(H,Hi) : i ∈ I} a g-frame for
H with respect to {Hi : i ∈ I} if there exist two positive constants A and B such that

A∥f∥2 ≤
∑
i∈I

∥Λif∥2 ≤ B∥f∥2,

for each f ∈ H. If only the second inequality is required, we call it a g-Bessel sequencewith upper bound
B. If A = B, Λ is called an A-tight g-frame (see [23]).

Let Λ = {Λi}i∈I and Γ = {Γi}i∈I be two g-Bessel sequences in a Hilbert spaceH and let SΓΛf :=∑
i∈I Γ

∗
iΛif . We say that Λ and Γ are approximate g-duals if ∥IdH−SΓΛ∥ < 1. In this case, Γ is called

an approximate g-dual of Λ (see [13]).
HilbertC∗-modules are generalizations of Hilbert spaces by allowing the inner product to take values

in a C∗-algebra rather than in the field of complex numbers.
Let A be a unital C∗-algebra and suppose that E is a left A-module such that the linear structures of

A and E are compatible. Then E is called a pre-Hilbert A-module if E is equipped with an A-valued
inner product ⟨·, ·⟩ : E × E −→ A, such that
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(i) ⟨αx+ βy, z⟩ = α⟨x, z⟩+ β⟨y, z⟩, for each α, β ∈ C and x, y, z ∈ E;

(ii) ⟨ax, y⟩ = a⟨x, y⟩, for each a ∈ A and x, y ∈ E;

(iii) ⟨x, y⟩ = ⟨y, x⟩∗, for each x, y ∈ E;

(iv) ⟨x, x⟩ ≥ 0, for each x ∈ E and if ⟨x, x⟩ = 0, then x = 0.

For each x ∈ E, we define ∥x∥ = ∥⟨x, x⟩∥
1
2 . If E is complete with ∥.∥, it is called a Hilbert A-module

or a Hilbert C∗-module over A.
Let E be a Hilbert A-module. A family F = {fi}i∈I ⊆ E is a frame for E, if there exist real

constants 0 < AF ≤ BF < ∞, such that for each x ∈ E,

AF ⟨x, x⟩ ≤
∑
i∈I

⟨x, fi⟩⟨fi, x⟩ ≤ BF ⟨x, x⟩.

If the second inequality is required, F is a Bessel sequence. If the series
∑

i∈I⟨x, fi⟩⟨fi, x⟩ is convergent
with respect to the norm, then F is called a standard frame (see [8]).

Let F = {fi}i∈I and G = {gi}i∈I be standard Bessel sequences in E. Then we say that G (resp. F)
is an alternate dual or a dual of F (resp. G), if x =

∑
i∈I⟨x, fi⟩gi or equivalently x =

∑
i∈I⟨x, gi⟩fi,

for each x ∈ E.
LetL(E,Ei) be the set of all adjointable operators fromE intoEi. A sequenceΛ = {Λi ∈ L(E,Ei) :

i ∈ I} is called a g-frame for E with respect to {Ei : i ∈ I} if there exist real constants AΛ, BΛ > 0

such that
AΛ⟨x, x⟩ ≤

∑
i∈I

⟨Λix,Λix⟩ ≤ BΛ⟨x, x⟩,

for each x ∈ E. In this case, we call it an (AΛ, BΛ) g-frame. If only the second-hand inequality is
required, then Λ is called a BΛ-g-Bessel sequence (see [12]).

Let E and F be Hilbert C∗-modules over C∗-algebras A andB, respectively. Let φ : A −→ B be a
morphism of C∗-algebras. A map ϕ : E −→ F is said to be a φ-morphism of Hilbert C∗-modules if

⟨ϕ(x), ϕ(y)⟩ = φ(⟨x, y⟩),

for each x, y ∈ E (see [3]).

Conclusion

The main results of this paper are:

Theorem 0.1. Let T and S be two isometric operators on Hilbert spacesH and K, respectively. Then

(i) IfΓ = {Γi ∈ L(H,Hi)}i∈I is a g-dual (resp. an approximate g-dual) ofΛ = {Λi ∈ L(H,Hi)}i∈I ,
then ΓT := {ΓiT}i∈I is a g-dual (resp. an approximate g-dual) of ΛT := {ΛiT}i∈I .

(ii) If Γ = {Γi ∈ L(H,K)}i∈I is a g-dual (resp. an approximate g-dual) of Λ = {Λi ∈ L(H,K)}i∈I ,
then ΓS := {SΓi}i∈I is a g-dual (resp. an approximate g-dual) of ΛS := {SΛi}i∈I .

Theorem 0.2. Let Γ = {Γi ∈ L(H,Hi)}i∈I be a g-dual of Λ = {Λi ∈ L(H,Hi)}i∈I and let T be a
bounded operator onH. Then
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(i) ΓT := {ΓiT}i∈I is a g-dual of ΛT := {ΛiT}i∈I if and only if T is an isometric operator.

(ii) ΓT := {ΓiT}i∈I is an approximate g-dual of ΛT := {ΛiT}i∈I if and only if ∥T ∗T − IdH∥ < 1.

Theorem 0.3. Let F,G : Ω −→ H be two continuous Bessel mappings. Assume that T is a bounded
operator on H such that T ∗ is isometric. If G is a dual (resp. an approximate dual) of F , then T ◦G is
a dual (resp. an approximate dual) of T ◦ F .

Theorem 0.4. Let G : Ω −→ H be a dual of F : Ω −→ H. Assume that T is a bounded operator on
H. Then, T ◦G is a dual (resp. an approximate dual) of T ◦F if and only if T ∗ is an isometric operator
(resp. ∥TT ∗ − IdH∥ < 1).

Theorem 0.5. Let E1 be a Hilbert C∗-module and Γ = {Γi ∈ L(E1, E)}i∈I be a g-dual of Λ = {Λi ∈
L(E1, E)}i∈I . Also, assume that ϕΓi and ϕΛi are adjointable, for each i ∈ I . Then, Γϕ := {ϕΓi}i∈I
and Λϕ := {ϕΛi}i∈I are two g-Bessel sequences. If Γϕ is a g-dual of Λϕ, then ϕ is an isometric operator.

Theorem 0.6. Suppose that F = {fi}i∈I and G = {gi}i∈I are two Bessel sequences in E such that G is
a dual of F . If ϕ is surjective, then Gϕ := {ϕ(gi)}i∈I is a dual for Fϕ := {ϕ(fi)}i∈I .
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کاربردها و اندازه جبرهاي
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۴١ کران دار عملگرهاي تحت تعمیم یافته قاب هاي و قاب ها تقریبی دوگان هاي و دوگان ها پایایی

مقدمه ١

به سیگنال ها پردازش عمل در متداول روشی فوریه، ضرایب از استفاده و فوریه سري به صورت سیگنال  ها نمایش میلادي، ١٩۴۶ از پیش
گابور ،١٩۴۶ سال در بودند. فوریه ضرایب بودن منحصربه فرد از ناشی مشکلات این بیشتر که داشت مشکلاتی روش این اما می آمد.  حساب
یک بعدها که را دنباله یک اساسی خواص خود، روش در او بود. مفید بسیار که داد ارائه مشکل این حل براي مناسبی راه حل [١٠] مرجع در
فوریۀ سري هاي مورد در اساسی مسئلۀ چند بررسی حال در که شیفر و دافین ،١٩۵٢ سال در بود. آورده دست به شد، نامیده گسسته قاب
کنید). ملاحظه را [٧] (مرجع نامیدند هیلبرت فضاي (گسسته) قاب یک را آن و کردند مفهومی معرفی به نیاز احساس بودند ، غیرهارمونیک
بیش ازپیش ١٩٨۶ سال در کنید) ملاحظه را [۶] (مرجع مِیِر و گراسمان دوبچیز، مقالۀ چاپ از پس هیلبرت فضاهاي در قاب ها ارزش اما
نه فقط آنها از فراوانی کاربردهاي و شدند بررسی گسترده به طور آنها تعمیم هاي و قاب ها که بود مقاله این چاپ از پس واقع، در شد. مشخص

شدند. ارائه صنعت و علم مختلف شاخه هاي در بلکه سیگنال ها پردازش در

دو اگر می شود نامیده H براي گسسته قاب یک F = {fi}i∈I دنبالۀ باشد. جدایی پذیر هیلبرت فضاي یک H کنیم فرض .١. ١ تعریف
باشیم: داشته f ∈ H هر براي به طوري که باشند داشته وجود BF و AF مثبت عدد

AF∥f∥٢ ≤
∑
i∈I

|⟨f, fi⟩|٢ ≤ BF∥f∥٢.

خود کتاب در کریستنسن است. برخوردار بالایی اهمیت از کران دار عملگرهاي تحت گسسته قاب یک خواص حفظ قاب ها، نظریۀ در
این در به دست آمده نتایج از و می دهد اختصاص موضوع این به را بخش یک است) گسسته قاب هاي مورد در منابع مهم ترین از یکی (که [۴]
کران دار، عملگرهاي تحت قاب ها پایایی مورد در کتاب، این در به دست آمده مهم نتایج از یکی می کند. استفاده خود کتاب سرتاسر در بخش،

است: زیر به صورت

آن گاه باشد، H روي پوشا کران دار عملگر یک T اگر باشد. H هیلبرت فضاي در گسسته قاب یک {fi}i∈I کنیم فرض .١. ٢ قضیه
است. H هیلبرت فضاي براي گسسته قاب یک نیز {Tfi}i∈I

قاب هاي و قاب ها پایایی همین طور و هیلبرت فضاهاي در پیوسته قاب هاي و تعمیم یافته قاب هاي خواص پایایی مقاله، این ادامۀ در
می گیرند. قرار بررسی مورد کران دار عملگرهاي تحت هیلبرت ∗C-مدول هاي در تعمیم یافته

g-قاب ها و پیوسته قاب هاي ٢

پیوسته قاب هاي مورد در بیشتر مطالعۀ (براي شدند معرفی [١١] و [١] در جداگانه به طور پیوسته قاب هاي گسسته، قاب هاي معرفی از   پس
نمایید). مراجعه [٩] مرجع به

H براي پیوسته قاب یک را F : Ω → H اندازه پذیر ضعیف به طور تابع یک باشد. اندازه فضاي یک (Ω, µ) کنیم فرض .٢. ١ تعریف
باشیم: داشته f ∈ H به ازاي هر به طوري که باشند موجود BF و AF مثبت عدد دو اگر می نامیم (Ω, µ) به نسبت

AF ∥f∥٢ ≤
∫
Ω
|⟨f, F (ω)⟩|٢dµ(ω) ≤ BF ∥f∥٢.

نگاشت یک را F باشد، برقرار راست سمت نامساوي اگر می نامیم. F قاب براي بالا کران یک و پایین کران یک به ترتیب را BF و AF اعداد
می نامیم. پیوسته بسل

این صورت در باشد. پیوسته بسل نگاشت یک F : Ω → H کنیم فرض .٢. ٢ تعریف

به صورت که TF : L٢(Ω, µ) −→ H عملگر (الف)

⟨TFφ, f⟩ =
∫
Ω
φ(ω)⟨F (ω), f⟩dµ(ω), f ∈ H,φ ∈ L٢(Ω, µ),

همچنین است، کران دار و خوش تعریف TF که می شود ثابت (به آسانی می نامیم F ترکیب عملگر را می شود تعریف
.(∥TF ∥ ≤

√
BF
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می نامیم. F تحلیل عملگر را می آید دست به (T ∗
F f)(ω) = ⟨f, F (ω)⟩ به صورت که T ∗

F : H −→ L٢(Ω, µ) عملگر (ب)

می نامیم. F عملگر را SF = TFT
∗
F عملگر (پ)

این صورت در باشند. پیوسته بسل نگاشت دو F,G : Ω → H کنیم فرض .٢. ٣ تعریف

باشیم: داشته f, g ∈ H به ازاي هر اگر می نامیم F دوگان یک را G (الف)

⟨f, g⟩ =
∫
Ω
⟨f, F (ω)⟩⟨G(ω), g⟩dµ(ω),

.TGT
∗
F = IdH معادل به طور یا

.∥TGT
∗
F − IdH∥ < ١ اگر می نامیم F تقریبی دوگان یک را G (ب)

شدند. معرفی [٢٣] در قاب ها مهم تعمیم هاي از یکی به عنوان g-قاب ها یا تعمیم یافته قاب هاي

براي g-قاب یک Λ = {Λi ∈ L(H,Hi) : i ∈ I} دنبالۀ باشد. هیلبرت فضاي یک Hi ،i ∈ I به ازاي هر کنیم فرض .۴ .٢ تعریف
باشد: برقرار زیر نامساوي ،f ∈ H هر براي به طوري که باشند موجود B و A مثبت عدد دو اگر می شود نامیده {Hi}i∈I به نسبت H

A∥f∥٢ ≤
∑
i∈I

∥Λif∥٢ ≤ B∥f∥٢.

می نامیم. g-قاب (A,B) یک را Λ حالت این در
کران هاي تمام از متشکل مجموعۀ سوپریمم می نامیم). بالا کران یک را B و پایین کران یک را A) می شوند نامیده g-قاب کران هاي B و A
نامساوي در Λ فوق تعریف در اگر می نامیم. بهینه بالاي کران را بالا کران هاي تمام از متشکل مجموعۀ اینفیمم و بهینه پایین کران را پایین
اگر گوییم پارسوال را آن و A = B هرگاه گوییم تنگ را g-قاب یک می نامیم. بسل g-دنبالۀ یک را Λ آن گاه کند، صدق راست سمت

.A = B = ١

صورت این در باشد. بسل g-دنبالۀ یک Λ = {Λi ∈ L(H,Hi) : i ∈ I} کنیم فرض .۵ .٢ تعریف
می شود: تعریف زیر به صورت Λ ترکیب عملگر (آ)

TΛ : ⊕i∈IHi → H, TΛ({fi}i∈I) =
∑
i∈I

Λ∗
i fi.

است. کران دار و خوش تعریف TΛ که نمود مشاهده می توان به آسانی

می شود. نامیده Λ تحلیل عملگر است، T ∗
Λ(f) = {Λif}i∈I که ،TΛ عملگر الحاقی (ب)

داریم: f ∈ H هر به ازاي و می شود نامیده Λ بسل g-دنبالۀ عملگر SΛ = TΛT
∗
Λ (پ)

SΛf =
∑
i∈I

Λ∗
iΛif.

،Λ̃i = ΛiS
−١
Λ که Λ̃ = {Λ̃i}i∈I دنبالۀ باشد. g-قاب (A,B) یک Λ = {Λi ∈ L(H,Hi) : i ∈ I} کنیم فرض

داریم ،f ∈ H هر به ازاي و است g-قاب (
١
B
,
١
A
) یک Λ̃ می شود. نامیده Λ کانونی ∑g-دوگان

i∈I
Λ∗
i Λ̃if = f =

∑
i∈I

Λ̃∗
iΛif.

نامیده Λ = {Λi ∈ L(H,Hi) : i ∈ I} بسل g-دنبالۀ براي g-دوگان یک ،Γ = {Γi ∈ L(H,Hi) : i ∈ I} بسل g-دنبالۀ
اگر می شود

f =
∑
i∈I

Γ∗
iΛif =

∑
i∈I

Λ∗
iΓif, f ∈ H.
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به  متأسفانه، است. موجود {fi}i∈I براي دوگان یک حداقل می دانیم، که همان طور باشد. H براي قاب یک {fi}i∈I کنیم فرض
مخصوصاً و قاب ها نظریۀ در تقریبی دوگان شوند. واقع مفید می توانند تقریبی دوگان هاي اینجا در است. دشوار معمولاً دوگان این دست آوردن

دارد. مهمی کاربردهاي موجک ها، و گابور دستگاه هاي در
می کند: صدق زیر نامساوي در ،ε < ١ یک به ازاي ،{fi}i∈I براي ،{gi}i∈I تقریبی دوگان f∥∥∥∥∥یک −

∑
i∈I

⟨f, fi⟩gi

∥∥∥∥∥ ≤ ε∥f∥, ∀f ∈ H.

است). مطلوب تر تقریبی دوگان باشد، کوچک تر ε (هرچه
باعث خود تقریبی دوگان هر که دادند نشان آنها شدند. معرفی [۵] در لوگِسِن و کریستِنسِن توسط اخیراً قاب ها تقریبی دوگان هاي
مانند قاب یک می توان اما است دشوار {fi}i∈I مانند قاب یک براي دوگان یک به دست آوردن اوقات از بعضی می شود. دوگان یک ایجاد
نشان آنها آید. دست به به راحتی یا و باشد شناخته شده {gi}i∈I مانند آن دوگان یک که کرد پیدا باشد {fi}i∈I به نزدیک که {hi}i∈I
و قاب ها براي تقریبی دوگان هاي مقاله، این چاپ از پس است. {fi}i∈I براي تقریبی دوگان یک {gi}i∈I شرایط از برخی تحت دادند
مشاهده را [٢۵ ،٢١ ،٢٠ ،١٧] و [١٩ ،١۶ ،١۵ ،١٣] (مقالات گرفتند قرار توجه مورد پیوسته هم و گسسته حالت در هم آنها تعمیم هاي

کنید).

G و F می گوییم .RGF := TGT
∗
F و باشند H براي بسل دنبالۀ دو G = {gi}i∈I و F = {fi}i∈I کنیم فرض .۶ .٢ تعریف

می نامیم. F تقریبی دوگان یک را G حالت این در .∥IdH −RFG∥ < ١ یا ∥IdH −RGF∥ < ١ اگر هستند تقریبی دوگان هاي

،f ∈ H هر به ازاي که می آید دست به به راحتی هم ارزند. بالا شرایط پس ،R∗
FG = RGF چون که کنید توجه

RGF (f) =
∑
i∈I

⟨f, fi⟩gi, RFG(f) =
∑
i∈I

⟨f, gi⟩fi.

برقرارند: زیر بازسازي فرمول هاي همچنین

RGF (R
−١
GFf) =

∞∑
n=٠

RGF (IdH −RGF )
nf = f = R−١

GFRGFf =
∞∑
n=٠

(IdH −RGF )
nRGF (f).

هستند. قاب آنها دوي هر آن گاه باشند، تقریبی دوگان هاي G و F اگر
به راحتی .SΓΛ := TΓT

∗
Λ می دهیم قرار باشند. Γ و Λ ترکیب عملگرهاي به ترتیب TΓ و TΛ و بسل g-دنبالۀ دو Γ و Λ کنیم فرض

.SΛΛ = SΛ و S∗
ΓΛ = SΛΓ ،SΓΛ(f) =

∑
i∈I Γ

∗
iΛif ،f ∈ H هر به ازاي که می شود مشاهده

یا ∥IdH − SΓΛ∥ < ١ باشیم داشته هرگاه می نامیم تقریبی g-دوگان هاي را Γ و Λ بسل g-دنبالۀ دو .٢. ٧ تعریف
می نامیم. Λ تقریبی g-دوگان یک را Γ حالت، این در .∥IdH − SΛΓ∥ < ١

کافی هستند، هم ارز ٢. ٧ تعریف در ذکرشده شرایط که کنید دقت است. آن براي تقریبی دوگان یک ،Λ g-دوگان هر که است واضح
که کنیم توجه است

∥IdH − SΓΛ∥ = ∥(IdH − SΓΛ)
∗∥ = ∥IdH − SΛΓ∥.

.S−١
ΛΓ =

∑∞
n=٠(IdH − SΛΓ)

n و هستند وارون پذیر SΛΓ و SΓΛ پس ،∥IdH − SΛΓ∥ < ١ و ∥IdH − SΓΛ∥ < ١ چون
می آوریم: دست به را زیر بازسازي فرمول هاي ،f ∈ H هر براي اکنون

f = SΛΓS
−١
ΛΓf =

∞∑
n=٠

SΛΓ(IdH − SΛΓ)
nf, f = S−١

ΛΓSΛΓf =
∞∑
n=٠

(IdH − SΛΓ)
nSΛΓf.

و {ΓiS
−١
ΛΓ = Γi +

∑∞
n=١ Γi(IdH − SΛΓ)

n}i∈I که کرد مشاهده می توان به راحتی
هستند. Γ و Λ براي g-دوگان هایی به ترتیب {ΛiS

−١
ΓΛ = Λi +

∑∞
n=١ Λi(IdH − SΓΛ)

n}i∈I

باشند. K و H روي به ترتیب طول پا عملگر دو S و T می کنیم فرض همچنین باشند. هیلبرت فضاي دو K و H کنیم فرض .٢. ٨ قضیه
این صورت در
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باشد، Λ = {Λi ∈ L(H,Hi) : i ∈ I} براي تقریبی) (g-دوگان g-دوگان یک Γ = {Γi ∈ L(H,Hi) : i ∈ I} اگر (الف)
است. ΛT := {ΛiT}i∈I براي تقریبی) (g-دوگان g-دوگان یک ΓT := {ΓiT}i∈I آن گاه

باشد، Λ = {Λi ∈ L(H,K) : i ∈ I} براي تقریبی) (g-دوگان g-دوگان یک Γ = {Γi ∈ L(H,K) : i ∈ I} اگر (ب)
است. ΛS := {SΛi}i∈I براي تقریبی) (g-دوگان g-دوگان یک ΓS := {SΓi}i∈I آن گاه

داریم f ∈ H هر به ازاي زیرا هستند، بسل g-دنبالۀ دو هر ΓT و ΛT که کنید دقت ابتدا (الف) ∑اثبات.
i∈I

∥ΛiTf∥٢ ≤ BΛ∥Tf∥٢ ≤ BΛ∥T∥٢∥f∥٢

داریم اینک .∑i∈I ∥ΓiTf∥٢ ≤ BΓ∥T∥٢∥f∥٢ همین طور

SΓTΛT
f =

∑
i∈I

(ΓiT )
∗(ΛiT )f = T ∗(

∑
i∈I

Γ∗
iΛi(Tf)) = T ∗SΓΛTf.

اگر است. ΛT g-دوگان یک ΓT بنابراین SΓTΛT
= T ∗T = IdH لذا ،SΓΛ = IdH آن گاه باشد، Λ g-دوگان یک Γ اگر

لذا ،∥SΓΛ − IdH∥ < ١ آن گاه باشد، Λ تقریبی g-دوگان یک Γ

∥SΓTΛT
− IdH∥ = ∥T ∗SΓΛT − T ∗T∥

≤ ∥T ∗∥∥SΓΛ − IdH∥∥T∥

= ∥SΓΛ − IdH∥ < ١.

باشد. ΛT تقریبی g-دوگان یک ΓT که می کند ایجاب فوق نامساوي

رابطۀ از استفاده با و (الف) همانند (ب) قسمت اثبات ∑(ب)
i∈I

(SΓi)
∗(SΛi)f =

∑
i∈I

Γ∗
iS

∗SΛif =
∑
i∈I

Γ∗
iΛif

می آید. دست به

باشد. Λ = {Λi ∈ L(H,Hi) : i ∈ I} براي g-دوگان یک Γ = {Γi ∈ L(H,Hi) : i ∈ I} کنیم فرض .٢. ٩ قضیه
این صورت در می گیریم. نظر در H روي کران دار عملگر یک را T همچنین

باشد. طول پا عملگر یک T اگر فقط و اگر است ΛT := {ΛiT}i∈I g-دوگان یک ΓT := {ΓiT}i∈I (الف)

.∥T ∗T − IdH∥ < ١ اگر فقط و اگر است ΛT := {ΛiT}i∈I تقریبی g-دوگان یک ΓT := {ΓiT}i∈I (ب)

داریم f ∈ H هر به ازاي اکنون .SΓΛ = IdH داریم است، Λ g-دوگان یک Γ چون اثبات.

SΓTΛT
f = T ∗

∑
i∈I

Γ∗
iΛi(Tf) = T ∗SΓΛTf = T ∗Tf.

می آیند. دست به فوق رابطۀ از (ب) و (الف) اینک

H روي کران دار عملگر یک T می کنیم فرض همچنین باشند. پیوسته بسل نگاشت دو F,G : Ω −→ H کنیم فرض .٢. ١٠ قضیه
تقریبی) (دوگان دوگان یک T ◦ G آن گاه باشد، F تقریبی) (دوگان دوگان یک G اگر صورت این  در باشد. طول پا T ∗ به طوري که باشد

است. T ◦ F
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داریم: f ∈ H هر به ازاي همچنین است. اندازه پذیر ضعیف به طور T ◦ F : Ω −→ H تابع که داد نشان می توان به سادگی ∫اثبات.
Ω
|⟨f, (T ◦ F )(ω)⟩|٢dµ(ω) =

∫
Ω
|⟨T ∗f, F (ω)⟩|٢dµ(ω)

≤ BF ∥T ∗f∥٢

≤ BF ∥T ∗∥٢∥f∥٢.

بسل نگاشت یک نیز T ◦G که داد نشان می توان شکل، همین به است. پیوسته بسل نگاشت یک T ◦ F که می دهد نشان فوق نامساوي
داریم: f, g ∈ H هر به ازاي همچنین است. پیوسته

⟨T(T◦G)T
∗
(T◦F )f, g⟩ =

∫
Ω
⟨f, (T ◦ F )(ω)⟩⟨(T ◦G)(ω), g⟩dµ(ω)

=

∫
Ω
⟨T ∗f, F (ω)⟩⟨G(ω), T ∗g⟩dµ(ω)

= ⟨TGT
∗
F (T

∗f), T ∗g⟩.

لذا ،TGT
∗
F = IdH داریم آن گاه باشد، F دوگان یک G اگر حال .T(T◦G)T

∗
(T◦F ) = TTGT

∗
FT

∗ بنابراین
لذا ،∥TGT

∗
F − IdH∥ < ١ آن گاه باشد، F تقریبی دوگان یک G اگر و T(T◦G)T

∗
(T◦F ) = TT ∗ = IdH

∥T(T◦G)T
∗
(T◦F ) − IdH∥ ≤ ∥T∥∥TGT

∗
F − IdH∥∥T ∗∥

= ∥TGT
∗
F − IdH∥ < ١

می شود. اثبات قضیه و

می آید. دست به زیر به شکل پیوسته قاب هاي براي ٢. ٩ قضیه مشابه نتیجه اي ،٢. ١٠ قضیه اثبات مشابه

نظر در H روي کران دار عملگر یک را T همچنین باشد. F : Ω −→ H دوگان یک G : Ω −→ H کنیم فرض .٢. ١١ قضیه
.(∥TT ∗ − IdH∥ < ١) باشد طول پا T ∗ اگر فقط و اگر است T ◦ F تقریبی) (دوگان دوگان یک T ◦G صورت این  در می گیریم.

گسسته قاب یک به تبدیل پیوسته، قاب یک بگیریم، نظر در شمارشی اندازة را µ و طبیعی اعداد مجموعۀ را Ω اگر که است مشخص
می شود.

عملگر یک T می کنیم فرض همچنین باشند. H هیلبرت فضاي براي بسل دنبالۀ دو {gi}i∈I و {fi}i∈I کنیم فرض .٢. ١٢ نتیجه
آن گاه باشد، {fi}i∈I تقریبی) (دوگان دوگان یک {gi}i∈I اگر این صورت، در باشد. طول پا T ∗ به طوري که باشد H روي کران دار

است. {Tfi}i∈I تقریبی) (دوگان دوگان یک {Tgi}i∈I

این  در می گیریم. نظر در H روي کران دار عملگر یک را T همچنین باشد. {fi}i∈I دوگان یک {gi}i∈I کنیم فرض .٢. ١٣ نتیجه
.(∥TT ∗ − IdH∥ < ١) باشد طول پا T ∗ اگر فقط و اگر است {Tfi}i∈I تقریبی) (دوگان دوگان یک {T (gi)}i∈I صورت،

هیلبرت ∗C-مدول هاي در قاب ها ٣

تفاوت این با هستند داخلی ضرب یک داراي هیلبرت فضاهاي همانند که هستند هیلبرت فضا هاي از تعمیم هایی هیلبرت، ∗C-مدول هاي

این آن گاه باشد، مختلط اعداد میدان ∗C-جبر این اگر و است ∗C-جبر یک از عضوي هیلبرت ∗C-مدول یک از عضو دو داخلی ضرب که
بود. خواهد هیلبرت فضاي یک هیلبرت، ∗C-مدول

داخلی ضرب اگر گوییم هیلبرت ∗C-مدول پیش یک را E باشد. چپ A-مدول یک E و ∗C-جبر یک A کنیم فرض .٣. ١ تعریف
باشیم: داشته a ∈ A و α, β ∈ C ، x, y, z ∈ E هر به ازاي به طوري که باشد موجود ⟨., .⟩ : E × E → A A-مقدار

+αx⟩؛ βy, z⟩ = α⟨x, z⟩+ β⟨y, z⟩ (آ)

,ax⟩؛ y⟩ = a⟨x, y⟩ (ب)
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,x⟩؛ y⟩∗ = ⟨y, x⟩ (پ)

.x = ٠ آن گاه ،⟨x, x⟩ = ٠ اگر و ⟨x, x⟩ ≥ ٠ (ت)

یک یا هیلبرت A-مدول یک را E آن گاه باشد، کامل نرم این با E اگر .∥x∥ := ∥⟨x, x⟩∥
١
٢ می کنیم تعریف ،x ∈ E هر براي
می نامیم. A روي هیلبرت ∗C-مدول

.|x| := ⟨x, x⟩
١
٢ می کنیم تعریف x ∈ E هر براي اینک و |a| = (a∗a)

١
٢ داریم ،a ∈ A هر براي

است. هیلبرت ∗C-مدول یک زیر داخلی ضرب با A خود باشد. ∗C-جبر یک A کنیم فرض (١) .٣. ٢ مثال

⟨a, b⟩ = ab∗ (a, b ∈ A).

به صورت که ℓ٢(I,A) (٢)

ℓ٢(I,A) =

{
{ai}i∈I ⊆ A | باشد. همگرا نرم با

∑
i∈I

aia
∗
i

}

است. هیلبرت A-مدول یک ⟨{ai}i∈I , {bi}i∈I⟩ =
∑

i∈I aib
∗
i داخلی ضرب با می شود تعریف

آن گاه باشد، هیلبرت A-مدول هاي از دنباله اي {Ei : i ∈ I} اگر (٣)

⊕i∈IEi =

{
{xi}i∈I باشد.| همگرا Aدر نرم با

∑
i∈I

⟨xi, xi⟩ و xi ∈ Ei

}

داخلی ضرب و نقطه به نقطه اعمال با

⟨{xi}i∈I , {yi}i∈I⟩ =
∑
i∈I

⟨xi, yi⟩,

است. هیلبرت A-مدول یک

T ∗ : F → E عملگر یک اگر گوییم الحاقی پذیر را T : E → F عملگر باشند. هیلبرت ∗C-مدول دو F و E کنیم فرض تعریف٣. ٣.
باشد برقرار زیر تساوي y ∈ F و x ∈ E هر به ازاي به طوري که باشد موجود

⟨T (x), y⟩ = ⟨x, T ∗(y)⟩.

می نامیم. T الحاقی را T ∗ عملگر

تمام مجموعۀ .(T (ax) = aT (x) داریم x ∈ E و a ∈ A هر به ازاي (یعنی است خطی و کران دار T مانند الحاقی پذیر عملگر هر
نشان L(E) با را آن که است ∗C-جبر یک L(E,E) که شود دقت می دهیم. نمایش L(E,F ) با را F به  E از الحاقی پذیر عملگرهاي

می دهیم.

باشد. ∗C-جبر یک A کنیم فرض .۴ .٣ تعریف

به طوري که باشد موجود {x١, · · ·, xn} ⊆ E متناهی زیرمجموعۀ اگر گوییم تولیدشده متناهی به طور را E هیلبرت A-مدول (آ)
نوشت. ai ∈ A ، x =

∑n
i=١ aixi مانند A-خطی ترکیب یک به صورت بتوان را x ∈ E هر

،x ∈ E هر به طوري که باشد موجود {xi}i∈I مانند شمارایی زیرمجموعۀ اگر گوییم تولیدشده شمارا به طور را E هیلبرت A-مدول (ب)
باشد. {xi}i∈I A-خطی غلاف بستار در

کنید. رجوع [١۴] به هیلبرت ∗C-مدول هاي مورد در بیشتر مطالعۀ براي
شدند. معرفی [١٢] و [٨] در به ترتیب هیلبرت ∗C-مدول هاي در g-قاب ها و قاب ها
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B و A مثبت عدد دو اگر گوییم E براي قاب یک را {fi}i∈I ⊆ E دنبالۀ باشد. هیلبرت ∗C-مدول یک E کنیم فرض .۵ .٣ تعریف
باشد: برقرار زیر نامساوي ،x ∈ E هر به ازاي به طوري که باشند موجود

A⟨x, x⟩ ≤
∑
i∈I

⟨x, fi⟩⟨fi, x⟩ ≤ B⟨x, x⟩.

می نامیم. (A,B)-قاب یک را {fi}i∈I حالت این در

{fi}i∈I باشد برقرار راست سمت نامساوي اگر گوییم). بالا کران یک را B و پایین کران یک را A) می نامیم قاب کران  هاي را B و A
گوییم. استاندارد را قاب آن گاه باشد، همگرا نرم ,i∈I⟨x∑با fi⟩⟨fi, x⟩ سري ،x ∈ E هر به ازاي اگر می نامیم. بسل دنبالۀ یک را

می کنیم. ذکر [٢] از را زیر مهم قضیۀ اکنون

یک {fi}i∈I کنیم فرض همچنین باشد. تولیدشده شمارا به طور هیلبرت A-مدول یک E و ∗C-جبر یک A کنیم فرض .۶ .٣ قضیه
استاندارد قاب یک {fi}i∈I صورت، این در باشد. همگرا نرم ,i∈I⟨x∑با fi⟩⟨fi, x⟩ ،x ∈ E هر به ازاي به طوري که باشد E در دنباله

به طوري که باشند موجود B و A مثبت عدد دو اگر فقط و اگر است E براي

A∥x∥٢ ≤

∥∥∥∥∥∑
i∈I

⟨x, fi⟩⟨fi, x⟩

∥∥∥∥∥ ≤ B∥x∥٢, ∀x ∈ E.

صورت این در باشد. استاندارد بسل دنبالۀ یک F = {fi}i∈I کنیم فرض .٣. ٧ تعریف

می شود تعریف زیر به صورت F تحلیل عملگر (آ)

DF : E → ℓ٢(I,A), DF (x) = {⟨x, fi⟩}i∈I .

است. الحاقی پذیر DF که نمود مشاهده می توان به آسانی

می شود. نامیده F ترکیب عملگر است، D∗
F ({ai}i∈I) =

∑
i∈I aifi که ،DF عملگر الحاقی (ب)

داریم x ∈ E هر به ازاي و می شود نامیده F بسل عملگر SF = D∗
FDF (پ)

SFx :=
∑
i∈I

⟨x, fi⟩fi.

.∥DF∥ ≤
√
B آن گاه باشد، F براي بالا کران یک B اگر

اکنون . f̃i = S−١
F fi می کنیم تعریف حال .A · IdE ≤ SF ≤ B · IdE آن گاه باشد، استاندارد (A,B)-قاب یک F اگر

داشت خواهیم ، x ∈ E هر ∑براي
i∈I

⟨x, f̃i⟩fi = x =
∑
i∈I

⟨x, fi⟩f̃i.

{gi}i∈I استاندارد بسل دنبالۀ می نامیم. F کانونی دوگان را آن که است E براي استاندارد )-قاب ١
B
,
١
A
) یک F̃ = {f̃i}i∈I دنبالۀ

باشیم داشته ،x ∈ E هر براي اگر می شود نامیده {fi}i∈I بسل دنبالۀ براي دوگان یک

x =
∑
i∈I

⟨x, fi⟩gi.

می کنیم. یادآوري [٨] از را زیر قضیۀ

بسل دنبالۀ دو G = {gi}i∈I و F = {fi}i∈I و باشد تولیدشده شمارا به طور هیلبرت ∗C-مدول یک E کنیم فرض .٣. ٨ قضیه
هر براي و هستند استاندارد قاب هاي G و F آن گاه ،x =

∑
i∈I⟨x, fi⟩gi باشیم داشته x ∈ E هر براي اگر باشند. E در استاندارد

.x =
∑

i∈I⟨x, gi⟩fi داشت خواهیم ،x ∈ E
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g-قاب یک Λ = {Λi ∈ L(E,Ei) : i ∈ I} دنبالۀ باشد. هیلبرت ∗C-مدول هاي از دنباله اي {Ei}i∈I کنیم فرض .٣. ٩ تعریف
برقرار زیر نامساوي ،x ∈ E هر به ازاي به طوري که باشند موجود B و A مثبت عدد دو اگر می شود نامیده {Ei}i∈I به نسبت E براي

باشد

A⟨x, x⟩ ≤
∑
i∈I

⟨Λix,Λix⟩ ≤ B⟨x, x⟩.

،x ∈ E هر براي اگر گوییم استاندارد را Λ g-قاب می نامیم. g-قاب کران هاي را B و A می نامیم. g-قاب (A,B) یک را Λ حالت این در
می نامیم. بسل g-دنبالۀ یک را Λ آن گاه باشد، برقرار راست سمت نامساوي اگر همچنین باشد. همگرا نرم i∈I⟨Λix,Λix⟩∑با سري

می کنیم. ذکر [٢۴] از را زیر مهم قضیۀ اکنون

این در باشد. همگرا نرم i∈I⟨Λix,Λix⟩∑با ،x ∈ E هر به ازاي و Λ = {Λi ∈ L(E,Ei) : i ∈ I} کنیم فرض .٣. ١٠ قضیه
به طوري که باشند موجود B و A مثبت عدد دو اگر فقط و اگر است استاندارد g-قاب یک Λ صورت،

A∥x∥٢ ≤

∥∥∥∥∥∑
i∈I

⟨Λix,Λix⟩

∥∥∥∥∥ ≤ B∥x∥٢ ∀x ∈ E.

براي مشابه برهان با می توان را آمدند دست به کران دار عملگرهاي تحت قاب ها و g-قاب ها پایایی براي قبل بخش در که نتایجی تمام
نمود. بیان الحاقی پذیر عملگرهاي تحت هیلبرت ∗C-مدول هاي در قاب ها و g-قاب ها پایایی

لزوماً اما هستند؛ کران دار عملگرها این شدند. معرفی [٣] در که می گیریم نظر در را هیلبرت ∗C-مدول هاي روي عملگرها از دسته اي اکنون
نیستند. الحاقی پذیر

یک را φ همچنین باشند. هیلبرت B-مدول و هیلبرت A-مدول دو به ترتیب F و E و ∗C-جبر دو B و A کنیم فرض .٣. ١١ تعریف
x, y ∈ E هر به ازاي هرگاه می نامیم φ-ریخت یک را ϕ : E −→ F عملگر صورت، این  در می گیریم. نظر در B به A از ∗-هم ریختی

باشیم داشته

⟨ϕ(x), ϕ(y)⟩B = φ(⟨x, y⟩A).

داریم x ∈ E هر به ازاي که می دهد نشان فوق تعریف

∥ϕ(x)∥٢ = ∥⟨ϕ(x), ϕ(x)⟩B∥ = ∥φ(⟨x, x⟩A)∥

≤ ∥⟨x, x⟩A∥ = ∥x∥٢

است. ∥ϕ∥ ≤ ١ با کران دار عملگر یک ϕ لذا
ارائه نیست الحاقی پذیر که φ-ریخت یک از مثالی همچنین آمده اند، دست به φ-ریخت ها تحت قاب ها پایایی مورد در نتایجی [١٨] در
طول پا عملگرها، این مورد در که شود دقت می دهیم. قرار توجه مورد را عملگرها این تحت g-دوگان ها و دوگان ها پایایی اکنون است. شده
ϕ∗ϕ = IdE تساوي از نمی توان نیست، الحاقی پذیر لزوماً ϕ چون .(x ∈ E هر (به ازاي ∥ϕ(x)∥٢ = ∥x∥٢ تساوي برقراري یعنی بودن
هر به ازاي اگر فقط و اگر است Λ = {Λi}i∈I g-دوگان یک Γ = {Γi}i∈I که برمی آید g-قاب یک دوگان تعریف از نمود. استفاده

باشیم داشته x, y ∈ E

⟨x, y⟩ =
∑
i∈I

⟨Λix,Γiy⟩.

براي g-دوگان یک Γ = {Γi ∈ L(E١, E) : i ∈ I} و هیلبرت ∗C-مدول یک E١ کنیم فرض .٣. ١٢ قضیه
این صورت در باشند. الحاقی پذیر ϕΛi و ϕΓi ،i ∈ I هر به ازاي می کنیم فرض همچنین باشد. Λ = {Λi ∈ L(E١, E) : i ∈ I}

است. طول پا ϕ آن گاه باشد، Λϕ g-دوگان یک Γϕ اگر هستند. بسل g-دنبالۀ دو Λϕ := {ϕΛi}i∈I و Γϕ := {ϕΓi}i∈I
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پس است، بسل g-دنبالۀ یک {Λi}i∈I چون f ∈ E١ کنیم فرض هستند. بسل g-دنبالۀ دو Γϕ و Λϕ می دهیم نشان ابتدا اثبات.
تساوي لذا همگراست ، نرم i∈I⟨Λif,Λif⟩∑با

∑
i∈I

⟨ϕΛif, ϕΛif⟩ = φ

(∑
i∈I

⟨Λif,Λif⟩

)

همچنین باشد. همگرا نرم ,i∈I⟨ϕΛif∑با ϕΛif⟩ که می کند ∑∥∥∥∥∥ایجاب
i∈I

⟨ϕΛif, ϕΛif⟩

∥∥∥∥∥ =

∥∥∥∥∥φ
(∑

i∈I
⟨Λif,Λif⟩

)∥∥∥∥∥ ≤

∥∥∥∥∥∑
i∈I

⟨Λif,Λif⟩

∥∥∥∥∥ ≤ BΛ∥f∥٢.

g-دنبالۀ یک هم Γϕ که داد نشان می توان شکل همین به است. بسل g-دنبالۀ یک {ϕΛi}i∈I که می شود نتیجه ٣. ١٠ قضیه از اکنون
داریم f, g ∈ E١ هر به ازاي است. ∑∥∥∥∥∥بسل

i∈I
⟨ϕΛif, ϕΓig⟩

∥∥∥∥∥ =

∥∥∥∥∥φ
(∑

i∈I
⟨Λif,Γig⟩

)∥∥∥∥∥ = ∥φ(⟨f, g⟩)∥ = ∥⟨ϕ(f), ϕ(g)⟩∥.

این و ∥⟨ϕ(f), ϕ(g)⟩∥ = ∥⟨f, g⟩∥ لذا ∥∑i∈I⟨ϕΛif, ϕΓig⟩∥ = ∥⟨f, g⟩∥ داریم باشد، Λϕ g-دوگان یک Γϕ اگر اینک
باشد. طول پا ϕ که می کند ایجاب تساوي

.ϕ(p) = y به طوري که است موجود p ∈ E آن گاه ،y ∈ F اگر این صورت در باشد. پوشا ϕ : E −→ F کنیم فرض .٣. ١٣ ملاحظه
داریم: x ∈ E و a ∈ A هر به ازاي اکنون

⟨ϕ(ax), y⟩ = ⟨ϕ(ax), ϕ(p)⟩

= φ(⟨ax, p⟩)

= φ(a⟨x, p⟩)

= φ(a)φ(⟨x, p⟩)

= φ(a)⟨ϕ(x), ϕ(p)⟩

= ⟨φ(a)ϕ(x), y⟩.

داریم است، برقرار y ∈ F و x ∈ E ،a ∈ A هر به ازاي فوق تساوي چون

ϕ(ax) = φ(a)ϕ(x).

این  در است. F دوگان یک G به طوري که باشند E در بسل دنبالۀ دو G = {gi}i∈I و F = {fi}i∈I کنیم فرض .١۴ .٣ قضیه
است. Fϕ := {ϕfi}i∈I براي دوگان یک نیز Gϕ := {ϕgi}i∈I آن گاه باشد، پوشا ϕ اگر صورت

است موجود f ∈ E یک پس است، پوشا ϕ چون .h ∈ F کنیم فرض هستند. بسل دنباله هاي Fϕ و Gϕ می دهیم نشان ابتدا اثبات.
بنابراین .ϕ(f) = h ∑به طوري که

i∈I
⟨h, ϕ(fi)⟩⟨ϕ(fi), h⟩ =

∑
i∈I

⟨ϕ(f), ϕ(fi)⟩⟨ϕ(fi), ϕ(f)⟩

=
∑
i∈I

φ(⟨f, fi⟩)φ(⟨fi, f⟩) = φ

(∑
i∈I

⟨f, fi⟩⟨fi, f⟩

)
.
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از عضوي نیز ∑i∈I⟨h, ϕ(fi)⟩⟨ϕ(fi), h⟩ لذا است، همگرا نرم با ∑i∈I⟨f, fi⟩⟨fi, f⟩ سري است، بسل دنبالۀ یک F چون
همچنین است. ∑∥∥∥∥∥∗C-جبر

i∈I
⟨h, ϕ(fi)⟩⟨ϕ(fi), h⟩

∥∥∥∥∥ =

∥∥∥∥∥
⟨∑

i∈I
⟨h, ϕ(fi)⟩ϕ(fi), h

⟩∥∥∥∥∥
=

∥∥∥∥∥
⟨
ϕ

(∑
i∈I

⟨f, fi⟩fi

)
, ϕ(f)

⟩∥∥∥∥∥
=

∥∥∥∥∥φ
(∑

i∈I
⟨f, fi⟩⟨fi, f⟩

)∥∥∥∥∥
≤ ∥BFφ(⟨f, f⟩)∥

= BF∥ϕ(f)∥٢ = BF∥h∥٢.

یک Gϕ می دهیم نشان اکنون است. بسل دنبالۀ نیز Gϕ داد نشان می توان ترتیب، همین به است. بسل دنبالۀ یک Fϕ ،۶ .٣ قضیه بر بنا لذا
داریم اکنون .ϕ(f) = h به طوري که است موجود f ∈ E یک پس است، پوشا ϕ چون .h ∈ F کنیم فرض است. Fϕ براي ∑دوگان

i∈I
⟨h, ϕ(fi)⟩ϕ(gi) =

∑
i∈I

⟨ϕ(f), ϕ(fi)⟩ϕ(gi)

=
∑
i∈I

φ(⟨f, fi⟩)ϕ(gi)

=
∑
i∈I

ϕ(⟨f, fi⟩gi)

= ϕ

(∑
i∈I

⟨f, fi⟩gi

)
= ϕ(f) = h.

است. Fϕ براي دوگان یک Gϕ که است معنی بدین فوق رابطۀ

نیست. صحیح باشد، وارون پذیر اگر حتی الحاقی پذیر عملگر هر براي لزوماً قبل قضیۀ که کنید دقت

مختلط عدد یک α می کنیم فرض همچنین باشد. F = {en}∞n=١ متعامدیکه پایۀ با هیلبرت فضاي یک H کنیم فرض .١۵ .٣ مثال
داریم f ∈ H هر به ازاي اما است؛ خودش دوگان یک F این صورت در .T = α · IdH و باشد |α| ̸= ١ خاصیت با غیرصفر

∞∑
n=١

⟨f, Ten⟩Ten = |α|٢
∞∑
n=١

⟨f, en⟩en = |α|٢f.

نیست. خودش دوگان {Ten}∞n=١ لذا نمی شود، حاصل ∑∞
n=١⟨f, Ten⟩Ten = f تساوي ،f ∈ H هر به ازاي ،|α| ≠ ١ چون

است. وارون پذیر و الحاقی پذیر کران دار، عملگر یک T که شود دقت
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