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Extended Abstract

Introduction

Hilbert space frames were originally introduced by Duffin and Schaeffer to deal with some problems
in non-harmonic Fourier analysis [8], [7]. Frames can be viewed as redundant bases which are gener-
alizations of Riesz bases [3], [4], [5], [6], [2], [12], [13],[17]. This redundancy property sometimes is
extremely important in some applications such as signal and image processing, data compression, and
sampling theory.

In recent years, many mathematicians get significant results by extending the theory of frames from
Hilbert spaces to HilbertC∗-modules. HilbertC∗-modules are generalizations of Hilbert spaces by allow-
ing the inner product to take values in a C∗-algebra rather than in the field of real or complex numbers.
They were introduced and investigated initially by Kaplansky (see also [11, 15]). Frank and Larson
[9] introduced the concept of frames in finitely or countably generated Hilbert C∗-modules over a uni-
tal C∗-algebra. The second author and B. Khosravi in [12] introduced modular Riesz bases in Hilbert
C∗-modules and showed that they share many properties with Riesz bases in Hilbert spaces. Frames in
Hilbert C∗-modules are called Hilbert C∗-modular frames or just simply modular frames. Recently, Be-
mrose, Casazza, Grochenig, Lammers, and Lynch in [3] (see also [5], [14], [18]) introduced the concept
of weaving frames which is motivated by a problem regarding distributed signal processing.

Let {fi}i∈I and {gi}i∈I be two frames for a Hilbert spaceH . {{fi}i∈I , {gi}i∈I} is said to be woven
if there are universal constants A and B so that for every subset σ of I , the family {fi}i∈σ

∪
{gi}i∈σc , is

a frame forH with lower and upper frame bounds A and B, respectively. The family {fi}i∈σ
∪
{gi}i∈σc

is called a weaving, for more details see [5]. {{fi}i∈I , {gi}i∈I} is called partition-woven, or simply
P-woven, if there exists a nonempty proper subset σ of I such that {fi}i∈σ

∪
{gi}i∈σc is a frame (see

[5]).

Conclusion

In this paper, the following definitions are stated:

Definition 0.1. A pre-Hilbert A-module is a left A-module H equipped with an A-valued inner product
⟨., .⟩ : H ×H −→ A, such that
(i) ⟨x, x⟩ ≥ 0 for all x ∈ H and ⟨x, x⟩ = 0 if and only if x = 0,
(ii)⟨x, y⟩ = ⟨y, x⟩∗ for all x, y ∈ H ,
(iii) ⟨ax+ y, z⟩ = a⟨x, z⟩+ ⟨y, z⟩ for all a ∈ A and x, y, z ∈ H .

Definition 0.2. Let A be a unital C∗-algebra. A sequence {xi : i ∈ I} in H is called a frame for H , if
there exist two constants 0 < C ≤ D < ∞ such that

C|x|2 ≤
∑
i∈I

|⟨x, xi⟩|2 ≤ D|x|2,

for every x ∈ H, it is called a tight frame if C = D, is called a Parseval frame if C = D = 1 and is
called a Bessel sequence, if the right-hand side inequality is required.
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Definition 0.3. (i) A frame {xi : i ∈ I} for H is called a Riesz basis if xi ̸= 0 for each i ∈ I and∑
i∈S aixi = 0 for coefficients {ai : i ∈ S} ⊆ A,S ⊆ I, implies that aixi = 0 for each i ∈ S.

(ii) Let {xi : i ∈ I} ⊆ H be a sequence in H. We say that {xi : i ∈ I} is a modular Riesz basis, if
there exists an invertible U ∈ B(ℓ2I(A),H) such that for every {ai : i ∈ I} in ℓ2I(A), U(

∑
i∈I aiei) =∑

i∈I aixi, where {ei : i ∈ I} is the standard orthonormal basis of ℓ2I(A).

Definition 0.4. A sequence {xi : i ∈ I} in H which is a frame for its closed A-linear hull is called a
frame sequence. If every subsequence of {xi : i ∈ I} is a frame sequence, we say that the frame has the
subframe property. If {xi : i ∈ I} is a frame for H with the subframe property and additionally there
are uniform upper and lower frame bounds for all subsequences of the frame, then we call {xi : i ∈ I}
a Riesz frame.

Definition 0.5. A family {xji : i ∈ I} for j = 1, 2, ...,m of frames in H is called woven, if there exist
constantsC,D > 0 such that for every partitionP = {σ1, σ2, ..., σm} of I, {xji : i ∈ σj , j = 1, 2, ...,m}
is a frame with bounds C,D. Each family {xji : i ∈ σj , j = 1, 2, ...,m} is called a weaving.

Definition 0.6. (i) A family {xji : i ∈ I}, j = 1, 2, ...,m of Bessel sequences in H is called a P-woven
frame, if there exists a partition P = {σ1, σ2, ..., σm} of I such that {xji : i ∈ σj , j = 1, 2, ...,m} is a
frame for H.

(ii) A family {xji : i ∈ I} for j = 1, 2, ...,m of Bessel sequences in H is CP-woven, if there exists
a partition P = {σ1, σ2, ..., σm} of I such that for each permutation (λ1, λ2, ..., λm) of {1, 2, ...,m},
{xji : i ∈ σλj

, j = 1, 2, ...,m} is a frame for H.

Also, the next theorems and propositions are presented:

Theorem 0.7. Let {xi = Uei : i ∈ I} be a modular Riesz basis. Then
(i) {xi : i ∈ I} is a frame with synthesis operator U and with a unique dual frame {(U∗)−1(ei) : i ∈ I},
which is a modular Riesz basis.
(ii) If

∑
i∈I aixi = 0, for some {ai : i ∈ I} ⊆ A, then ai = 0 for each i ∈ I .

(iii) If
∑

i∈I aixi converges for some {ai : i ∈ I} ⊆ A, then {ai : i ∈ I} ∈ ℓ2I(A).
(iv) There exist 0 < A ≤ B < ∞ such that for every {ai : i ∈ I} ∈ ℓ2I(A),

A

∥∥∥∥∥∑
i∈I

|ai|2
∥∥∥∥∥ ≤

∥∥∥∥∥∑
i∈I

aixi

∥∥∥∥∥
2

≤ B

∥∥∥∥∥∑
i∈I

|ai|2
∥∥∥∥∥ .

Theorem 0.8. Let {xi : i ∈ I} be a frame for H with analysis operator T : H → ℓ2I(A). Then the
following are equivalent:
(i) {xi : i ∈ I} is a modular Riesz basis.
(ii) T ∗ : ℓ2I(A) → H is one to one.
(iii) {xi : i ∈ I} has a unique dual frame.
(iv) There exist positive constants A,B such that for every {ai : i ∈ I} in ℓ2I(A),

A

∥∥∥∥∥∑
i∈I

|ai|2
∥∥∥∥∥ ≤

∥∥∥∥∥∑
i∈I

aixi

∥∥∥∥∥
2

≤ B

∥∥∥∥∥∑
i∈I

|ai|2
∥∥∥∥∥ .

Proposition 0.9. Every modular Riesz basis has the subframe property.
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Proposition 0.10. Let {xji : i ∈ I} for j = 1, 2, ...,m be a woven frame for H and Q ∈ B(H) be
surjective. Then {Qxji : i ∈ I} for j = 1, 2, ...,m is a woven frame.

Theorem 0.11. Let {xji : i ∈ I} for j = 1, 2, ...,m be a woven frame with bounds C,D. Suppose that
J ⊆ I for which there exist a constant 0 < E < C and a partition P = {σ′

1, σ
′
2, ..., σ

′
m} of J such that

for every x ∈ H

m∑
j=1

∑
i∈σ′

j

| ⟨x, xji ⟩ |
2≤ E | x |2 .

Then {xji : i ∈ I \ J} for j = 1, 2, ...,m is a woven frame for H.

Theorem 0.12. Let {xji : i ∈ I} be a frame with bounds Cj , Dj for each j = 1, 2, ...,m such that there
exist a constant 0 < E <

∑m
j=1Cj and a partition P = {σ1, σ2, ..., σm} of I such that

m∑
j=1

∑
i∈σc

j

| ⟨x, xji ⟩ |
2≤ E | x |2 (x ∈ H).

Then {xji : i ∈ I} for j = 1, 2, ...,m is a P-woven frame.

Theorem 0.13. Let {xji : i ∈ I} be a frame for H with frame operator Sj for each j = 1, 2, ...,m.

Assume that there exist a constant 0 < E < m and a partition P = {σ1, σ2, ..., σm} of I such that

m∑
j=1

∑
i∈σc

j

| ⟨x, S− 1
2

j xji ⟩ |
2≤ E | x |2,

for every x ∈ H. Then the family {S− 1
2

j xji : i ∈ I}, j = 1, 2, ...,m is a P-woven frame for H .
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کاربردها و اندازه جبرهاي
٣- ٢٢۵ ص ،١ شماره ،١ دوره ،١۴٠٢ سال

هیلبرت مدول هاي -C∗ در مدولار ریس پایه هاي و درهم تنیده قاب هاي

٢ خسروي امیر ، B١ فرمانی محمدرضا

mr. farmanis@gmail. com رایانامه: ایران. تهران، خوارزمی، دانشگاه ریاضی، گروه مسئول، نویسندة .١
khosravi@khu. ac. ir رایانامه: ایران. تهران، خوارزمی، دانشگاه ریاضی، گروه .٢

چکیده مقاله اطلاعات

-C∗ در مدولار ریس پایۀ و ریس پایۀ قاب ها، مقاله، این در
نشان می دهیم. قرار مطالعه مورد را هیلبرت مدول هاي
فضاي یک از ریس پایه هاي خواص از برخی که داد خواهیم
سپس هستند. انتقال قابل مدولار ریس پایه هاي به هیلبرت
قاب هاي و درهم تنیده −P قاب هاي درهم تنیده، قاب هاي
مطالعه مورد هیلبرت مدول هاي -C∗ در درهم تنیده -CP

نتایج از برخی این، علاوه بر گرفت. خواهند قرار بحث و
هیلبرت، مدول هاي -C∗ به را هیلبرت فضاهاي در به دست آمده
افزونگی و آشفتگی دررابطه با نتایجی و داد خواهیم تعمیم

کرد. خواهیم ارائه درهم تنیده قاب هاي

مقاله: نوع
پژوهشی مقالۀ

١۴٠٢/٢/١٣ دریافت: تاریخ
١۴٠٢/۴/٢٨ بازنگري: تاریخ
١۴٠٢/۴/٣١ پذیرش: تاریخ
١۴٠٢/٧/٨ انتشار: تاریخ

کلیدي: کلمات
قاب،

درهم تنیده، قاب 
درهم تنیده، قاب  −P

هیلبرت مدول -C∗

ریاضی: رده بندي
42C15

جبرهاي هیلبرت. مدول هاي -C∗ در مدولار ریس پایه هاي و درهم تنیده قاب هاي .(١۴٠٢) امیر. خسروي، محمدرضا.، فرمانی، استناد:
.٣- ٢٢۵ ،(١)١ کاربردها، و اندازه

http://doi.org/10.22091/MAA.2023.9392.1000

قم. دانشگاه ناشر:
نویسندگان.
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٢٧ هیلبرت مدول هاي -C∗ در مدولار ریس پایه هاي و درهم تنیده قاب هاي

تعاریف و تاریخچه ١

قرار استفاده مورد و معرفی غیرهمساز هارمونیک آنالیز مسائل از برخی حل در شفر و دافین توسط اولین بار براي هیلبرت فضاهاي در قاب ها
مراجع داد. تعمیم ریس پایه هاي به را آن ها  می توان که هستند برداري فضاهاي پایه هاي توسیع یافتۀ حقیقت در قاب ها، .[٧] ،[٨] گرفتند
سیگنال پردازش مانند کاربردي مسائل از برخی حل در قاب ها خاصیت از نمایید. ملاحظه را [١٧] ،[١٣] ،[١٢] ،[٢] ،[۶] ،[۵] ،[۴] ،[٣]

می شود. استفاده است، بسیاري اهمیت داراي که نمونه گیري نظریۀ و داده ها فشرده سازي تصویر، و
از قاب ها نظریۀ تعمیم با ، [١۵] ،[١٠] ،[٩] ،[١١] لارسون٣ و ٢ فرانک ،١ کاپلانسکی جمله از ریاضی دانان از بسیاري اخیر، سال هاي در
هیلبرت فضاي یک تعمیم واقع در مدول هیلبرت -C∗ یک یافته اند. دست توجهی قابل نتایج به هیلبرت مدول هاي -C∗ به هیلبرت فضاهاي

است. جبر -C∗ یک از مقادیري باشد، مختلط یا حقیقی اعداد میدان از مقادیري اینکه به جاي آن برد که است داخلی ضرب یک با
هیلبرت فضاهاي در قاب ها نموده اند. معرفی را هیلبرت مدول هاي -C∗ در مدولار ریس پایه هاي [١٢] در خسروي ب. و مقاله دوم نویسندة
،[٣] در دیگران و لاممرس گراچین، کاسازا، بمروسو، اخیراً، هستند. هیلبرت مدول هاي -C∗ در قاب ها اولیۀ یا ابتدایی حالت طبیعی به طور
موجب که داده اند قرار بررسی مورد و مطرح را درهم تنیده قاب هاي نام به جدیدي مفهوم کنید) ملاحظه هم را [١٨] ،[١۴] ،[۵] (مراجع
دریافت بی سیم حسگر شبکۀ در هستند، قاب چندین به صورت که ارسالی پیام هاي مثال، براي می شود. فرستاده شده سیگنال هاي پردازش

می شود. داده تشخیص اصلی پیام نتیجه در و می شوند تفکیک هم از و می گیرند قرار پردازش مورد و می شوند
از σ زیرمجموعۀ هر به ازاي به طوري که باشند موجود B و A جهانی ثابت هاي هرگاه گویند، درهم تنیده قاب یک را {{fi}i∈I , {gi}i∈I}
{fi}i∈σ ∪ {gi}i∈σc خانوادة باشد. B و A ترتیب به بالایی و پایینی کران هاي با H در قاب یک {fi}i∈σ ∪ {gi}i∈σc خانوادة ،I
گویند، درهم تنیده −P یا افراز-درهم تنیده قاب را {{fi}i∈I , {gi}i∈I} است. مشاهده قابل [۵] در بیشتر جزئیات گویند. تنیدگی را
نمایید). ملاحظه را [۵]) باشد H در قاب یک {fi}i∈σ ∪ {gi}i∈σc خانوادة به طوري که باشد موجود ،I از σ محض زیرمجموعۀ هرگاه
-C∗ در درهم تنیده −P قاب هاي و درهم تنیده قاب هاي هیلبرت، مدول هاي -C∗ از پایه اي خواص و تعاریف از برخی ابتدا مقاله، این در
تعداد روي درهم تنیده −CP قاب هاي و درهم تنیده −P قاب هاي درهم تنیده، قاب هاي همچنین، نمود. خواهیم بیان را هیلبرت مدول هاي
هیلبرت مدول هاي -C∗ به و است برقرار هیلبرت فضاي در که خواصی از برخی و داد خواهیم قرار بحث وبررسی مورد را قاب ها از متناهی
قرار مطالعه مورد هیلبرت مدول هاي -C∗ در را مدولار ریس پایه هاي و ریس پایه هاي این، علاوه بر کرد. خواهیم مطرح را می شوند، منتقل

داد. خواهیم
شمارا یا متناهی به طور مدول هاي -A ،Ki ،H و یکدار جبر -C∗ یک A ،N از نامتناهی یا متناهی زیرمجموعۀ یک I مقاله، کل در
-A ،ℓ٢I(A) کنید فرض است. Ki به H از الحاقی پذیر عملگرهاي همۀ مجموعۀ نماد B(H,Ki) , i ∈ I هر به ازاي هستند. تولید شده

باشد: زیر به صورت تعریف شده هیلبرت مدول

ℓ٢I(A) =

{
{ai}i∈I ⊆ A | باشد. همگرا نرم با

∑
i∈I

aia
∗
i

}
.

A-مقداري داخلی ضرب با H چپ مدول -A یک از است عبارت H هیلبرت مدول -A پیش یک .١. ١ تعریف
نماید: صدق زیر شرایط در به طوري که ،⟨., .⟩ : H ×H −→ A

.x = ٠ اگر تنها و اگر ⟨x, x⟩ = ٠ و ⟨x, x⟩ ≥ ٠ ،x ∈ H هر به ازاي آ)
.⟨x, y⟩ = ⟨y, x⟩∗ ،x, y ∈ H هر به ازاي ب)

.⟨ax+ y, z⟩ = a⟨x, z⟩+ ⟨y, z⟩ ،x, y, z ∈ H و a ∈ A هر براي ج)

.λ(ax) = (λa)x ، x ∈ H و a ∈ A ،λ ∈ C هر به ازاي یعنی هستند. شرکت پذیر H و A روي خطی اعمال می کنیم فرض
می کنیم: تعریف ،x ∈ H هر به ازاي

∥x∥ = ∥⟨x, x⟩∥
١
٢ , |x| = ⟨x, x⟩

١
٢ .

-C∗ بر مقاله این در نامند. هیلبرت مدول -C∗ یک را آن باشد، کامل ∥.∥ نرم تحت (H, ⟨., .⟩) ،H هیلبرت مدول -A پیش اگر
هستیم. متمرکز A یکدار جبر -C∗ روي تولیدشده شمارش پذیر و متناهی به طور هیلبرت مدول هاي

به طوري که باشد، داشته Hوجود از {x١, x٢, ..., xm}متناهی زیرمجموعۀ هرگاه گوییم، تولید شده متناهی به طور Hرا هیلبرت مدول -A
1Kaplansky
2Frank
3Larson



٢٨ ١۴٠٢ ،١ شماره ،١ دوره کاربردها، و اندازه جبرهاي

براي .x =
∑m

i=١ aixi, ai ∈ A یعنی نمود. بیان A جبر از ضرایبی با خطی −A پیمایۀ به وسیلۀ را آن بتوان x ∈ H هر به ازاي
کنید. ملاحظه را [١۵] بیشتر جزئیات دیدن

می دهیم. ارائه را هیلبرت مدول هاي -C∗ در ریس پایۀ و قاب تعاریف اکنون
مدول -C∗ عناصر از {xi : i ∈ I} دنبالۀ باشد. شمارا یا متناهی اندیس گذار مجموعۀ I و ∗C-جبر یک A کنیم فرض .١. ٢ تعریف

،x ∈ H هر به ازاي به طوري که باشند داشته وجود ٠ < C ≤ D < ∞ ثابت هاي هرگاه گویند، قاب را H هیلبرت

C⟨x, x⟩ ≤
∑
i∈I

⟨x, xi⟩⟨xi, x⟩ ≤ D⟨x, x⟩. (١. ١)

و نامند ١ تنگ را {xi : i ∈ I} قاب آنگاه ،C = D اگر گویند. قاب کران هاي را (C سوپریمم و D اینفیمم (یعنی، مطلوب ثابت هاي
باشد. برقرار بالا راست سمت نامساوي فقط هرگاه گویند، بسل را {xi : i ∈ I} دنبالۀ گویند. پارسوال را قاب C = D = ١ درصورتی که

گویند. استاندارد را قاب آنگاه باشد، همگرا نرم در x ∈ H هر به ازاي ١. ١ سري اگر
وجود ٠ < C ≤ D < ∞ ثابت هاي اگر تنها و اگر است استاندارد قاب یک {xi : i ∈ I} ⊆ H که کرد ثابت [١] بیسیک آرام

به طوري که باشند داشته

C∥x∥٢ ≤

∥∥∥∥∥∑
i∈I

|⟨x, xi⟩|٢
∥∥∥∥∥ ≤ D∥x∥٢, (x ∈ H). (١. ٢)

کنیم. تعریف را قاب عملگر و ترکیب عملگر تحلیل، عملگر می توانیم که باشید داشته توجه
می شود تعریف ،Tx = {⟨x, xi⟩}i∈I به صورت T : H → ℓ٢I(A) تحلیل عملگر ،{xi : i ∈ I} ⊆ H بسل دنبالۀ هر به ازاي
کنیم، ترکیب را عملگر دو این درصورتی که است، T ∗{ai}i∈I =

∑
i∈I aixi ،T ∗ : ℓ٢(A) → H به صورت، آن الحاقی عملگر که

می آید: دست به زیر به صورت S : H → H قاب عملگر

Sx = T ∗Tx =
∑
i∈I

⟨x, xi⟩xi (x ∈ H). (١. ٣)

گویند. {xi : i ∈ I} قاب کانونی دوگان را {S−١xi : i ∈ I} قاب
داشت: خواهیم x ∈ H هر به ازاي ١. ٣ معادله از همچنین

x = SS−١x =
∑
i∈I

⟨S−١x, xi⟩xi =
∑
i∈I

⟨x, S−١xi⟩xi. (۴ .١)

ریس پایه هاي ٢

می گیرند. قرار مطالعه مورد مدولار ریس پایه هاي و ریس پایه هاي بخش این در
i∈S∑که aixi = ٠ درصورتی که و xi ̸= ٠ , i ∈ I هر به ازاي هرگاه گویند، ریس پایۀ را H از {xi : i ∈ I} قاب آ) .٢. ١ تعریف

.aixi = ٠ ،i ∈ S که گرفت نتیجه بتوان ،S ⊆ I و {ai : i ∈ S} ⊆ A آن در
باشد داشته وجود U ∈ B(ℓ٢I(A),H) وارون پذیر عملگر هرگاه گویند مدولار ریس پایۀ یک را {xi : i ∈ I} ⊆ H دنبالۀ ب)
استاندارد متعامد پایۀ {ei : i ∈ I} آن در که ،U(

∑
i∈S aiei) =

∑
i∈S aixi ،{ai : i ∈ I} ∈ ℓ٢I(A) هر به ازاي به طوري که

.ej = (δij١A)i∈I یعنی است، ℓ٢I(A)

صورت، این در باشد. مدولار ریس پایۀ یک {xi = Uei : i ∈ I} کنید فرض .٢. ٢ قضیه
است. مدولار ریس پایۀ یک که است {(U∗)−١ei : i ∈ I} قاب کانونی دوگان و U ترکیب عملگر با قاب یک {xi : i ∈ I} ⊆ H آ)

.ai = ٠ ،i ∈ S هر به ازاي آنگاه ،∑i∈S aixi = ٠ به طوري که باشد موجود {ai : i ∈ S} ⊆ A اگر ب)
.{ai : i ∈ I} ∈ ℓ٢I(A) آنگاه باشد، i∈I∑همگرا aixi به طوري که باشد موجود {ai : i ∈ I} ⊆ A اگر ج)

،{ai : i ∈ S} ∈ ℓ٢I(A) هر به ازاي به طوري که هستند موجود ٠ < A ≤ B < ∞ ثابت هاي د)

A

∥∥∥∥∥∑
i∈I

|ai|٢
∥∥∥∥∥ ≤

∥∥∥∥∥∑
i∈I

aixi

∥∥∥∥∥
٢

≤ B∥U∥٢∥x∥٢.

1tight
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آنگاه .x ∈ H کنید فرض آ) ∑∥∥∥∥∥اثبات.
i∈I

|⟨x,Uei⟩|٢
∥∥∥∥∥ =

∥∥∥∥∥∑
i∈I

|⟨U∗(x), ei⟩|٢
∥∥∥∥∥

= ∥U∗x∥٢

≤ ∥U∥٢∥x∥٢.

∑∥∥∥∥∥همچنین
i∈I

|⟨x,Uei⟩|٢
∥∥∥∥∥ = ∥U∗x∥٢ ≥ ١

∥U−٢∥١
∥x∥٢.

در و U−١x ∈ ℓ٢I(A) دیگر، سوي از است. ترکیب عمگر U و است ∥U−٢−∥١, ∥U∥٢ کران هاي با قاب یک {xi : i ∈ I} بنابراین
پس ،U−١x =

∑
i∈I⟨U−١x, ei⟩ei نتیجه

U−١x =
∑
i∈I

⟨x, (U−١)∗ei⟩ei, x =
∑
i∈I

⟨x, (U∗)−١ei⟩xi,

است. مدولار ریس پایۀ یک که است {xi : i ∈ I} براي قاب دوگان یک {(U∗)−١ei : i ∈ I} که می دهد نشان
است یک به یک عملگر U چون و U(

∑
i∈S aiei) = ٠ آنگاه ،∑i∈S aixi = ٠ که باشد موجود {ai : i ∈ S} ∈ ℓ٢I(A) اگر ب)

منحصربه فرد قاب دوگان نتیجه در ،ai = ٠ ،i ∈ S هر به ازاي پس است، متعامد پایۀ {ei : i ∈ I} دیگر سوي i∈S∑از aiei = ٠
است.

داریم ،J ⊆ I متناهی زیرمجموعۀ هر به ازاي آنگاه باشد. i∈I∑همگرا aixi و {ai : i ∈ I} ⊆ A کنید فرض ج)

١
∥U−٢∥١

∥∥∥∥∥∑
i∈J

aiei

∥∥∥∥∥
٢

≤

∥∥∥∥∥∑
i∈J

aixi

∥∥∥∥∥
٢

=

∥∥∥∥∥U(
∑
i∈J

aiei)

∥∥∥∥∥
٢

≤ ∥U∥٢
∥∥∥∥∥∑
i∈J

aiei

∥∥∥∥∥
٢

.

می شود. ثابت حکم بنابراین باشد، i∈I∑همگرا aiei اگر تنها و اگر است i∈I∑همگرا aixi نتیجه در
می شود. نتیجه (ج) از (د) قسمت

-C∗ در ولی است، ریس پایۀ یک نیز خود که است منحصربه فرد دوگان یک داراي ریس پایۀ هر هیلبرت، فضاهاي در که می دانیم
فضاهاي در این علاوه بر نیست. منحصربه فردي ریس پایۀ دوگان داراي لزوماً ریس پایۀ یک بودن، صفر مقسم دلیل به هیلبرت مدول هاي
.{ci}i∈I ∈ ℓ٢(I) آنگاه باشد، i∈I∑همگرا cixi سري ،{ci}i∈I ⊂ C دنبالۀ هر به ازاي و ریس پایۀ یک {xi : i ∈ I} اگر هیلبرت،

نیست. برقرار گزاره این می دهند نشان که هستند موجود [١٠] در مثال هایی هیلبرت مدول هاي -C∗ در ولی

داخلی ضرب با مدول -A ، H := A آنگاه باشد. ٢ × ٢ ماتریس هاي همۀ جبر -C∗ ،A = M٢×٢(C) کنید فرض .٢. ٣ مثال
در را باشند، ٠ درایه ها سایر و ١ ماتریس ,i)-درایۀ j) آن، در که Ei,j ماتریس ،[۴ .٣ مثال ،١٠] مثال بنابر است. ⟨A,B⟩ = AB∗

پایۀ ،x دوگان به وضوح، است. {E١,١ +E٢,١, E٢,٢} قاب دوگان با ریس پایۀ یک x = {E١,١, E٢,٢} صورت، این در می گیریم. نظر
نیست. مدولار ریس

و x = {xi : i ∈ N} هر به ازاي باشد. مقدار مختلط کران دار دنباله هاي همۀ مجموعۀ A = l∞ کنید فرض .۴ .٢ مثال
در .∥x∥ = supi∈N |xi| و x∗ = {x̄i : i ∈ N} ،xy = {xiyi : i ∈ N} می کنیم تعریف y = {yi : i ∈ N}
داخلی ضرب با مدول -A ، H آنگاه باشد. صفر به همگرا دنباله هاي همۀ مجموعۀ H = c٠ کنید فرض است. جبر -C∗ یک A نتیجه،
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و ei = {δi,j١ : j ∈ N} قرار دهیم i ∈ N هر به ازاي اگر که می شود مشاهده ،[ ۶ .٣ و ٣. ٢ مثال ،١٠] در است. ⟨u, v⟩ = uv∗

{xi : i ∈ N} آنگاه ،yi = ei ، i ≥ ٣ به ازاي و y١ = y٢ = e١ + e٢ ،{yi : i ∈ N} و {xi = ei : i ∈ N} دهیم قرار
بنابراین نیست؛ ریس پایۀ {yi : i ∈ N} درحالی که است. {xi : i ∈ N} قاب دوگان {yi : i ∈ N} و است ریس پایۀ یک

نیست. مدولار ریس پایۀ {xi : i ∈ N}

هر اگر باشد. خود خطی -A بستار براي قاب یک هرگاه گویند، قاب دنبالۀ را H هیلبرت مدول -C∗ در {xi : i ∈ I} دنبالۀ
با H قاب یک {xi : i ∈ I} درصورتی که گویند. زیرقاب خاصیت داراي را قاب آنگاه باشد، قاب دنبالۀ یک {xi : i ∈ I} از زیردنباله
{xi : i ∈ I} آنگاه باشند، داشته وجود قاب از زیردنباله ها همۀ براي پایینی و بالایی یکنواخت کران هاي این، علاوه بر   باشد، زیرقاب خاصیت

گویند. ریس قاب یک را

هستند: معادل زیر احکام صورت، این در باشد. T : H → ℓ٢I(A) تحلیل عملگر با H قاب یک {xi : i ∈ I} کنید فرض .۵ .٢ قضیه
است. مدولار ریس پایۀ یک {xi : i ∈ I} آ)

است. یک به یک T ∗ : ℓ٢I(A) → H ب)
است. منحصربه فرد قاب دوگان یک داراي {xi : i ∈ I} ج)

رابطۀ ℓ٢I(A) در {ai : i ∈ I} هر به ازاي به طوري که هستند موجود A,B مثبت ثابت هاي د)

A

∥∥∥∥∥∑
i∈I

|ai|٢
∥∥∥∥∥ ≤

∥∥∥∥∥∑
i∈I

aixi

∥∥∥∥∥
٢

≤ B

∥∥∥∥∥∑
i∈I

|ai|٢
∥∥∥∥∥

است. برقرار

است. برقرار حکم ٢. ٢ قضیه بنابر (ب). ⇐ (آ) اثبات.
اگر تنها و اگر است یک به یک T ∗ زیرا می شود، ثابت حکم [١٠] در ٣. ١٠ قضیه بنابر (ج). ⇔ (ب)

∑
i∈I

aixi = T ∗(
∑
i∈I

aiei) = ٠

.ai = ٠ ،i ∈ I هر به ازاي که کند ایجاب
،i ∈ I هر به ازاي چون و است وارون پذیر عملگر یک T ∗ بنابراین پوشاست، T ∗ است، قاب یک {xi : i ∈ I} چون (د). ⇐ (ب)

می آید. دست به حکم ،٢. ٢ قضیه (د) قسمت بنابر و است مدولار ریس پایۀ یک {xi : i ∈ I} ،T ∗(ei) = xi

و است مدولار ریس پایۀ یک {xi : i ∈ I} بنابراین است. کران دار پایین از و یک به یک T ∗ پس است برقرار (ب) به وضوح (آ). ⇐ (د)
می شود. کامل اثبات

است. زیرقاب خاصیت داراي مدولار ریس پایۀ هر .۶ .٢ قضیه

به طوري که دارد وجود U : ℓ٢I(A) → H وارون پذیر عملگر بنابراین باشد. H مدولار ریس پایۀ یک {xi : i ∈ I} کنیم فرض اثبات.
U

′
: ℓ٢J(A) → HJ ،J ⊆ I هر براي نتیجه، در است. ℓ٢I(A) متعامد پایۀ {ei : i ∈ I} آن در که U(ei) = xi ،i ∈ I هر به ازاي

و است {xi : i ∈ J} از A-خطی بستار HJ آن در که U ′
(fi) = U(ei) = xi ، i ∈ J هر به ازاي و است وارون پذیر عملگري

مدولار ریس پایۀ یک {xi : i ∈ J} بنابراین است. ℓ٢J(A) متعامد پایۀ {fi : i ∈ J} ، fi = (δik١A)k∈J ، i ∈ J هر به ازاي
است. زیرقاب خاصیت داراي {xi : i ∈ I} نتیجه در است.

درهم تنیده قاب ٣

قاب نظریۀ اصلی مفاهیم و بیشتر جزئیات براي می کنیم. یادآوري را درهم تنیده قاب یک اساسی ویژگی هاي و تعاریف مختصر، به طور ابتدا
کنید. ملاحظه را [١۴] ،[۵] ،[۴] ،[٣] درهم تنیده،

به ازاي که باشند موجود A,B ثابت هاي هرگاه گویند، درهم تنیده قاب را H در j = ١, ٢, ...,m ،{xji : i ∈ I} خانوادة .٣. ١ تعریف
هر باشد. B و A کران هاي با H در قاب یک {xji : i ∈ σj , j = ١, ٢, ...,m} دنبالۀ I از P = {σ١, σ٢, ..., σm} افراز هر

گوییم. تنیدگی یک را {xji : i ∈ σj , j = ١, ٢, ...,m} خانوادة
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I از P = {σ١, σ٢, ..., σm} مانند افرازي اگر است، درهم تنیده −P ، H در j = ١, ٢, ...,m ، {xji : i ∈ I} .٣. ٢ تعریف
باشد. H در قاب یک {xji : i ∈ σj , j = ١, ٢, ...,m} به طوري که باشد، داشته وجود

P = {σ١, σ٢, ..., σm} مانند I از افرازي هرگاه است، درهم تنیده −CP ،H در j = ١, ٢, ...,m ،{xji : i ∈ I} .٣. ٣ تعریف
{xji : i ∈ σλj

, j = ١, ٢, ...,m} ،{١, ٢, ...,m} از (λ١, λ٢, ..., λm) جایگشت هر براي به طوري که باشد، داشته وجود I از
باشد. H در قاب یک

است. H در قاب یک {Qxi : i ∈ I} صورت، این در باشد. پوشا Q ∈ B(H) و H در قابی {xi : i ∈ I} کنیم فرض .۴ .٣ قضیه

،x ∈ H هر به ازاي به طوري که دارد وجود m > ٠ بنابراین است؛ بسته برد با و یک به یک Q∗ پس پوشاست، Q ∈ B(H) چون اثبات.
داریم x ∈ H هر براي آنگاه باشد، A,B کران هاي با قاب یک {xi : i ∈ I} اگر اکنون، .m∥x∥ ≤ ∥Q∗x∥∥∥∥∥∥∑

i∈I
|⟨x,Qxi⟩|٢

∥∥∥∥∥ =

∥∥∥∥∥∑
i∈I

|⟨Q∗x, xi⟩|٢
∥∥∥∥∥

≤ B∥Q∗x∥٢

≤ B∥Q∗∥٢∥x∥٢.

∑∥∥∥∥∥همچنین
i∈I

|⟨x,Qxi⟩|٢
∥∥∥∥∥ =

∥∥∥∥∥∑
i∈I

|⟨Q∗x, xi⟩|٢
∥∥∥∥∥

≥ A∥Q∗x∥٢

≥ Am٢∥x∥٢,

می آید. دست به نتیجه و

صورت، این در باشد. پوشا Q ∈ B(H) و درهم تنیده قاب یک j = ١, ٢, ...,m ،{xji : i ∈ I} کنیم فرض .۵ .٣ قضیه
است. درهم تنیده قاب یک j = ١, ٢, ...,m ، {Qxji : i ∈ I}

افراز هر براي به طوري که دارند وجود A,B > ٠ ثابت هاي است، درهم تنیده قاب یک j = ١, ٢, ...,m ،{xji : i ∈ I} چون اثبات.
باشد. B و A کران هاي با H در قاب یک {xji : i ∈ σj , j = ١, ٢, ...,m} دنبالۀ ،I از P = {σ١, σ٢, ..., σm}

.m∥x∥ ≤ ∥Q∗x∥ ،x ∈ H هر براي به طوري که دارد وجود m > ثابت٠ ،۴ .٣ قضیه اثبات بنابر پوشاست، Q ∈ B(H) دیگر سوي از
H براي قاب یک {Qxji : i ∈ σj , j = ١, ٢, ...,m} دنبالۀ ،I از P = {σ١, σ٢, ..., σm} افراز هر به ازاي ،۴ .٣ قضیه بنابر اکنون

می شود. ثابت حکم و است Am٢, B∥Q∗∥٢ کران هاي با

باشد. پوشا Q ∈ B(H) و CP−درهم تنیده) ) درهم تنیده −P قاب یک j = ١, ٢, ...,m ،{xji : i ∈ I} کنیم فرض .۶ .٣ نتیجه
است. CP−درهم تنیده) ) درهم تنیده −P قاب یک j = ١, ٢, ...,m ، {Qxji : i ∈ I} صورت این در

اگر .σ ⊂ I و باشند A جبر -C∗ زیرمجموعه هاي {bi : i ∈ I} ،{ai : i ∈ I} کنیم فرض .٣. ٧ ∑ملاحظه
i∈σ

[(a∗i − b∗i )bi + b∗i (ai − bi)] ≥ ٠, (٣. ١)

∑∥∥∥∥∥آنگاه
i∈σ

| ai − bi |٢
∥∥∥∥∥+

∥∥∥∥∥∑
i∈σ

| bi |٢
∥∥∥∥∥ ≥

∥∥∥∥∥∑
i∈σ

| ai |٢
∥∥∥∥∥ .
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داشت: خواهیم [١۶] در ۵ .٢. ٢ قضیه بنابر ∑زیرا
i∈σ

[(b∗i − a∗i )bi + b∗i (bi − ai)] ≥ ٠

⇔ ٢
∑
i∈σ

b∗i bi −
∑
i∈σ

(a∗i bi + b∗i ai) ≥ ٠

⇔ ٢
∑
i∈σ

b∗i bi −
∑
i∈σ

(a∗i bi + b∗i ai) +
∑
i∈σ

a∗i ai ≥
∑
i∈σ

a∗i ai

⇔
∑
i∈σ

| ai − bi |٢ +
∑
i∈σ

| bi |٢≥
∑
i∈σ

| ai |٢

⇒

∥∥∥∥∥∑
i∈σ

| ai − bi |٢
∥∥∥∥∥+

∥∥∥∥∥∑
i∈σ

| bi |٢
∥∥∥∥∥ ≥

∥∥∥∥∥∑
i∈σ

| ai |٢
∥∥∥∥∥ .

H هیلبرت مدول -C∗ در D و C کران هاي با درهم تنیده قاب یک {{xi : i ∈ I}, {yi : i ∈ I}} کنیم فرض .٣. ٨ قضیه
و ،{⟨Q∗

١x, yi⟩ : i ∈ I} مجموعۀ دو x ∈ H هر به ازاي اگر باشد. وارون پذیر Q١ و Q١, Q٢ ∈ B(H) کنیم فرض باشد.
آنگاه ،∥ Q−١

١ ∥∥ Q١ −Q٢ ∥<
√

C
D و نمایند صدق (٣. ١ ) شرط در {⟨(Q∗

١ −Q∗
٢)x, yi⟩ : i ∈ I}

است. درهم تنیده قاب یک {{Q١xi : i ∈ I}, {Q٢yi : i ∈ I}}

هر به ازاي اکنون است. قاب {Q٢yi : i ∈ I} بنابراین است. وارون پذیر Q٢ نتیجه در ،∥I −Q−١
١ Q٢∥ <

√
C
D < ١ چون اثبات.

می دهیم قرار x ∈ H هر به ازاي و σ ⊆ I

M :=

∥∥∥∥∥∑
i∈σ

| ⟨x,Q١xi⟩ |٢ +
∑
i∈σc

| ⟨x,Q٢yi⟩ |٢
∥∥∥∥∥ .

داریم: صورت این در

M =

∥∥∥∥∥∑
i∈σ

| ⟨Q∗
١x, xi⟩ |٢ +

∑
i∈σc

| ⟨Q∗
٢x, yi⟩ |٢

∥∥∥∥∥
=

∥∥∥∥∥∑
i∈σ

| ⟨Q∗
١x, xi⟩ |٢ +

∑
i∈σc

| ⟨Q∗
١x+ (Q∗

٢ −Q∗
١)x, yi⟩ |٢

∥∥∥∥∥ .
داریم (٣. ١ ) شرط و فرض بنابر

M ≥

∥∥∥∥∥∑
i∈σ

| ⟨Q∗
١x, xi⟩ |٢ +

∑
i∈σc

| ⟨Q∗
١x, yi⟩ |٢

∥∥∥∥∥−
∥∥∥∥∥∑
i∈σc

| ⟨(Q∗
٢ −Q∗

١)x, yi⟩ |٢
∥∥∥∥∥ ,

داشت خواهیم است، D کران با بسل دنبالۀ {yi : i ∈ I} چون

M ≥ C∥Q∗
١x∥٢ −D∥Q∗

٢ −Q∗
٢∥١∥x∥٢

≥

(
C

∥Q∗−١
١ ∥٢

−D∥Q∗
٢ −Q∗

٢∥١
)
∥x∥٢,

و

M =

∥∥∥∥∥∑
i∈σ

| ⟨x,Q١xi⟩ |٢ +
∑
i∈σc

| ⟨x,Q٢yi⟩ |٢
∥∥∥∥∥

≤ D
(
∥Q∗

٢∥١ + ∥Q∗
٢∥٢
)
∥x∥٢.



٣٣ هیلبرت مدول هاي -C∗ در مدولار ریس پایه هاي و درهم تنیده قاب هاي

و باشد D,C کران هاي با H هیلبرت مدول -C∗ در درهم تنیده قاب یک {{xi : i ∈ I}, {yi : i ∈ I}} کنیم فرض .٣. ٩ نتیجه
{{S−١xi : i ∈ I}, {S′−١

yi : i ∈ I}} صورت، این در باشند. S′
, S به ترتیب {yi : i ∈ I} و {xi : i ∈ I} قاب عملگرهاي

که وقتی است، درهم تنیده

∥ S − S
′ ∥<

√
C
D ∥ S−١ ∥−١,

کنند. صدق (٣. ١) شرط در {⟨(S − S
′
)x, yi⟩ : i ∈ I} و {⟨Sx, yi⟩ : i ∈ I} مجموعۀ دو ،x ∈ H هر به ازاي و

،J ⊆ I که کنیم فرض باشد. C,D کران هاي با درهم تنیده قاب یک j = ١, ٢, ...,m ،{xji : i ∈ I} کنیم فرض .٣. ١٠ قضیه
x ∈ H هر به ازاي به طوري که باشند، موجود J از P = {σ′

١, σ
′
٢, ..., σ

′
m} افراز و ٠ < E < C ثابت

m∑
j=١

∑
i∈σ′

j

| ⟨x, xji ⟩ |
٢≤ E | x |٢ .

است. درهم تنیده قاب یک j = ١, ٢, ...,m ، {xji : i ∈ I \ J} صورت، این در

که است، I از افرازي P ′′
= {σ′′

١ , σ
′′
٢ , ..., σ

′′
m} صورت، این در باشد. I \ J از افرازي P = {σ١, σ٢, ..., σm} کنیم فرض اثبات.
x ∈ H هر به ازاي . σ′′

j = σj ∪ σ
′
j می دهیم قرار j = ١, ٢, ...,m هر به ازاي آن در

m∑
j=١

∑
i∈σj

| ⟨x, xji ⟩ |
٢≤ D | x |٢,

∥∥∥∥∥∥و
m∑
j=١

∑
i∈σj

| ⟨x, xji ⟩ |
٢

∥∥∥∥∥∥ =

∥∥∥∥∥∥∥
m∑
j=١

∑
i∈σ′′

j

| ⟨x, xji ⟩ |
٢ −

m∑
j=١

∑
i∈σ′

j

| ⟨x, xji ⟩ |
٢

∥∥∥∥∥∥∥
≥

∥∥∥∥∥∥∥
m∑
j=١

∑
i∈σ′′

j

| ⟨x, xji ⟩ |
٢

∥∥∥∥∥∥∥−
∥∥∥∥∥∥∥

m∑
j=١

∑
i∈σ′

j

| ⟨x, xji ⟩ |
٢

∥∥∥∥∥∥∥
≥ (C − E)∥x∥٢

می شود. حاصل نتیجه و

دهیم. تعمیم هیلبرت مدول هاي -C∗ به را [۴] در ٣. ١ قضیه می توانیم اکنون

ثابت همچنین باشد. Cj , Dj کران هاي با قاب یک {xji : i ∈ I} ،j = ١, ٢, ...,m هر به ازاي فرض کنیم .٣. ١١ قضیه
به طوري که باشند موجود I از P = {σ١, σ٢, ..., σm} افراز و ٠ < E <

∑m
j=١Cj

m∑
j=١

∑
i∈σc

j

| ⟨x, xji ⟩ |
٢≤ E | x |٢ (x ∈ H).

است. درهم تنیده -P ،j = ١, ٢, ...,m ،{xji : i ∈ I} صورت، این در

داریم j = ١, ٢, ...,m هر براي . x ∈ H کنیم فرض ∑اثبات.
i∈σj

| ⟨x, xji ⟩ |
٢=
∑
i∈I

| ⟨x, xji ⟩ |
٢ −

∑
i∈σc

j

| ⟨x, xji ⟩ |
٢ .



٣۴ ١۴٠٢ ،١ شماره ،١ دوره کاربردها، و اندازه جبرهاي

به وضوح نتیجه ∥∥∥∥∥∥در
m∑
j=١

∑
i∈σj

| ⟨x, xji ⟩ |
٢

∥∥∥∥∥∥ ≤

∥∥∥∥∥∥
m∑
j=١

∑
i∈I

| ⟨x, xji ⟩ |
٢

∥∥∥∥∥∥
≤

 m∑
j=١

Dj

 ∥x∥٢,

∥∥∥∥∥∥همچنین
m∑
j=١

∑
i∈σj

| ⟨x, xji ⟩ |
٢

∥∥∥∥∥∥ =

∥∥∥∥∥∥
m∑
j=١

∑
i∈I

| ⟨x, xji ⟩ |
٢ −

m∑
j=١

∑
i∈σc

j

| ⟨x, xji ⟩ |
٢

∥∥∥∥∥∥
≥

∥∥∥∥∥∥
m∑
j=١

∑
i∈I

| ⟨x, xji ⟩ |
٢

∥∥∥∥∥∥−
∥∥∥∥∥∥

m∑
j=١

∑
i∈σc

j

| ⟨x, xji ⟩ |
٢

∥∥∥∥∥∥
≥

 m∑
j=١

Cj

− E

 ∥x∥٢,

می آید. دست به نتیجه و

ثابت کنید فرض باشد. Sj قاب عملگر با قاب یک {xji : i ∈ I} ،j = ١, ٢, ...,m هر به ازاي کنیم فرض .٣. ١٢ قضیه
x ∈ H براي به طوري که باشند داشته وجود I از P = {σ١, σ٢, ..., σm} افراز و ٠ < E < m

m∑
j=١

∑
i∈σc

j

| ⟨x, S− ١
٢

j xji ⟩ |
٢≤ E | x |٢ .

است. درهم تنیده -P قاب یک ،{S− ١
٢

j xji : i ∈ I} ،j = ١, ٢, ...,m صورت، این در

قضیۀ از حکم اکنون .Cj = Dj = ١ بنابراین است؛ پارسوال قاب یک {S− ١
٢

j xji : i ∈ I} ،j = ١, ٢, ...,m هر به ازاي چون اثبات.
می شود. نتیجه فوق
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