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Extended Abstract

Introduction

Let g be a function in L2(R) and a, b be two positive constants. The collection {EmbTnag}m,n∈Z where
Embf(x) = e2πimbxf(x) and Tnaf(x) = f(x−na) is called a Gabor frame in L2(R) if it is a frame for
the Hilbert space L2(R).
Gabor frames, introduced by D. Gabor in 1946 (see [7]), have been extensively studied. One of the most
important results for Gabor frames is the Ron-Shen duality principle that precisely characterizes Gabor
frames. It states that for every g ∈ L2(R) and a, b > 0 with ab ≤ 1, {EmbTnag}m,n∈Z is a frame with
bounds A,B for L2(R) if and only if { 1√

ab
Em

a
Tn

b
g}m,n∈Z is a Riesz sequence with bounds A,B.

For a generalization of the duality principle from Gabor frames to abstract frame theory, the concept of
R-duality with respect to orthonormal bases was defined as follows (see [10]):
Let (ej)j∈N and (hi)i∈N be orthonormal bases for a separable Hilbert spaceH. Let (fi)i∈N be a sequence
such that for every j ∈ N,

∑
i∈N |⟨fi, ej⟩|2 < ∞ and

ωf
j :=

∑
i∈N

⟨fi, ej⟩hi.

The sequence (ωf
j )j∈N is called the R-dual sequence of (fi)i∈N with respect to (ej)j∈N and (hi)i∈N.

Conclusion

The main results of this paper are:

Theorem 0.1. Assume that I is a subset of N. Let (ej)j∈I and (hi)i∈I be Riesz bases in H and (fi)i∈I

be a sequence such that
∑

i∈I |⟨fi, ej⟩|2 < ∞, for every j ∈ I. Then, the following statements hold:

1. For every i ∈ I
fi =

∑
j∈I

⟨ωf
j , h̃i⟩ẽj ,

where (ẽj)j∈I and (h̃i)i∈I are the canonical dual frames of (ej)j∈I and (hi)i∈I , respectively.

2. (fi)i∈I is the R-dual sequence of (ωf
j )j∈I with respect to (h̃i)i∈I and (ẽj)j∈I .

Theorem 0.2. Let (fi)i∈I be a Bessel sequence with Bessel boundA, (hi)i∈I and (ej)j∈I be Riesz bases
in H and M be defined as

M : H → H

M(f) =
∑
i∈I

⟨fi, f⟩hi.

If (ωf
j )j∈I is the R-dual of (fi)i∈I with respect to (hi)i∈I and (ej)j∈I , then (ωf

j )j∈I is a Bessel sequence
in H. Moreover, the following statements are equivalent:

1. R(M) is closed and M is injective.

١۴



2. M is bounded below.

3. (fi)i∈I is a frame in H.

Theorem 0.3. Let (fi)i∈I be a Bessel sequence in H and let (hi)i∈I be a Riesz basis in H. Let M be

M : H → H

M(f) =
∑
i∈I

⟨fi, f⟩hi.

Then M : H → H is an invertible anti-linear map if and only if (fi)i∈I is a Riesz basis in H.

Theorem 0.4. Let F = (fi)i∈I and G = (gi)i∈I be frames inH and (hi)i∈I and (ej)j∈I be Riesz bases
for H. Suppose that

M1(f) =
∑
i∈I

⟨fi, f⟩hi, M2(f) =
∑
i∈I

⟨gi, f⟩h̃i,

and
SF ,G(f) =

∑
i∈I

⟨f, fi⟩gi.

Then the following statements are equivalent:

1. F = (fi)i∈I is an alternate dual frame of G = (gi)i∈I .

2. SF ,G = SG,F = IdH.

3. ⟨M1(ej),M2(ẽk)⟩ = δjk for every j, k ∈ I.

١۵
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١٧ هیلبرت فضاهاي در R-دوگان ها درمورد نتایجی

مقدمه ١

آن در که {EmbTnag}m,n∈Z خانوادة صورت، این در باشند. مثبت عدد دو a, b و L٢(R) در تابع یک g کنیم فرض
هیلبرت فضاي براي قاب یک آن اگر می شود نامیده گابور قاب یک Tnaf(x) = f(x − na) و Embf(x) = e٢πimbxf(x)

باشد. L٢(R)
مراجع نمونه براي گرفتند، قرار مطالعه مورد وسیع به طور و شدند معرفی [٧] مرجع در ١ گابور توسط ١٩۴۶ سال در گابور قاب هاي

کنید. مشاهده را [٨ ،۵]
را گابور قاب هاي دقیقاً که کنید) ملاحظه را [٩] (مرجع است ٢ شن رن- دوگانی اصل گابور، قاب هاي مورد در مهم نتایج از یکی
قاب یک {EmbTnag}m,n∈Z صورت این در ،ab ≤ ١ با a, b > ٠ ،g ∈ L٢(R) اگر که می کند بیان واقع، در می کند. ساختارسازي

باشد. A,B کران هاي با ریس دنبالۀ یک { ١√
ab
Em

a
Tn

b
g}m,n∈Z اگر فقط و اگر است L٢(R) براي A,B کران هاي با

متعامدیکه پایه هاي به نسبت R-دوگان یک مفهوم ،H هیلبرت فضاي در قاب ها به L٢(R) در گابور قاب هاي از اصل این تعمیم براي
شد. معرفی [١] در

H در دنباله یک {fi}i∈N کنیم فرض همچنین Hباشند. هیلبرت فضاي براي متعامدیکه پایه هاي {hi}i∈N و {ej}j∈N کنیم فرض
،ωf

j :=
∑

i∈N⟨fi, ej⟩hi می کنیم تعریف صورت این در .∑i∈N |⟨fi, ej⟩|٢ < ∞ باشیم داشته ،j ∈ N هر به ازاي به طوري که باشد
می شود. نامیده {hi}i∈N و {ej}j∈N متعامد یکه پایه هاي به نسبت {fi}i∈N R-دوگان یک {ωf

j }j∈N دنبالۀ و
کنید. ملاحظه را [۴] و [٣] ،[٢] ،[١] مقالات است، گرفته قرار توجه مورد زیادي مقالات در متعامدیکه پایه هاي به نسبت R-دوگانی مفهوم

می آیند. دست به آن ها خواص از برخی و می گیرند قرار مطالعه و بررسی مورد ریس پایه هاي به نسبت R-دوگان ها مقاله، این در

اصلی نتایج ٢

است. شده ارائه [١٠] مرجع در مفهوم این می کنیم. آغاز ریس پایه هاي به نسبت R-دوگان یک مفهوم با را بخش این

براي به طوري که باشد H در دنباله اي {fi}i∈I کنیم فرض باشند. H براي ریس پایۀ دو {hi}i∈I و {ej}j∈I کنیم فرض .٢. ١ تعریف
براي R-دوگان یک را (ωf

j )j∈I دنبالۀ ،ωf
j :=

∑
i∈I⟨fi, ej⟩hi براي صورت، این در .∑i∈I |⟨fi, ej⟩|٢ < ∞ ،j ∈ I هر

می نامیم. {hi}i∈I و {ej}j∈I به نسبت {fi}i∈I

در مطالب ارائۀ براي .∑i∈I |⟨fi, ej⟩|٢ < ∞ داریم ،j ∈ I هر براي آن گاه باشد، بسل دنبالۀ یک {fi}i∈I اگر که کنید دقت
هستیم. مزدوج-خطی عملگر یک تعریف نیازمند مقاله، این

این در باشد. ٠ < B١ ≤ B٢ < ∞ کران هاي با ریس یک پایۀ {hi}i∈I و A کران با H در بسل دنبالۀ یک {fi}i∈I کنیم فرض
به صورت را M : H → H مزدوج-خطی عملگر صورت،

M(f) =
∑
i∈I

⟨fi, f⟩hi (٢. ١)

داریم f ∈ H هر براي زیرا است، کران دار و خوش تعریف عملگر این می کنیم. تعریف

∥M(f)∥٢ =

∥∥∥∥∥∑
i∈I

⟨fi, f⟩hi

∥∥∥∥∥
٢

≤ B٢
∑
i∈I

|⟨fi, f⟩|٢ ≤ AB٢∥f∥٢

لذا
∥M∥ ≤

√
AB٢.

است زیر به صورت مزدوج-خطی عملگر یک M∗ یعنی M الحاقی

⟨M∗(f), g⟩ = ⟨M(g), f⟩
1Gabor
2Ron-Shen



١٨ ١۴٠٢ ،١ شماره ،١ دوره کاربردها، و اندازه جبرهاي

داریم: f, g ∈ H هر براي بنابراین کنید). ملاحظه را [۶] (مرجع

⟨M∗f, g⟩ = ⟨Mg, f⟩ =

⟨∑
i∈I

⟨fi, g⟩hi, f

⟩

=
∑
i∈I

⟨hi, f⟩⟨fi, g⟩ =

⟨∑
i∈I

⟨hi, f⟩fi, g

⟩
,

بنابراین
M∗f =

∑
i∈I

⟨hi, f⟩fi.

عملگر M اگر صورت، این در باشند. H براي ریس پایۀ دو {hi}i∈I و {ej}j∈I بسل، دنبالۀ یک {fi}i∈I کنیم فرض .٢. ٢ ملاحظه
{fi}i∈I R-دوگان یک {M(ej)}j∈I پس ωf

j = M(ej) لذا ،M(ej) =
∑

i∈I⟨fi, ej⟩hi آن گاه باشد، (٢. ١) در تعریف شده
است. {hi}i∈I و {ej}j∈I به نسبت

(مراجع دهد نمایش ریس پایه هاي به نسبت R-دوگانش یک برحسب را {fi}i∈I که می کنیم معرفی را الگوریتمی زیر، قضیۀ در
کنید). ملاحظه را [١٢ ،١]

j ∈ I هر براي به طوري که باشد H در دنباله اي {fi}i∈I و باشند H براي ریس پایۀ دو {hi}i∈I و {ej}j∈I کنیم فرض .٢. ٣ قضیه
هستند: برقرار زیر شرایط صورت، این در .∑i∈I |⟨fi, ej⟩|٢ < ∞ باشیم داشته

داریم: i ∈ I هر براي (الف)
fi =

∑
j∈I

⟨ωf
j , h̃i⟩ẽj ,

هستند. {hi}i∈I و {ej}j∈I کانونی دوگان هاي به ترتیب {h̃i}i∈I و {ẽj}j∈I آن، در که

است. {ẽj}j∈I و {h̃i}i∈I به نسبت {ωf
j }j∈I R-دوگان یک {fi}i∈I (ب)

.⟨ωf
j , h̃i⟩ = ⟨fi, ej⟩ داریم لذا ⟨hi, h̃j⟩ = δi,j ،i, j ∈ I هر براي پس است، ریس یک پایۀ {hi}i∈I چون (الف) اثبات.

داریم i ∈ I هر براي بنابراین،
fi =

∑
j∈I

⟨fi, ej⟩ẽj =
∑
j∈I

⟨ωf
j , h̃i⟩ẽj .

قسمت از استفاده با نتیجه اکنون .∑j∈I |⟨ω
f
j , h̃i⟩|٢ < ∞ پس ،⟨ωf

j , h̃i⟩ = ⟨fi, ej⟩ داریم i, j ∈ I هر براي چون (ب)
می آید. دست به (الف)

عملگر را M و باشند H براي ریس پایۀ دو {ej}j∈I و {hi}i∈I باشد، A کران با بسل دنبالۀ  یک {fi}i∈I کنیم فرض .۴ .٢ قضیه
این در باشد. {ej}j∈I و {hi}i∈I به نسبت {fi}i∈I R-دوگان یک {ωf

j }j∈I کنیم فرض می گیریم. نظر در (٢. ١) در تعریف شده
هستند. معادل زیر گزاره هاي این، علاوه بر است. H در بسل دنبالۀ یک {ωf

j }j∈I صورت،

است. یک به یک M و است بسته ( M (برد R(M) (١)

است. کران دار پایین از M (٢)

است. H براي قاب یک {fi}i∈I (٣)



١٩ هیلبرت فضاهاي در R-دوگان ها درمورد نتایجی

کران هاي به ترتیب ٠ < C١ ≤ C٢ < ∞ و ٠ < B١ ≤ B٢ < ∞ و باشد (٢. ١) در تعریف شده عملگر M کنیم فرض اثبات.
داریم: f ∈ H هر به ازاي صورت، این در باشند. {hi}i∈I و {ej}j∈I∑

j∈I
|⟨ωf

j , f⟩|
٢ =

∑
j∈I

|⟨M(ej), f⟩|٢ =
∑
j∈I

|⟨M∗(f), ej⟩|٢ ≤ B٢∥M∗(f)∥٢

= B٢

∥∥∥∥∥∑
i∈I

⟨hi, f⟩fi

∥∥∥∥∥
٢

≤ AB٢
∑
i∈I

|⟨hi, f⟩|٢ ≤ AB٢C٢∥f∥٢.

است. H براي بسل دنبالۀ یک {ωf
j }j∈I بنابراین

به صورت را M : H → H خطی عملگر باشد. H براي متعامد یکه یک پایۀ {εi}i∈I کنیم فرض .(٢) ⇐ (١)
و است بسته R(M) چون می کنیم. تعریف ،α ∈ C و ،M(εi) =

∑
j∈I⟨εi, fj⟩hj آن در که ،M(αεi) = αM(εi)

به صورت را M ′ اگر اکنون است. M ′ مانند چپی وارون داراي لذا است، بسته برد با یک به یک عملگر یک M پس است، یک به یک M
لذا است، M چپ وارون یک M ′ که می آید دست به به سادگی آن گاه کنیم، تعریف M ′(αεi) = αM ′(εi) ،M ′ : R(M) → H

می آید. دست به (٢) و است کران دار پایین از M
است. واضح (١) ⇐ (٢) استلزام

اعداد لذا باشد؛ کران دار پایین از M کنیم فرض و باشند {hi}i∈I ریس کران هاي ٠ < C١ ≤ C٢ < ∞ کنیم فرض .(٣) ⇐ (٢)
داریم: f ∈ H هر براي به طوري که موجودند A٢ و A١ مثبت

A١∥f∥٢ ≤ ∥M(f)∥٢ ≤ A٢∥f∥٢,

∑لذا
i∈I

|⟨f, fi⟩|٢ ≥
١
C٢

∥∥∥∥∥∑
i∈I

⟨fi, f⟩hi

∥∥∥∥∥
٢

=
١
C٢

∥M(f)∥٢ ≥ A١

C٢
∥f∥٢.

می آید. دست به (٣) و است قاب یک {fi}i∈I که می گیریم نتیجه است، بسل دنبالۀ یک {fi}i∈I چون اکنون
ریس کران هاي ٠ < C١ ≤ C٢ < ∞ و باشد ٠ < A١ ≤ A٢ < ∞ کران هاي با قاب یک {fi}i∈I کنیم فرض .(٢) ⇐ (٣)

داریم: f ∈ H هر براي صورت، این در باشند. {hi}i∈I

∥M(f)∥٢ =

∥∥∥∥∥∑
i∈I

⟨fi, f⟩hi

∥∥∥∥∥
٢

≤ C٢
∑
i∈I

|⟨fi, f⟩|٢ ≤ A٢C٢∥f∥٢.

می شود. حاصل (٢) و ∥M(f)∥٢ ≥ A١C١∥f∥٢ که آورد دست به می توان مشابه به طور

می شود. ارائه ریس پایه هاي براي ساختارسازي یک ،M مزدوج-خطی عملگر از استفاده با زیر، قضیۀ در

مزدوج-خطی عملگر صورت، این در باشد. H براي ریس یک پایۀ {hi}i∈I و بسل دنبالۀ یک {fi}i∈I کنیم فرض .۵ .٢ قضیه
باشد. ریس پایۀ یک  {fi}i∈I اگر فقط و اگر است وارون پذیر ( (٢. ١) در (تعریف شده M : H → H

است. بسته R(M) و است یک به یک M ،۴ .٢ قضیه بنابر و است قاب یک {fi}i∈I لذا باشد، ریس یک پایۀ {fi}i∈I کنیم فرض اثبات.
j ∈ I هر براي لذا ،⟨fi, f̃j⟩ = δij داریم i, j ∈ I هر براي است، ریس یک پایۀ {fi}i∈I چون است. پوشا M می دهیم نشان اکنون

داشت: خواهیم
hj =

∑
i∈I

⟨fi, f̃j⟩hi = M(f̃j) ∈ R(M).

است، پوشا M که می گیریم نتیجه است، بسته H در R(M) و است H براي ریس یک پایۀ {hi}i∈I که نکته این گرفتن نظر در با حال،
است. وارون پذیر M لذا

داریم: f ∈ H هر براي صورت، این در باشند. {hi}i∈I ریس کران هاي ٠ < A١ ≤ A٢ < ∞ و وارون پذیر M کنیم فرض برعکس،

∑
i∈I

|⟨fi, f⟩|٢ ≥
١
A٢

∥∥∥∥∥∑
i∈I

⟨fi, f⟩hi

∥∥∥∥∥
٢

=
١
A٢

∥M(f)∥٢ ≥ ١
A٢

١
∥M−٢∥١

∥f∥٢.



٢٠ ١۴٠٢ ،١ شماره ،١ دوره کاربردها، و اندازه جبرهاي

به طوري که {ci}i∈I ∈ ℓ٢(I) اگر که دهیم نشان است کافی برهان، کامل کردن براي است. H براي قاب یک {fi}i∈I بنابراین،
داریم i ∈ I هر به ازاي پس ،M∗(f) =

∑
j∈I⟨hj , f⟩fj چون .ci = ٠ داریم i ∈ I هر به ازاي آن گاه ،∑i∈I cifi = ٠

پس است پیوسته M∗ چون و fi = M∗(h̃i)∑
i∈I

cifi = M∗

(∑
i∈I

cih̃i

)
= ٠.

هر به ازاي است، ریس یک پایۀ {h̃i}i∈I چون و ∑i∈I cih̃i = ٠ داشت خواهیم لذا است، یک به یک M∗ است، پوشا M چون اما
می شود. ثابت حکم و ci = ٠ داریم i ∈ I

ریس پایۀ دو به نسبت {S−١fi}i∈I R-دوگان یک {ω∗
j }j∈I اگر باشد. S عملگر با قاب یک {fi}i∈I کنیم فرض .۶ .٢ ملاحظه

داریم: j, k ∈ I هر براي آن گاه باشد، {h̃i}i∈I و {ẽj}j∈I

⟨ωf
j , ω

∗
k⟩ =

⟨∑
i∈I

⟨fi, ej⟩hi,
∑
l∈I

⟨S−١fl, ẽk⟩h̃l

⟩
=

∑
i∈I

⟨fi, ej⟩⟨ẽk, S−١fi⟩

=

⟨
ẽk,
∑
i∈I

⟨ej , fi⟩S−١fi

⟩
= ⟨ẽk, ej⟩ = δjk.

مجرد قاب هاي نظریۀ در [١١] ١ راز وِکسلِر- دومتعامدي روابط به عنوان می توان است، فوق نکتۀ از تعمیمی واقع در که را زیر قضیۀ
دانست.

فرض همچنین باشند. H براي ریس پایۀ دو {ej}j∈I ، {hi}i∈I و قاب دو G = {gi}i∈I و F = {fi}i∈I کنیم فرض .٢. ٧ قضیه
شوند: تعریف زیر به صورت H روي SF ,G و M٢ ،M١ می کنیم

M١(f) =
∑
i∈I

⟨fi, f⟩hi, M٢(f) =
∑
i∈I

⟨gi, f⟩h̃i, SF ,G(f) =
∑
i∈I

⟨f, fi⟩gi,

هستند: معادل زیر گزاره هاي صورت این در

است. G براي دوگان یک F (١)

.SF ,G = SG,F = IdH (٢)

.⟨M١(ej),M٢(ẽk)⟩ = δjk داریم j, k ∈ I هر براي (٣)

است. واضح (٢) و (١) ارزي هم قاب، یک دوگان تعریف به توجه با اثبات.
داریم هستند، دومتعامد {h̃i}i∈I و {hi}i∈I اینکه گرفتن نظر در با و SF ,G = SG,F = IdH چون .(٣) ⇐ (٢)

⟨M١(f),M٢(g)⟩ = ⟨g, f⟩.

لذا
⟨M١(ej),M٢(ẽk)⟩ = ⟨ẽk, ej⟩ = δjk.

داریم، x, y ∈ H هر براي ،SG,F و M٢ ،M١ تعریف به توجه با باشد. برقرار (٣) کنیم فرض .(٢) ⇐ (٣)

⟨M١(x),M٢(y)⟩ = ⟨SG,F (y), x⟩.
1Wexler-Raz



٢١ هیلبرت فضاهاي در R-دوگان ها درمورد نتایجی

می شود: حاصل زیر تساوي فرض، از استفاده با اینک،

δjk = ⟨ẽk, ej⟩ = ⟨ej , ẽk⟩ = ⟨M١(ej),M٢(ẽk)⟩ = ⟨SG,F (ẽk), ej⟩.

داشت خواهیم است، H در کامل دنبالۀ یک {ẽj}j∈I و کران دار عملگر یک SG,F چون حال .(k ∈ I هر (براي SG,F (ẽk) = ẽk پس
می شود. حاصل نیز SF ,G = IdH تساوي مشابه، اثباتی با .SG,F = IdH

است. فوق قضیۀ از خاصی حالت [١] در ٣ قضیه که است ذکر به لازم
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